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Wstep

Materiat zamieszczony w tym podreczniku jest kontynuacjg i rozwinieciem zagadnien
matematycznych przedstawionych w podreczniku do klasy pierwszej. Rozpoczyna-
my od omdwienia przeksztatcen wykreséw funkcji i zastosowania tych wykreséw
do rozwigzywania réwnan i nierdwnosci. Nastepnie przypominamy pojecie war-
tosci bezwzglednej i prezentujemy sposoby rozwigzywania réwnan i nierdwnosci
z wartoscig bezwzgledna. W trzecim rozdziale systematyzujemy i uzupetniamy wia-
domosci dotyczace funkcji kwadratowej. Nastepny rozdziat jest poswiecony zagad-
nieniom geometrycznym zwigzanym m.in.: z okregami, katami w kole i konstruk-
cjami geometrycznymi. W pigtym rozdziale rozszerzamy pojecie sinusa, cosinusa,
tangensa i cotangensa na przypadek dowolnego kata ptaskiego. W rozdziale szé-
stym omawiamy réwnanie prostej i rownanie okregu w uktadzie wspodtrzednych.
Przedostatni rozdziat jest poswiecony obliczaniu pdl tréjkatéw oraz zastosowaniu
twierdzenia sinuséw i twierdzenia cosinuséw m.in. do rozwigzywania tréjkgtow.
Trescig ostatniego, 6smego rozdziatu, sg wielomiany.

Podobnie jak w klasie pierwszej, wazne definicje i twierdzenia zostaty oznaczone
kolorowymi ramkami z jasnoszarym ttem. Inne istotne informacje, na ktére warto
zwrdci¢ uwage, zostaty oznaczone jasnobrgzowym ttem. Aby uczenie sie matematy-
ki byto jeszcze bardziej skuteczne, w podreczniku do klasy drugiej wprowadzilismy
¢wiczenia. Umozliwiajg one nie tylko proste zastosowanie definicji i twierdzen, ale
rowniez stuzg skupieniu uwagi na waznych i réznorodnych aspektach omawianych
przyktadow.

Kazdy temat konczy sie zestawem zadan do samodzielnego rozwigzania, zatytu-
towanym Sprawd?z, czy rozumiesz. Na koncu kazdego rozdziatu znajdujg sie zadania
powtdrzeniowe zatytutowane Sprawdz, czy umiesz. Wszystkie zadania na dowodze-
nie zostaty oznaczone symbolem D.

Na koncu podrecznika znajdujg sie odpowiedzi do wiekszosci zadan.

Zyczymy sukcesdw w uczeniu sie matematyki!
Autorzy



1 Przeksztatcenia wykreséw
o funkeji

Wektor na ptaszczyznie

Pojecie wektora jest bardzo przydatne nie tylko w fizyce, gdzie jest wygodnym na-
rzedziem do opisu np. predkosci lub sity, lecz réwniez w matematyce, gdzie be-
dziemy go uzywac do dowodzenia twierdzen czy definiowania przeksztatcen geo-
metrycznych.

Definicja 1.

Wektorem zaczepionym nazywamy uporzgdkowang pare punktéw. Pierwszy
z tych punktéw nazywamy poczatkiem wektora, a drugi — koricem wektora. Wek-
tor o poczatku w punkcie A i koricu w punkcie B oznaczamy AB.

B \
A
Wektor AB bedziemy przedstawiaé jako strzatke, ktérej poczatek znajduje sie
w punkcie A, natomiast koniec, czyli ,grot”, w punkcie B.

Diugoscia wektora AB nazywamy dtugosé odcinka AB i oznaczamy |AB).

Jesli poczatek wektora pokrywa sie z jego koricem, to taki wektor nazywamy
—

wektorem zerowym i oznaczamy O. Przedstawieniem takiego wektora jest punkt.

Dtugos¢ wektora zerowego jest rowna O.

Jezeli dwa niezerowe wektory lezg na jednej prostej lub lezg na dwdch prostych
réwnolegtych, to powiemy, Ze sg to wektory rownolegte. O wektorach réwnole-
gtych méwimy tez, ze majg ten sam kierunek.

Dowolne dwa niezerowe wektory réwnolegte majg albo zgodne zwroty (rys. a), albo
przeciwne zwroty (rys. b).

a) b)

7 /4/7

Wektor zerowy nie ma okreslonego kierunku ani zwrotu. Dodatkowo przyjmujemy,
ze wektor zerowy jest réwnolegty do dowolnego wektora.
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Definicja 2.
Dwa wektory niezerowe sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy majg takg samg dfu-
gos¢, kierunek i zwrot.

Wektorem swobodnym nazywamy zbidr wszystkich wektoréw zaczepionych,
réwnych danemu wektorowi zaczepionemu.

AN
AN

Aby przedstawi¢ wektor swobodny, wystarczy narysowaé¢ dowolny wektor zacze-
piony, reprezentujacy ten wektor swobodny.

Wektory swobodne oznacza sie matymi, pojedynczymi literami ze strzatka,

np.: U, v, w.

Na wektorach mozna wykonywa¢ dziatania.

Definicja 3.
Suma wektoréw U i v nazywamy wektor oznaczany u + v, ktérego poczatkiem jest

poczatek wektora U, a koricem — koniec wektora réwnego wektorowi v, zaczepio-
nego w koricu wektora u.

B S v

>
u

u+v

UWAGA: Jesli chcemy doda¢ dwa nieréwnolegte wektory, to mozemy zastosowac
tez tzw. ,regute rownolegtoboku”, czesto stosowang w fizyce.




Wektor na ptaszczyznie

Zaczepiamy wektory U i V w tym samym punkcie, a nastepnie kreslimy réwnolegto-
bok wyznaczony przez te wektory. Wéwczas wektor wyznaczony przez przekatna
réwnolegtoboku, zaczepiony w tym samym punkcie co wektory U i V, jest suma wek-
7 - .= b d . z . - . ; - .
toréw u i v. O wektorze u + v méwimy tez, ze jest wypadkowg wektoréw u i v.

Definicja 4-
Wektorami przeciwnymi nazywamy dwa wektory wtedy i tylko wtedy, gdy ich
suma jest wektorem zerowym.

\
:i\
\
A
\

[w
<

<

-
U+v=0

Wektor przecMny do_v)vektora U oznaczamy —u. Wektor przeciwny do wektora AB
oznaczamy —-AB lub BA.

Twierdzenie 1.

Wektory niezerowe U i V sg przeciwne wtedy i tylko wtedy, gdy wektory te sg
réwnolegte, majg przeciwne zwroty i majg takg samga dtugosc.

Definicja S.

Réznicg wektoréw U i V nazywamy wektor, ktdry jest suma wektoréw U i —v.

Mamy: U V=4 +(-V)

s =
— i

Definicja 6.

lloczynem wektora niezerowego U i liczby k, k # 0, nazywamy wektor réwnolegty
do wektora U majacy dtugos¢ |k| - [d] i zwrot zgodny ze zwrotem wektora U, jesli
k > 0, natomiast zwrot przeciwny do zwrotu wektora 4, jedli k < 0. lloczyn taki
oznaczamy k - 4. Dodatkowo przyjmujemy, ze iloczyn wektora zerowego i liczby

jest wektorem zerowym; réwniez iloczyn wektora niezerowego i liczby zero jest
wektorem zerowym.

<l
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Twierdzenie 2. Wtasnosei dziatai na wektorach
Dla dowolnych wektoréw U, v, w oraz dowolnych liczb rzeczywistych k, /-
1) U+v=v+u (przemienno$¢ dodawania wektoréw)

2) @+V)+w=d+(V+w) (taczno$¢ dodawania wektoréw)
3) k-(I-d)=(k-1)-d
4) (k+)-Uu=k-u+l-
5) k-(U+V)=k-U+k-V

SprawdZ, czy rozumiesz

1. Narysuj wektory U+V oraz u—-v, jeslio< |u| < |V| oraz:
a) wektory U i V sg réwnolegte i maja zgodne zwroty,
b) wektory U i V sa réwnolegte i majg przeciwne zwroty.
2. Dane s3 dwa nieréwnolegte wektory 4 i V, |d| > |V| > 0. Narysuj wektor:
a) U+v b) u-Vv c)v-u d)2v
3. Dane sg punkty A i B, A # B. Na prostej AB zaznacz punkt P tak, aby:
a) wektory AP i BP byty przeciwne,
b) wektory AP i 2:BP byty réwne,
c) 2-AP = EL\),
d) AB+AP= 0.
4. Dany jest niezerowy wektor u. Narysuj wektor:
= 1, 3.,
a) 2u b) Eu ) —Zu d)
5. Na rysunku obok dany jest szesciokat foremny ABCDEF.
Niech AD =d oraz DE =b.

w|wn
<l

E b D
F C
A B
Zapisz za pomoca wektoréw d, b wektor:
a) BC b) FC
c) DC d) BD

e) EB f) FD.




Wektor w uktadzie wspétrzednych

Wektor w uktadzie wspétrzednych

W tym temacie bedziemy rozpatrywac wektor na ptaszczyznie z uktadem wspodt-
rzednych. Okazuje sie, ze kazdemu wektorowi o ustalonym poczatku i koricu mozna
przyporzadkowac tylko jedng pare liczb bedaca jego wspdtrzednymi. Mozna row-
niez w danym uktadzie wspdtrzednych kazdej parze liczb przyporzadkowac tylko je-
den wektor swobodny, dla ktérego dane liczby — w rozpatrywanym uktadzie wspot-
rzednych — stanowig jego wspdtrzedne. Dlatego tez mozemy zastepowac wektory,
rozumiane jako uporzadkowane pary punktéw, uporzgdkowanymi parami liczb.
W temacie tym wszystkie definicje dotyczace wektoréw sformutujemy powtdr-
nie, korzystajac z odpowiedniosci miedzy parami punktéw i parami liczb. Wektory
na ptaszczyznie z uktadem wspodtrzednych sg tymi samymi wektorami. Tylko mowi-
my o nich innym jezykiem.

Definicja 1.
Dane sg w uktadzie wspétrzednych punkty A(xl, yl) i B(xz, yz).
Wektorem nazywamy uporzgdkowang pare liczb [x2 —X1, Y, —yl]. Taki wektor ozna-

czamy symbolem AB. Liczby x, — x,, ¥, — y; nazywamy wspofrzednymi wektora.

1
Y2 B Wektor AB bedziemy przedstawiaé¢ jako strzatke
o poczi'gku w punkcie A i koncu w punkcie B. O wek-
b torze AB powiemy, Ze jest zaczepiony w punkcie A.
Al
0 )‘(1 X2 ;(
Przyktad 1.

Na rysunku ponlzej dane sg w ukfadzie wspo’frzednych punkty A, B, C, D, E, F oraz
wektory AB CDi EF. Obliczymy wspotrzedne wektora AB.

4 Wektor AB jest zaczepiony w punk-
B(-2,3) |, . . . .
cie A(2, 1), a jego koncem jest punkt
c-4,2) 2 B(-2, 3). Zatem:
) TPRT AB =[-2-2,3-1], czyli
ARG 01 0 s h s x AB=[42]
D(-2,-1) "'25(1,—1) T, -1)

Cwiczenie 1. Oblicz wspétrzedne wektoréw CD i EFz przyktadu 1.

Wektor, ktérego obie wspotrzedne sg zerami, nazywamy wektorem zerowym
-
i oznaczamy O. Interpretacjg geometryczng wektora zerowego jest punkt.

11
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Przyktad 2.
Dany jest punkt A(-5, 3). Wyznaczymy wspdtrzedne punktu B, wiedzac, ze
AB =[7,-9]. Przyjmujemy oznaczenie B(x, y). Z definicji wektora AB mamy:
x—(-5)=7 i y-3=-9
x=-54+7 i y=3-9
x=2 i y=-6
Zatem B(2, -6).

Narysujmy wektor AB z przyktadu 2. w prostokatnym uktadzie wspotrzednych i za-
stanéwmy sie, co znaczg wspoétrzedne tego wektora.

__X Wspotrzedne wektora AB mozemy interpretowac
A(-5, 3) 7|y 02,3 jako kolejne etapy , najkrotszej drogi” jakg musimy
1, pokonac, poruszajgc sie z punktu A do punktu B
+1 zgodnie z zasadga: najpierw wzdtuz osi OX, potem

S RN NS _:1 ot 1 i o wzdtuz osi OY.
T1 1) Przesuwamy sie o 7 jednostek wzdtuz osi OX,

:; 9 zgodnie z jej zwrotem, czyli w prawo — do
Na punktu C(2, 3).

19 2) Przesuwamy sie z punktu C o 9 jednostek
T B2 -6) wzdtuz osi OY, przeciwnie do jej zwrotu, czyli

w dét — do punktu B.

Obliczmy wspotrzedne wektoréw ACi CB:
AC=[2-(-5),3-3], czyli AC=[7,0]
CB=[2-2,-6-3], czyli CB=][0,-9]

Wektory AC oraz CB nazywamy wektorami sktadowymi wektora AB.

Przesuniecie z punktu A do punktu B wzdtuz osi OX opisuje pierwsza wspotrzedna
wektora A_B), za$ wzdtuz osi OY —druga wspodtrzedna tego wektora. Jesli wspotrzed-
na wektora jest liczbg dodatnig, to przesuniecie jest zgodne ze zwrotem osi, a jesli
liczbg ujemng, to jest przeciwne do zwrotu osi.

Cwiczenie 2. Dany jest punkt A(3, 4) oraz wektor AB =[5, —7].

a) Podaj wspotrzedne sktadowych tego wektora.

b) Zaznacz w uktadzie wspotrzednych punkt A. Korzystajac z wektoréw sktadowych
ACi CTé, wyznacz wspotrzedne punktu C oraz wspoétrzedne punktu B.

- —

Wektory bedziemy tez oznaczaé jedng mata litera, ze strzatka u gory, np.: 4, v, w, p.

Definicja 2.
Wektory U i v, gdzie U= [u,, u,]iv=[v, v,], sa réwne wtedy, gdy u,=v,iu,=v,.

ROwnos¢ wektoréw U i V zapisujemy U = V.




Wektor w uktadzie wspétrzednych

Przyktad 3.

Przedstawimy w ukfadzie wspétrzednych wektor [4, 3].

Mozemy podac wiele rozwigzan tego zadania.

a_ 1)
£
s \ 2
1 P
} } } }
5 4 3 XN 4 9 3 2 3 X
3 -1

Mamy, na przykfad:
EF =[-4, 3], gdzie £(0, 0) i (-4, 3)
PQ =[-4, 3], gdzie P(3, 1) i Q(-1, 4)
RS =[-4, 3], gdzie R(-1,-1) i (-5, 2)

Takich wektordw jest nieskoriczenie wiele. Tworzg one rodzine wektordow réwnych.
Aby przedstawi¢ w uktadzie wspétrzednych wektor [—4, 3], wystarczy wskazaé do-
wolnie wybranego reprezentanta tej rodziny.

Zbidr wszystkich wektoréw réwnych danemu wektorowi zaczepionemu nazywa-
my wektorem swobodnym.

Przyktad 4.

Odczytamy z rysunku wspdtrzedne przedstawionych wektoréw. Wskazemy wektory
réwne.

il
<« 9 14 T

__3 -
E/’l f2 P
E)I 1 1 ‘F//I --1

Illnnnnnollnlllll
-8 -7 —6/-5 -4 - —2—1__112345678X
+-2 ‘T
+-3 g

d=[-3,0] b=[0,2] 2=[2,5] d=[0,-2] ©é=[2,5] f=[3,5] §=[-3,0]
Wektory réwne to wektory d i g oraz wektory Ci e.

13




14 Przeksztatcenia wykreséw funkeji

Definicja 3.
Dtugoscia wektora U, gdzie U = [u,, u ], nazywamy liczbe \/u} +u) . Dtugos¢ wek-
tora U oznaczamy |U]|.

Przyktad s.

Obliczymy dtugo$¢ wektora u, gdzie U = [12, 5].
Otrzymujemy:

|d| = V12% +52 =144 +25 =169 =13

Dtugoé¢ wektora U jest réwna 13.

Jesli A(xy, y;) i B(x,, y,), to dtugosé wektora AB wyraza sie wzorem:

4| = (% —x ) +(va -1 )’

tatwo uzasadni¢, powotujac sie na twierdzenie Pitagorasa, ze dtugos¢ wektora AB
jest rowna dtugosci odcinka o koricach A i B.

Cwiczenie 3. Mamy dane punkty: A(-8, 1), B(-6, =3). Wykaz, ze diugoé¢ wektora
A_B)jest réwna 2+/5.

Definicja 4.
Suma wektoréw U i v, gdzie U = [u,, u ] i V= [v,, v,], nazywamy wektor
[u, + v, u,+Vv,]. Sume wektorow U i v oznaczamy u + v.

Weracajac do rozwazan na str. 12 mozemy powiedzie¢, ze wektor [7, —9] jest suma
swoich wektoréw sktadowych [7, 0] i [0, —9].

Przyktad 6.

Wyznaczymy sume wektoréw p i 7, gdzie p = [4, 1] i F = [2, 4], i przedstawimy jej
graficzng interpretacje.

/

Y
: 5
3

=

p+r=[4+2,-1+4]=[6,3]
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Deﬁ'm'cja s.
Wektory Uiv,gdzieu=[u,, u),v=[v, v,], sa przeciwne wtedy, gdy suma wekto-
row U i VjeSt wektorem zerowym, tzn. u, + v, = 0 oraz u,+v,=0.

Wektor przeC|wny do wektora U oznaczamy —u. Wektor przeciwny do wekto-
ra AB oznaczamy _AB Iub BA. tatwo zauwazyg, ze jesli
U= [ux, uy], to U= [ u,, —uy] .

Przyktad 7.
a) Jedliu=[-2,-5],to-u=[2,5].
b) Jesli A(3,-4), B(3,7), to AB =10, 11] oraz —AB =BA =[0, -11].

Cwiczenie 4. W ukfadzie wspo’frzednyc@anych jest dziewiec punktéw oznaczo-
nych literami od A do / oraz trzy wektory: AB, G/, DE.

Y
+4

A, 13
gY 11

T

/ F
R R T N R
ol R B

Podaj trzy wektory réwne i trzy wektory przeciwne do kazdego z zaznaczonych wek-
toréw. Zréb to w taki sposéb, aby podane wektory byly wyznaczone przez punkty
odAdol.

Definicja 6.
Réinica wektoréw UiV, gdzie U= [ u,]iv=[v, v,], nazywamy wektor
[u,—v,, u,—v,]. Réinice wektoréw 4 i V oznaczamyﬁ V.

Odja¢ wektor V od wektora U to znaczy dodaé do wektora t wektor —v.

=u+ ()

Przyktad 8.
Wyznaczymy réznice wektordw p i r, gdzie p = [4, —1], r= [2, 4] oraz przedstawimy
jej graficzng interpretacje.
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p-r=[4-2,-1-4]=[2,-5]

Definicja 7.
lloczynem wektora u, gdzie U = [u,, u,], przez liczbe rzeczywista a nazywamy
wektor [a - u,, a - u . lloczyn wektora U przez liczbe a oznaczamy a - U.

Przyktad 4q.
Jedlip=1[2,-1],to-3p=[(-3) - 2, (-3) - (-1)], czyli -3-p = [-6, 3].

Jedli dla wektordw niezerowych U i V istnieje liczba rzeczywista a, dla ktérej
— — = g = . . 7 . z
u=a- v, to wektory u i v nazwiemy wektorami réwnolegtymi. O wektorach row-
nolegtych méwimy, ze majg ten sam kierunek. Jesli dodatkowo a > 0, to powiemy,
7e wektory U i V maja ten sam zwrot; jesli natomiast a < 0, to powiemy, ze wekto-
ry U i V maja przeciwne zwroty.

<)
|
N[
AS i
—+—
H~ 0
w
<

1115 —t—
-11-10 9 8 -7 6 -5-4-3-2-1 | 11 2 3456 7 8 91011X

Dodatkowo przyjmujemy, ze wektor zerowy jest rownolegty do kazdego wektora.
Podamy twierdzenia charakteryzujgce wektory réwne i wektory przeciwne.

Twierdzenie 1.

Wektory niezerowe U i V sg rdwne, wtedy i tylko wtedy, gdy wektory te:
* majq takg samg dtugosg,
e sgréwnolegte,
* majg ten sam zwrot.
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Twierdzenie 2.

Wektory niezerowe U i V sg przeciwne, wtedy i tylko wtedy, gdy wektory te:
* majq takg samg dtugosg,
e sgréwnolegte,
® majq przeciwne zwroty.

Cwiczenie 5. Udowodnij ostatnie dwa twierdzenia, wykorzystujgc definicje za-
warte w tym temacie.

Przyktad 10.

W uktfadzie wspétrzednych dane sg punkty A(xl, yl) i B(xz, yz). Wyznaczymy wspot-
rzedne punktu S, bedgcego srodkiem odcinka AB.

Y Przyjmijmy oznaczenie S(xs, ys).

33 Jesli punlis jﬁt srodkiem odcinka AB, to
wektory AS i SB sg rowne (zobacz tw. 1).
l Obliczamy wspoétrzedne tych wektoréw:

; 1 AS = [xs—xy, ys—yi]

1 ! N

0 Xz X SB:[XZ_XS' yz_ys]

Ai ’’’’’’’’’’’ Y1

Mamy A_S)zﬁ, zatem

X=X =X —Xs Ys=V1=V2— Vs
X, +X, Y4y,
Xg=———" | Yo =——""=
S 2 s 5
, . X, + X +
Otrzymalismy, ze s(g’ Y1 . Y2 J

UdowaodniliSmy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.
Jesli punkt S jest Srodkiem odcinka AB, gdzie A(xl, yl) i B(xz, yz), to

S X, +X, Y, +Y, .
2 2

Na koniec tego tematu podamy twierdzenie charakteryzujgce dziatania na wek-
torach.

17
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Twierdzenie 4. Wtasnosci dziatai na wektorach
Dla dowolnych wektoréw u, vV, w w uktadzie wspdtrzednych oraz dowolnych liczb
rzeczywistych k, /:
1) U+v=v+u (przemienno$¢ dodawania wektoréw)
2) +V)+w=d+(V+w) (taczno$¢ dodawania wektoréw)
3) k-(1-d)=(k-1)-
4) (k+/)-d=k-u+1-u

<

5) k-(U+V)=k-U+k-V

Cwiczenie 6. Udowodnij twierdzenie 4. Przyjmij, ze U = [a, b], V = [c, d], w = [e, fl,
a nastepnie wykaz, korzystajgc z poznanych w tym temacie definicji, ze prawdziwe
sg powyzsze réGwnosci.

SpVaWdi, CzZy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Oblicz wspétrzedne wektora ,ﬁ, wiedzac, ze:
a)A(-4,3),B8(-1,7) . b) A(0,-2), B(-3, 0).
Jakie wspodtrzedne ma wektor BA?

2. W prostokatnym ukfadzie wspétrzednych narysuj wektory U, Vi p, gdzie
u=[0,3], v=[2,0], B=[4, 5] Poczatek wektora obierz dowolnie.

3. Podaj wspdtrzedne wektoréw zaznaczo- Yo
. . ——T 44—
nych na rysunku obok. Nastepnie oblicz s
dtugosci tych wektordéw. il il
N d
b e
_=4 —Iz —=1 Oi é é 4 ;
SERrES
/ = f
1-3

4. Dany jest punkt A oraz wektor AB. Wyznacz wspotrzedne punktu B.

a) A(0,-3), AB=[4, 8] b) A(2,11), AB=[-8,-9]

5. Dany jest purﬁ'g B oraz wektor AB. Wyznacz wspéfrgg}dne punktu A.
a) B(0,1), AB=[-7, 6] b) B(5,7), AB=3,-2]

6. Danesa punkt_y) A(l_,)Z), B(5,-1), C(7, 3). Wyznacz pirgkt &dla ktérego:
a) wektory AB i CD sgrowne b) wektory AB i CD sg przeciwne.

Narysuj wektory AB i CD w jednym uktadzie wspotrzednych.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Wyznacz liczby a i b, dla ktérych wektory u i v, gdzie:
a) U=[a+b,3], V=[-9,a—b], saréwne,
b) U=[a+4,b-1], V=[2b+1,4a], sg przeciwne.

Oblicz wspétrzedne srodka odcinka AB, jesli:
a) A(-4,1),B(6,-1)

b) A(5,7),B(13,-3)

c) A(-17,30), B(-25, -8)

d) A(103, 46), B(-29, -84).

Oblicz d’fugosc wektora:
a) AB jesli A(-3,1), B(-5,-6)
b) CD jesli c(z -7), D(-13, 1)
c) 4, jesli u=[-5,12]
d) v, jesli v=[7,-24].

%ne sg punkty: A, B i P. Zaznacz w uktadzie wspoétrzednych wektory_)P_A> oraz
PBi obli£z> ich wspotrzedne. Jaka jest zaleznos¢ miedzy wektorem PB i wek-
torem PA?

a) A(-3,1),B(6,-2), P(0,0)

b) A(-4,4),B(-2, 1), P(0,-2)

c) A(s,6),8(3,4),P(-1,0)

d) A(-7,-2), B(3,3),P(1,2)

Dany jest wektor U, gdzie U = [-3, 7] i punkt A(1, 8). Wyznacz wspétrzedne
punk_ty B, dla ktérego: . .

a) AB=3u b) AB=-u c) u=-2AB.
Wiedzac, ze U = [-2, 3] oraz V=[4, —2], wyznacz wspétrzedne wektora:

a) T4V b) V-7 Q) 2+V d) u%v

Przedstaw graficzng interpretacje tego wektora, zaktadajgc, ze poczatkiem
wektora U i poczatkiem wektora V jest punkt O(0, 0).

Wiedzac, ze d = [0, —1] oraz b= [4, 4], wyznacz dtugo$¢ wektora:
a) d+b b) d—b c) 2(b-73) d) 36 +b.

—

Wiedzac, ze U =[3,-4] i V=[1, 2], wyznacz liczby a i b, dla ktérych:
a) a- u+b v=[7,4]

b) a-u—b-v=[-5,-8]

c) (a+b) v+(a—b)-U:[0,2]

d) a-(U+Vv)-b-(i-Vv)=[-1,0].

Wektory U i V sg rownolegte. Oblicz a, jesli:
a) u=[-2,1], V=Ja, 3] b) u=[-4,a], V=[-2a+1]
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Przesuniecie rownolegte. Przesunigcie
rownolegte wzdtuz osi OX

W kolejnych tematach poznasz niektdre przeksztatcenia geometryczne ptaszczyzny
i nauczysz sie przeksztatca¢ wykresy funkcji.

Definicja 1.

Przesunieciem réwnoleglym o wektor U nazywamy przeksztatcenie geometrycz-
ne, w ktorym kazdemu punktowi A przyporzqdkowwemy taki punkt A,, dla ktdre-
go AA1 =U. Przesuniecie réwnolegte o wektor U nazywamy tez translacjg o wek-

tor U i Oznaczamy TU.

u G
Ay T(A)=A, & Ak, =0
== —
B, T{B)=B,<BB,=u
A T(C)=C, < CC,=U

Przesuniecie rownolegte zachowuje ksztatt i wielkosc¢ figury.

W prostokgtnym uktadzie wspétrzednych zaznaczmy dowolny punkt A(x, y) oraz
wektor U, gdzie U=[p, q]. Niech A,(x,, y,) bedzie obrazem punktu A w przesunieciu
réwnolegtym o wektor u. Zbadamy, jaka jest zalezno$¢ miedzy wspétrzednymi wek-

tora U, a wspétrzednymi punktéw A i A,.

. w1 — .
Y Wiemy, ze AA; =u, czyli

Axlxq, y1)
u=1p,q] J [ =% yi=y]=I[p, d]
Zatem, na podstawie definicji réwnosci
AlX, ) wektordw, otrzymujemy:

X X,—Xx=p i y;—y=q stad
X, =X+p i y;=y+q

Twierdzenie 1.
W prostokatnym uktadzie wspétrzednych obrazem punktu A(x, y) W przesunieciu

réwnolegtym o wektor U, gdzie U= [p, q], jest punkt A,(x+p, y +q).

Cwiczenie 1. Dane sa punkty A(—4, 1), B(3, —2), C(-2, 4). Wyznacz wspdtrzedne
wierzchotkdw tréjkata A,B,C,, bedacego obrazem tréjkata ABC w przesunieciu row-
nolegtym o wektor [-1, 3].
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Omoéwimy teraz przesuniecie réwnolegte wykresu funkcji wzdtuz osi OX.

W prostokatnym uktadzie wspétrzednych dany jest pieciopunktowy wykres funkcji
v = f(x), ktdrej dziedzing jest zbidér {-3, -2, 0, 1, 2}.
1) Kazdy punkt wykresu funkcji f przesuwamy o wektor u, gdzie
U= 1[4, 0], czyli 0 4 jednostki w prawo.
W ten sposdb otrzymujemy wykres funkcji, ktéry oznaczamy y = g(x).

Ay Poréwnajmy tabele, opisujgce funkcje f

4 orazg:
° Ys

2 e | y=g(0) X -3 | =2 0 1 2
S T ) 3] 2| 1] 2] -3

43 S0 1 4 6 X

- i X 1 2 4 5 6

2 )

5 ‘, i gx) | 3 | 2 |1 | =23

Funkcja g dla kazdego argumentu x przyjmuje takg samg wartos¢, jaka funkcja f
przyjmuje dla argumentu mniejszego o 4, czyli dla argumentu x — 4. Dla dowolnego
argumentu x zachodzi rownos¢

g(x) = flx - 4).

2) Kazdy punkt wykresu funkcji f przesuwamy o wektor U, gdzie
U =[-3, 0], czyli o 3 jednostki w lewo.
W ten sposdb otrzymujemy wykres funkcji, ktdry oznaczamy y = h(x).

Ay Poréwnajmy tabele, opisujace funkcje f
B 4 oraz h:
4 3
Z 2 x |3 2] 0] 12
il fix)
o fx) 3 2 1 -2 -3
-6 -5 -4 -3 2 -10| 1 4 7
y = h(x) :ﬁ o X -6 -5 -3 -2 -1
sl o h(x) | 3 2 1 -2 | -3

i.N

Funkcja h dla kazdego argumentu x przyjmuje takg samg wartos¢, jaka funkcja f
przyjmuje dla argumentu wiekszego o 3, czyli dla argumentu x + 3. Dla dowolnego
argumentu x zachodzi rownos¢

h(x) = fix+3), czyli h(x)=fix—(-3)).
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Twierdzenie 2.
Jesli wykres funkgji y = f(x) przesuniemy réwnolegle o wektor [p, 0], to otrzyma-
my wykres funkcji y = f(x — p).

Przyktad 1.

Wykres funkcji f(x) = v/x, gdzie x e {0, +w), zostat przesuniety réwnolegle:
a) o wektor u, gdzie U =2, 0],

b) o wektor V, gdzie v=[-4, 0].

Naszkicujemy wykres otrzymanej funkcji i podamy jej wzor.

Ad a)
41_Y Po przesunieciu réownolegtym wykresu funk-
A cji f(x) = Vx o wektor [2, 0], czyli 0 2 jednost-
2t 300 V=2 ki w prawo, otrzymujemy wykres funkcji

g(x) = Vx -2, gdzie x € (2, +o).

Ad b)
__Z Po przesunieciu rownolegtym wykresu funk-
T3 cji f(x)=+/x o wektor [-4, 0], czyli 0 4 jed-
i =JXT4:7 1 Fx) = vx nostki w lewo, otrzymujemy wykres funkcji
SEASEA I MW Nx () stad
h(x) = Vx +4, gdzie x € (-4, +o).

Cwiczenie 2. Podaj wzér funkcji, ktorej wykres otrzymasz po przesunieciu réwno-

legtym wykresu funkcji y =\/; o 5 jednostek w prawo. Jaka jest dziedzina otrzyma-
nej funkcji?

. ) 1
Cwiczenie 3. O jaki wektor wystarczy przesungé rownolegle wykres funkcji y =—,
X

2

aby otrzymac wykres funkcji y = ?
X+7

Przyktad 2.
Wyznaczymy wzor funkcji g, ktorej wykres otrzymamy po przesunieciu rownolegtym
wykresu funkcji kwadratowej f(x) = x2 + 2x — 1 o wektor [-6, 0].
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Korzystamy z twierdzenia 2. i otrzymujemy:
g(X) =f(X + 5) = (X + 6)2 + Z(X + 6) -1 stosujemy wzor skréconego mnozenia
g(x)=x2+12x+36+2x+12 -1 (a+b)*=a”+2ab + b2
g(x) = x>+ 14x + 47

Szukany wzér funkcji: g(x) =x2+14x +47.

Cwiczenie 4. Na rysunku ponizej znajduje sie wykres funkcji f(x) = x?, gdzie x € R.

a) Przerysuj ten wykres do zeszytu. Nastep- 1Y
nie przesun go rownolegle wzdtuz osi OX
o 2 jednostki w lewo. Jaki wzér ma funk- fx) =
cja g, ktorej wykres otrzymasz? \

b) Porédwnaj miejsca zerowe obu funkc;ji.

c) O jaki wektor wystarczy przesungé wyk-
res funkcji f, aby otrzymaé wykres funkcji
h(x)=x?>-2x+1?

) w B [8,]

1
[
|
ES
|
w
|
~
1
=
[=)

<Y

LN

Przyktad 3.

Wykres funkcji liniowej f(x) = 3x + 5 przesunigto réwnolegle wzdtuz osi OX i otrzy-
mano wykres funkcji liniowej g(x) =3x—16. Wyznaczymy wektor tego przesuniecia.

Oznaczmy szukany wektor: [p, 0]. Znowu korzystamy z twierdzenia 2.
g(x)=f(x—p), gdzie f(x)=3x+5, zatem
g(x)=3(x—p)+5=3x—3p +5.
Jednoczesnie funkcje liniowa g opisuje wzor g(x) =3x— 16, wiec otrzymujemy
—3p+5=-16, stad
p=7
Szukany wektor to 7, 0].

Cwiczenie 5. Naszkicuj w jednym uktadzie wspétrzednych wykresy funkgji linio-
wych f(x) = 3x + 5 oraz g(x) = 3x — 16 i sprawdz poprawno$¢ rozwigzania z przy-
ktadu 3.

S pra wdZ, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Na rysunku obok znajduje sie wykres funkcji Y
f(x) = x3, gdzie x € R. Przerysuj go do zeszytu,
a nastepnie przesun go réwnolegle:
a) o wektor [-1, 0],
b) o wektor [2, 0].
Podaj wzér otrzymanej funkcji.
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10.

11.

Na rysunku obok znajduje sie wykres funk-
cjif(x) = |x|, gdzie x € R. Przerysuj go do ze-
szytu, a nastepnie przesun go rownolegle:
a) o 3 jednostki w prawo,

b) o5 jednostek w lewo.

Podaj wzér otrzymanej funkcji.

Na rysunku obok dany jest wykres
funkc;ji f.

a) Przerysuj ten wykres do zeszytu.

b) Naszkicuj wykres funkcji y = f(x + 2).
c) Naszkicuj wykres funkcji y = f(x — 4).
Poréwnaj dziedzine funkcji f z dziedzing
otrzymanej funkgji.

Na rysunku obok dany jest wykres
funkc;ji f.

a) Przerysuj ten wykres do zeszytu.

b) Naszkicuj wykres funkcji y :f(x— 3).
c) Naszkicuj wykres funkcji y :f(x + 5).
Poréwnaj przedziaty monotonicznosci
funkcji fi otrzymanej funkcji.

1%
15
14
13
12
fx) = Ix|
11
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
T T T T T 0 T T T T T
S4-3-2-1 19123 45X

1 1 1
;54:3W§11 IR
1-2

13
\ 2 v
1 1 /I\l 1 :

Napisz wzér funkcji, ktdrej wykres otrzymamy po przesunieciu rownolegtym
wykresu funkcji liniowej f(x) =-2x+ 1 o wektor [7, O].

Napisz wzér funkcji, ktdrej wykres otrzymamy po przesunieciu rownolegtym

wykresu funkcji kwadratowej f(x) = —x2 + 3x + 5 o wektor [-1, 0].

Napisz wzér funkcji, ktdrej wykres otrzymamy po przesunieciu rownolegtym
wzdtuz osi OX wykresu funkcji f(x) = v/x+3 o 4 jednostki w prawo.

Wykres funkgji liniowej f(x) = 2x przesunieto réwnolegle wzdtuz osi OX, otrzy-
mujac wykres funkgji g(x) = 2x + 10. Wyznacz wektor tego przesuniecia.

Wykres funkcji liniowej f(x) =14 fg przesunieto réwnolegle wzdtuz osi OX,

1
otrzymujac wykres funkcji g(x) = _EX + 5. Wyznacz wektor tego przesuniecia.

Dziedzing funkcji f jest przedziat (6, 9). Podaj dziedzine funkgc;ji:

a) g(x) :f(x— 8)

b) h(x)=f(x+7).

Funkcja f ma trzy miejsca zerowe: —2, 0, 13. Podaj miejsca zerowe funkgji:

a) glx)=flx+25)

b) h(x) =f(x —41).



Przesuniecie rownolegte wzdtuz osi OY 25

Przesuniecie rownolegte wzdtuz osi OY

W prostokatnym uktadzie wspétrzednych dany jest wykres funkcji y = f(x). Przeana-
lizujemy przesuniecie réwnolegte wykresu funkcji f w dwdch przypadkach: o 2 jed-
nostki w gére i o 5 jednostek w dot.

1) Kazdy punkt wykresu funkcji f przesuwamy o wektor U, gdzie U = [0, 2], czyli
0 2 jednostki w gore. W ten sposéb otrzymujemy wykres funkcji, ktérg oznacza-
my y = g(x).

Y Zauwaz, ze Di=D,= (74, 1).

Funkcja g dla kazdego argumentu x przyjmuje
wartosc o 2 wiekszg niz funkcja f.

Dla dowolnego argumentu x zachodzi rownos¢:

g(x) =f(x) +2.

—t——— —t—>
—5—4—3—2—1_011 2 X

2) Kazdy punkt wykresu funkcji f przesuwamy o wektor Vv, gdzie v = [0, -5], czyli
o 5 jednostek w dét. W ten sposdb otrzymujemy wykres funkcji, ktérg oznacza-
my y = h(x).

Zauwaz, ze D;=D,=(-4,1).

Funkcja h dla kazdego argumentu x przyjmuje
wartos¢ o 5 mniejszg niz funkcja f.

Dla dowolnego argumentu x zachodzi rownos¢:

h(x) =f(x) - 5.

Twierdzenie 1.
Jesli wykres funkcji y =f(x) przesuniemy réwnolegle o wektor [0, g], to otrzyma-
my wykres funkcji y =f(x) +q.

Jeslig > 0, to przesuniecie nastepuje w gore, a jesli g < 0, to przesuniecie nastepuje
w dot.
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Przyktad 1.

Wykres funkcji f(x) = v/, gdzie x €{0, +), zostat przesuniety réwnolegle:

a) o wektor U, gdzie U =0, 3]

b) o wektor V, gdzie V=0, —4].

Naszkicujemy wykres otrzymanej funkcji i podamy jej wzor.

Ad a)

. ——
—1J{01 2 3
-1

Po przesunieciu réwnolegtym wykresu
funkcji y = f(x) o wektor

[0, 3]
otrzymujemy wykres funkcji

h(x) = Jx +3, gdzie xe<0, +00)

S
o
()}
~
oo
©

Ad b)

Po przesunieciu réwnolegtym wykresu
funkcji y = f(x) o wektor

[0, -4]
otrzymujemy wykres funkcji

h(x) = /x — 4, gdzie x (0, +o)

Cwiczenie 1. Podaj wzér funkeji g, ktérej wykres otrzymasz, przesuwajac réwno-

legle wykres funkcji f(x) =Jx o1 jednostke w dét. Jaka jest najmniejsza wartosé

funkcji g?

Przyktad 2.

W prostokgtnym uktadzie wspotrzednych przedstawiony jest wykres funkcji y=f(x).
Przesuniemy rownolegle wykres tej funkcji o wektor [2, 0]. Nastepnie otrzymany
wykres przesuniemy o wektor [0, —3]. Napiszemy wzér korncowej funkcji.

Po przesunieciu rownolegtym wykresu funk-
cji y = f(x) o wektor [2, 0], czyli o 2 jednostki
w prawo, otrzymujemy wykres funkcji

g(x) =f(x-2).

Przesuwajac wykres funkcji g(x) = f(x — 2)
o wektor [0, —3], czyli o 3 jednostki w dét,
otrzymujemy wykres funkcji

h(x) = g(x) - 3, czyli

h(x) =f(x—2) 3.

Wykres funkcji h z ostatniego przyktadu jest obrazem wykresu funkc;ji y =f(x) w prze-

sunieciu réwnolegtym o wektor [2, —3].
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Cwiczenie 2. Zmien kolejnos¢ przeksztatcen z poprzedniego przyktadu: najpierw
wykres danej funkgji f przesuri réwnolegle o wektor [0, —3], a nastepnie otrzymany
wykres — o wektor [2, 0]. Czy koricowy wykres to wykres funkcji h?

Twierdzenie 2.
Jesli wykres funkgji y = f(x) przesuniemy réwnolegle o wektor [p, g, to otrzyma-
my wykres funkcji y = f(x —p) + g.

SP VaWdi, czYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Wykres funkgcji f(x) =x3 przesun rownolegle:
a) o2 jednostki w dot wzdtuz osi OY. Podaj wzér otrzymanej funkcji.
b) o1 jednostke w gére wzdtuz osi OY. Podaj wzdr otrzymanej funkcji.

2. Wykres funkgcji f(x) = |x|, gdzie x € R, przesun réwnolegle o wektor [5, -2].
Podaj wzdr nowej funkcji. Jakg najmniejszg wartos$¢ przyjmuje ta funkcja?

3. Naszkicuj wykres funkcji okreslonej wzorem:

1
a) y=(x+3)2-1 b) y:—4—3 c) y=~/x+5 +2.
4. Na rysunku obok znajduje sie wykres _ig
funkcji f. Naszkicuj w zeszycie wykres UL,
funkcji: 14
a) g(x)=f(x)+5, —————15+—+— /‘
b) h(X) =f(X)— 1' -5 -4-3-2-1 ___11 2 4 5 6 X
o) k(x)=f(x+2)-1. =2
1-3
5. Na rysunku obok znajduje sie wykres Y

funkcji f. Naszkicuj w zeszycie wykres

12
funkcji: 14
a) g(x)=f(x)+3, : \ — —— >

0 o) sl 5) N AREEREY:
c) k(x)=f(x—3)-2. 1,
13

6. Dziedzing funkcji f jest przedziat (—3, 8). Zbiorem wartosci tej funkcji jest prze-
dziat (—oo, 5). Podaj dziedzine i zbiér wartosci funkcji:
a) gx)=f(x+4)+7 b) h(x)=f(x—3)-11.

7. Dziedzing funkgji f jest przedziat (-9, 10), a zbiorem wartosci — przedziat
(—oo, 3). Podaj dziedzine i zbiér wartosci funkcji:
a) g(x)=f(x+13)-2 b) h(x)=1+f(x—8).

8. Wyznacz wzor funkcji, ktérej wykres powstat po przesunieciu rownolegtym
wykresu funkcji kwadratowej f(x) = 3x> — 2x + 1 o wektor:
a) [0,-4] b) [2,0] o [-1,3]
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Symetria osiowa.
Symetria osiowa wzgledem osi OX i OY

Definicja 1.

Symetrig osiowag wzgledem prostej /| nazywamy przeksztatcenie geometrycz-
ne, w ktérym kazdemu punktowi A, A ¢ I, przyporzgdkowujemy taki punkt A,,
dla ktdérego prosta AA, jest prostopadta do prostej / i sSrodkiem odcinka AA; jest
punkt M nalezgcy do prostej /. Jesli A € I, to obrazem tego punktu w symetrii osio-
wej wzgledem prostej / jest ten sam punkt. Symetrie osiowg wzgledem prostej /
oznaczamy S,

S(A)=A;
S(B) =B,
S0 =¢

Symetria osiowa zachowuje ksztatt i wielkosc¢ figury.

W prostokatnym uktadzie wspétrzednych zaznaczono punkt A(x, y) oraz obraz A;
punktu A w symetrii osiowej:

a) wzgledem osi OX,

b) wzgledem osi OY.
Sytuacje te przedstawiajg ponizsze rysunki.

Ad a) Ad b)
Y A (—X ) AY
) A(x, ) W50YL MO Ay, )
7 M(x, 0)
o) X —x (0] X X
-y
Al(Xl _y)

Twierdzenie 1.
a) Obrazem punktu A(x, y) w symetrii wzgledem osi OX jest punkt Al(x, —y).
b) Obrazem punktu A(x, y) w symetrii wzgledem osi OY jest punkt Al(—x, y).
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Cwiczenie 1. W ukfadzie wspotrzednych narysuj odcinek AB, gdzie A(—3, 1),
B(Z, 4). Nastepnie wyznacz obraz tego odcinka, czyli odcinek A,B;, w symetrii osio-
wej wzgledem osi OX, oraz obraz odcinka AB, czyli odcinek A,B,, w symetrii osiowej
wzgledem osi OY.

Symetria osiowa wykresu funkcji wzgledem osi OX

W prostokatnym uktadzie wspétrzednych narysowany jest wykres funkcji y = f(x)
i obraz wykresu tej funkcji w symetrii osiowej wzgledem osi OX, czyli wykres funkcji
y= g(x). Przyjrzyjmy sie wartosciom funkcji fi g dla tych samych argumentdw.

_EZ Zauwaz, ze Di=D,= (75, 4).

Funkcje f oraz g dla tych samych argumentéw
przyjmujg przeciwne wartosci.

Dla dowolnego argumentu x zachodzi réwnosé:

g(x) =—f(x).

Twierdzenie 2.
Jesli wykres funkcji y :f(x) przeksztatcimy przez symetrie osiowg wzgledem osi
OX, to otrzymamy wykres funkcji y = —f(x).

Przyktad 1.

Dana jest funkcja y = Jx, gdzie x > 0. Naszkicujemy obraz wykresu tej funkcji w sy-
metrii osiowej wzgledem osi OX, a nastepnie napiszemy wzér funkcji, ktérej wykres
otrzymalismy.

W wyniku przeksztatcenia wykresu funkcji
y= \/;, gdziex >0
przez symetrie osiowg wzgledem osi OX otrzy-
T 5 3 45 675 610x mujemywykres funkgji
yzfx/;, gdziex >0

<=2 y:—\/)?

Przyktad 2.

Wykres funkcji opisanej wzorem y = x?> — 3x + 4 przeksztatcono przez symetrie osio-
wa wzgledem osi OX. Napiszemy wzér funkcji, ktérej wykres otrzymano.
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Z twierdzenia 2. wynika, ze otrzymano wykres funkcji opisanej wzorem
y=—(x*-3x+4), czyli
y=-x*+3x—4.

Cwiczenie 2. Napisz wzér funkcji, ktérej wykres otrzymamy po odbiciu symetrycz-
nym wykresu funkcji liniowej f(x) = 2x— 3 wzgledem osi OX.

Symetria osiowa wykresu funkcji wzgledem osi OY

W prostokatnym ukfadzie wspétrzednych narysowany jest wykres funkcji y :f(x)
i obraz wykresu tej funkcji w symetrii osiowej wzgledem osi OY, czyli wykres funkcji
y = g(x). Przyjrzyjmy sie wartoéciom funkcji fi g dla przeciwnych argumentéw.

1y Zauwaz, 7e Dy=(-5,4)iD,=(-4,5).

y = flx) 13 y=4g(x)
1 Funkcje f oraz g dla przeciwnych argumentéw
+1 przyjmujg te same wartosci.

Il
s4%52-1 912 745X o B
-1 Dla dowolnego argumentu x zachodzi rownosé:
T g(x) =f(-x).

Twierdzenie 3.
Jesli wykres funkcji y :f(x) przeksztatcimy przez symetrie osiowg wzgledem osi
OY, to otrzymamy wykres funkcji y = f(—x).

Przyktad 3.

Dana jest funkcja y = \/;, gdzie x > 0. Naszkicujemy obraz wykresu tej funkcji w sy-
metrii osiowej wzgledem osi OY, a nastepnie napiszemy wzér funkcji, ktérej wykres
otrzymalismy.

E
N
w
S
]
a4+
~
o0
©
S
>

T S
-10 -9 -8 -7 —6 -5 —4 -3 -2 -1 J{O

Po przeksztatceniu wykresu funkcji y = \/;, gdzie x > 0 przez symetrie osiowg wzgle-

dem osi OY otrzymujemy wykres funkcji y = v/—x, gdzie x < 0.
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Przyktad 4.

Wykres funkcji opisanej wzorem y = x> — 3x + 4 przeksztatcono przez symetrie osio-
wa wzgledem osi OY. Napiszemy wzor funkcji, ktorej wykres otrzymano.

Z twierdzenia 3. wynika, ze otrzymano wykres funkcji opisanej wzorem
y=(=x)>-3(-x) +4, czyli
y=x>+3x+4.

Cwiczenie 3. Napisz wzér funkji, ktérej wykres otrzymamy, przeksztatcajac wy-
kres funkcji f(x) = 2x — 3 przez symetrie osiowa wzgledem osi OY.

SP rawdz, czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
1
1. Wykres funkcjif(x) = EX + 1 przeksztat¢ przez symetrie osiowg wzgledem:

a) osi OX b) osi OY.
Podaj wzér otrzymanej funkcji.

1
2. Wykres funkcjif(x) = - przeksztat¢ przez symetrie osiowg wzgledem:
X_
a) osi OX b) osi OY.
Podaj wzér otrzymanej funkcji.

3. Wykres funkcjif(x) =Jx -1 przeksztat¢ przez symetrie osiowg wzgledem:

a) osi0X b) osi OY.
Podaj wzor otrzymanej funkcji.

4. Na rysunku obok dany jest wykres funkcji __)3/
f. Naszkicuj w zeszycie wykres funkcji: UL,
a) g(x)=—r()  b) h(x)=F(-x). 1
Poréwnaj dziedzine i zbidr wartosci nowej ———— >
funkcji odpowiednio z dziedzing i zbiorem PAB2Y 4234 3X
wartosci funkgji f. “‘i

5. Funkcje f opisuje tabelka obok. x | 3111 0 2 5
Wykonaj w zeszycie tabele, opisujaca
funkcje: fx)) o | 2| 4|6 |8

a) g(x) = ff(x) b) h(x) :f(fx).
6. Napisz wzor funkcji, ktérej wykres otrzymano po przeksztatceniu wykresu
funkcjif(x) =x? + 3x— 1 przez symetrie wzgledem:
a) osi OX b) osi OY.
7. Naszkicuj wykres funkcji:
a) y=—|x|+4 b) y=—‘x+2‘ c) y=|—x+ 1].
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Symetria Srodkowa.
Symetria sSrodkowa wzgledem punktu (O, O)

Definicja 1.

Symetrig Srodkowg wzgledem punktu O nazywamy przeksztatcenie geometrycz-
ne, w ktérym obrazem kazdego punktu A, A # O, jest taki punkt A;, dla ktérego
punkt O jest sSrodkiem odcinka AA,. Obrazem punktu O jest ten sam punkt. Syme-
trie srodkowa wzgledem punktu O oznaczamy S,,.

A

Punkt O nazywamy $rodkiem symetrii.

Symetria Srodkowa zachowuje ksztatt i wielkos¢ figury.

Niech A(x, y) bedzie dowolnie wybranym punktem na ptaszczyZnie z prostokgtnym
uktadem wspotrzednych. Z tw. 3. ze str. 17 wynika, ze punkt A; bedacy obrazem
punktu A w symetrii srodkowej wzgledem punktu O(0, 0) ma wspétrzedne (—x, ).
Y

A(x, y) o y

—X

B A (—x, -y)

Twierdzenie 1.
Obrazem punktu A(x, y) w symetrii $rodkowej wzgledem punktu O(0, 0) jest

punkt A,(—x, ).

Cwiczenie 1. W ukfadzie wspotrzednych narysuj odcinek AB o koricach A(—5, 1),
B(—3, —2). Nastepnie znajdz obraz A,B; tego odcinka w symetrii srodkowej wzgle-
dem poczatku uktadu wspdtrzednych. Jakie wspétrzedne majg punkty A, i B;?
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W prostokatnym uktadzie wspétrzednych jest przedstawiony wykres funkgji y = f(x)
i obraz wykresu tej funkcji w symetrii srodkowej wzgledem punktu O(O, 0), czyli
wykres funkcji y = g(x). Przyjrzyjmy sie wartosciom funkcji f i g dla przeciwnych
argumentéw.

Zauwaz, ze D;=(-6,3)iD,=(-3, 6).

Funkcje fi g dla przeciwnych argumen-
téw przyjmujg przeciwne wartosci.

Dla dowolnego argumentu x zachodzi
réwnosé:

g(x) = —f(-x).

Cwiczenie 2. Poréwnaj zbidér wartosci funkcji f na powyzszym rysunku ze zbiorem
wartosci funkcji g, gdzie g(x) = —f(~x).

Twierdzenie 2.
Jesli wykres funkcji y :f(x) przeksztatcimy przez symetrie sSrodkowg wzgledem
punktu O(O, 0), to otrzymamy wykres funkcji y = —f(—x).

Przyktad 1.

Dana jest funkcja y = \/;, gdzie x > 0. Naszkicujemy obraz wykresu tej funkcji
w symetrii Srodkowej wzgledem punktu O(O, 0). Nastepnie napiszemy wzor funkcji,
ktérej wykres otrzymalismy.

T T T T
-7 -6 -5 4

—t— ——
-10 -9 -8 -3 -2 - 10 X

y==-V=x

Po przeksztatceniu wykresu funkcji y = \/;, gdzie x > 0, przez symetrie srodkowa

wzgledem punktu 0(0, 0) otrzymujemy wykres funkcji y = —+/—x, gdzie x < 0.

Przyktad 2.

Wykres funkcji liniowej f(x) = 0,5x — 1 przeksztatcono przez symetrie srodkowa
wzgledem punktu O(O, O) i otrzymano wykres funkcji g. Wyznaczymy wzdr funkcji g
i naszkicujemy jej wykres .

33
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Po przeksztatceniu wykresu funkcji f(x) = 0,5x — 1 przez symetrie srodkowg wzgle-
dem punktu O(O, 0) otrzymujemy wykres funkcji y = —f(—x).

Zatem:
g(x) =-[0,5(-x) - 1] =
=—(-05x-1)=0,5x+1
Tak wiec

_Z g(x)=0,5x+1

g(x)=0,5x + 1.

Na rysunku obok znajduje sie wykres
funkcji f oraz wykres funkgcji g.

Przyktad 3.

Wykres funkcji opisanej wzorem y = x> — 3x + 4 przeksztatcono przez symetrie $rod-
kowa wzgledem punktu O(O, O). Napiszemy wzér funkcji, ktérej wykres otrzymano.

Z twierdzenia 2. wynika, ze otrzymano wykres funkcji opisanej wzorem

y=—(=x)2=3(-x) + 4], czyli
y=—(x+3x+4)
y=-x2—3x—4.

SP rawdz, czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1.

Wykres funkcji f przeksztat¢ przez symetrie srodkowg wzgledem punktu
O(O, 0). Podaj wzér otrzymanej funkcji.

Af)=pk+3 B =vx+2 If)=4-x  d)f(x)=—

x—-5

+1

Wykres funkcji f przeksztatcono przez symetrie sSrodkowg wzgledem punktu
O(O, 0). Podaj wzoér funkcji, ktdrej wykres otrzymano.
a)f(x)=2-7x-5 b) f(x) = +2x—9
1 -3

fx)=——-1 d)fix)=——-4

)f)=— 1fl)=—
Miejscami zerowymi funkcji f sg liczby: —2 , 7, 108. Jakie miejsca zerowe ma
funkcja g, jesli g(x) = ff(fx)?
Dziedzing funkcji f jest przedziat (-4, 8), a jej zbiorem wartosci — przedziat (0, 5).
Podaj dziedzine i zbiér wartosci funkgji g, jesli g(x) = —f(~x).
Zbiér wartosci funkgji f jest przedziatem (1, 9). Jaka najwieksza i jaka naj-
mniejszg wartosc przyjmuje funkcja g, jesli g(x) = —f(—x)?
Jakie jedno przeksztatcenie wykonasz, aby z wykresu funkgcji f(x) =x+1

otrzymac wykres funkcji:
a)y=x+1 b)y=x-1 cy=—x-17?
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Zastosowanie wykresow funkgji
do rozwigzywania rownan i nieréwnosci

Przyktad 1.

-2
Rozwigzemy réwnanie i1 =x% -2, korzystajac z odpowiednich wykresdw funkciji.
X+

Dziedzing rownania jest zbior R — {—1}.
-2
Rozwazmy dwie funkcje f(x) = i1 oraz g(x) = x? — 2. Rozwigzaniami réwnania s
X+

liczby nalezgce do zbioru R — {—1}, dla ktérych funkcje f oraz g przyjmuja te sama
wartosc.

Szkicujemy wykresy tych funkcji w jednym uktadzie wspdtrzednych.
4 Wykres funkcji f powstaje po przesunie-

-2
ciu réwnolegtym wykresu funkcji y = —
X

o wektor [-1, 0]. Wykres funkcji g powstaje
po przesunieciu réwnolegtym wykresu funk-
cji y = x* o wektor [0, -2].
Odczytujemy punkty wspdlne obu wykre-
sow:

A(-2,2), B(0,-2), C(1,-1).

Pierwsze wspotrzedne tych punktdw sg rozwigzaniami naszego rownania.
Poprawnos¢ odczytu sprawdzamy, wykonujgc nastepujgce obliczenia:
-2 2

o x=-2,wtedy L= =——=2, P=(2)2-2=4-2=2; L=P.
241 -1
2 =2

e x=0, wtedy L=——=-—"=-2; P=02-2=0-2=-2; L=P
0+1 1
2 22

e x=1, wtedy l=——=-—2=-1; P=12-2=1-2=-1; L=P
141 2

Rozwigzaniami réwnania sg trzy liczby: -2, 0, 1.

Cwiczenie 1. Na podstawie wykresow funkcji f oraz g z przyktadu 1. rozwiaz
réwnania:
-2 -2

a) —— -1 b) X2—2=-1 () ——=-x-2
x+1 x+1
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UWAGA: Rozwigzywanie réwnan i nierdwnosci z wykorzystaniem wykreséw funkcji
wymaga szczegoélnej starannosci przy szkicowaniu wykreséw. Na ogét zastosowanie
opisanej metody rozwigzywania réwnan i nieréwnosci prowadzi¢ bedzie do wyzna-
czenia rozwigzan przyblizonych — niezaleznie od stopnia doktadnosci wykonania wy-
kresow.

Przyktad 2.

-1
Rozwigzemy nierownosé: v—x < TX, korzystajgc z odpowiednich wykreséw funkcji.

Dziedzing nieréwnosci jest przedziat (—oo, 0>. Rozwazamy dwie funkcje:
-1
f(x)=~/—x oraz g(x)= 7)(.

Rozwigzaniami nieréwnosci sg liczby nalezgce do przedziatu (m, 0), dla ktérych
funkcja f przyjmuje mniejsze wartosci niz funkcja g, oraz te liczby, dla ktérych funk-
cje fig przyjmujg te sama wartosc.

Wykres funkcji f powstaje po przeksztatceniu wykresu funkcji y = \/; przez symetrie
osiowq wzgledem osi OY. Wykresem funkcji g jest prosta.

_EZ Wykresy funkcji fi g majg dwa punkty wspdlne:
13 A(-4,2) i B(0,0).
y=£x) 2 +2 Zatem:
__1 _1
el V-x=—x & (x=-4lubx=0)
7-6-5-4-3-2-1 712 3 X 2
12 oo SprawdzZ poprawnosc¢ odczytu.

Zauwaz teraz, ze wykres funkcji f znajduje sie ponizej wykresu funkcji g tylko wtedy,

gdy x € (—oo, —4). Wowczas \/: < ;x. Zapisujemy:
N=x <_71x & xe (o, -4)

. ' -1 . . - .
Ostatecznie, nierdownos¢ V—x < 7x jest spetniona przez wszystkie liczby nalezace

do zbioru (~o0, —4) U {0}.

A - . N L. -1
Cwiczenie 2. Podaj zbiér rozwigzar nieréwnosci v/ —x >7x.
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Przyktad 3.

Rozwigzemy réwnanie x +1=x, korzystajac z odpowiednich wykreséw funkcji.

Dziedzing rownania jest przedziat (0, +oo).
Rozwazamy funkcje: f(x) =x+1 i g(x) =X.

__;’ Z rysunku odczytujemy, ze wykresy funkcji f
14 i g przecinajg sie w punkcie, ktérego pierwsza
13 wspotrzedna jest rowna ok. 2,6.
1 ¥ y=f
' Sprawdzamy poprawnos$¢ odczytu rozwigzania:

O P N _0_1'1 1265 4 & X L=42,6+1%2,61 P=2,6 L=P
15 Przyblizonym rozwigzaniem réwnania

y=glx) . .

+3 \/; + 1 =xjest liczba 2,6.

Doktadnym rozwigzaniem réwnania Ix +1 =xjest liczba

3+\/§
S

Rozwigzanie rownania lub nieréwnosci z wykorzystaniem wykreséw funkcji nazywa-
my rozwigzaniem graficznym.

S pra wdzZ, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Rozwigz dane réwnanie, korzystajagc z wykreséw odpowiednich funkcji.
Pamietaj o wyznaczeniu dziedziny réwnania.

a) 1=x2 b) |x=—2+2 c) |x+4|=_—X
X 3
d) ¥+1=x+1] e) V—x = f) i+2=x—2

x-3

2. Rozwigz dang nieréwnos¢, korzystajac z wykresdw odpowiednich funkcji.
Pamietaj o wyznaczeniu dziedziny nieréwnosci.

1
a) v—x <2 b) <1 ) (x+1P>1-x
xX+4
4
d x=>x-2 e) ——2<2x f) 2-x>-x
X

3. Dane s3 funkcje f(x) = =3 oraz g(x) = |x| Szkicujgc wykresy odpowiednich
X

funkcji, rozwiaz nieréwnosé: f(x —3) < g(x) + 1.
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1. Przeksztatcenia wykresow funkeji

Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 1.

Test
1.

Wektor przeciwny do we

A.[1,-3] B.[-1, 3]

Jesli A(7,6) i AB =2,

A.(5,3) B. (9,

ktora [-3,1] ma wspétrzedne:
C.[3, 1] D. [1, —1}

3], to punkt B ma wspétrzedne:

9) C.(-5,-3) D. (-9, -9)

Wektor [15, —8] ma dugos¢:

A7 B.13

C.17 D. 23

Srodek odcinka o koAcach: A(-3, 4) i B(1, 8) ma wspétrzedne:
A.(-1,6) B.(-2,6) C.(-2,2) D. (-1, 2)

Dane s3 trzy punkty: A( 5,0), (1 -3), C(3 —4). Wowczas:

— 33—
A. AB CB B. AC 3BC C. AB 3CB D. B:Z
Na rysunku obok dany jest wykres funkcji f. f_X
. 3
v
+1
S h s -, o __0_1i X
—2—o
Wykres funkcji y = —f(~—x) znajduje sig na rysunku
A. B.
\y
+4
13
-
41\
;4 X ENERY

—————1 4
45X s4-32-1 01 iY
12

A

|

T
[ary

> )

IIIIIO-I
s-4-3-2-19123 45

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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7. Wykres funkcji f(x) = |x+ 4| —5 powstaje po przesunieciu réwnolegtym wykresu
funkcji y = x| o wektor:
A.[-4,-5] B.[4, 5] C.[-4,5] D. [4, 5]

8. Wykres funkcji f(x) =-x*+ 2 przeksztatcono przez symetrie osiowg wzgledem

osi OX i otrzymano wykres funkcji g. Zatem:
A.gx)=x*+2  B.glx)=x*-2 C.gx)=—x>+2 D.g(x)=x*-2

9. Po przesunieciu rownolegtym wykresu funkcji y :f(x) o 3 jednostki w dot otrzy-
mujemy wykres funkcji:
A.y:f(x+3) B.y:f(x—3) C.y:f(x)—3 D.y:f(x)+3

10. Na rysunku obok dany jest wykres funkcji f. jZ
Dziedzing funkcji y :f(x— 2) jest przedziat: 1
A. (-5, 0) B. (-1, 4) 1, y=f
C.(-3,2) D.(-2,0) 1

1 1 1 1 |
54-3-2-11%912 34 5%

3
11. Wykres funkcji y = —4 przeksztatcono przez symetrie osiowg wzgledem osi
X_

OY i otrzymano wykres funkcji g. Wowczas:
-3 -3 3 3
A.glx)=—— B. g(x)=—— C.glx)=—— D.glx)=——
9 x+4 o) x—4 9 x+4 9 x—4
12. Po przesunieciu rdwnolegtym wykresu funkcji f(x) = x* - 3x o wektor [71, 2]
otrzymujemy wykres funkcji:
Ay=x*+3x+2 B.y=x*—x C.y=x*-3x+3 D.y=x*—x+2

13. Dziedzing funkcji f jest przedziat (-4, 5). Wskaz dziedzine funkcji y = f(x + 3).
A.D=(-1,8) B.D=(-8,1) C.D=(-2,7) D.D=(-7,2)
14. Zbiorem wartosci funkgji f jest przedziat (=8, 2). Najmniejsza wartoé¢ funkcji

y= —f(x) + 1 jest rowna:
A -7 B.-3 C.-1 D.9

15. Funkcje f opisuje tabelka obok.
Niech g(x) = f(-—x + 1).
Nieprawdg jest, ze: f(x)

A.g(1)=4 B.g(-2)=7 C.g4)=1 D.g(-1)=4

x |-3|-2|-1, 0|1 2
1123 456

Zadania otwarte

16. Na podstawie wykresu funkcji f(x) =[x + 1| + 4:
a) podaj wspotrzedne punktu przeciecia sie wykresu funkcji z osig OY,
b) odczytaj miejsca zerowe funkgji f,
c) wyznacz argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosc¢ 1.

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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17. Wykres funkcji y = g(x) powstaje po przeksztatceniu wykresu funkcji f(x) = ——
przez symetrie osiowg wzgledem osi OY. X+3
a) Naszkicuj wykresy funkcji fi g w jednym uktadzie wspétrzednych.
b) Podaj wzdr funkcji g oraz jej dziedzine.
c) Dlajakich argumentéw funkcja g przyjmuje wartosci wieksze od —17?

18. Wykres funkcji y = g(x) powstaje po przeksztatceniu wykresu funkcji f(x) =x3-2
przez symetrie osiowg wzgledem osi OX.
a) Naszkicuj wykresy funkcji fi g w jednym uktadzie wspdtrzednych.
b) Podaj wzér funkcji g.
¢) Na podstawie wykresu funkcji g rozwigz réwnanie g(x) =1.

19. Wykres funkcji y = g(x) powstaje po przeksztatceniu wykresu funkcji
f(x) =3+ x przez symetrie $rodkowa wzgledem punktu O(0, 0).
a) Naszkicuj wykresy funkcji fi g w jednym uktadzie wspdtrzednych.

b) Podaj wzér funkcji g oraz jej dziedzine.
¢) Rozwigz nierdwnosé g(x) < 2X.

20. Rozwigz dane rownanie, korzystajgc z wykresow odpowiednich funkcji.

a) x* = (x—2) b) V-x =[x -2
21. Rozwigz dang nieréwnosc, korzystajgc z wykreséw odpowiednich funkcji.
a)i>x+1 b) Vx+4 < X+2
x+1 2
22. Na rysunku obok dany jest wykres funkcji Ay

y :f(x). Naszkicuj wykres funkcji: 1
a) y=—f(x), \ Lx
b) y=f(-x)+3, e F

c) y:—f(x—4)+ 1.

23. Tabela obok opisuje funkcje f. Wykonaj x |31l ol 2] a
tabele, opisujgcg wykres funkcji:
a) y——f()+1, fx)| 5|4 3]|2
b) y=f(x+8),
c) y=£f(x)+5.

24. Funkcja fjest rosnaca, a do jej wykresu naleza punkty: (-5, 0) oraz (7, 13). Podaj:
a) wartos¢ funkcji g(x) =f(x+4)+ 8 dlaargumentu 3,
b) miejsce zerowe funkgji h(x) = f(x —6),
c) argument, dla ktérego funkcja k(x) =f(x+2)—1 przyjmuje warto$¢ 12.

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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Rownania | nierownosci
« Z wartoscig bezwzgledna

Wartosé bezwzgledna liczby rzeczywistej

Przypomnijmy pojecie wartosci bezwzglednej liczby rzeczywistej.

Definicja 1.

Wartoscig bezwzgledna liczby rzeczywistej x nazywamy:
e liczbe x, jesli x jest liczbg nieujemng,
e liczbe przeciwng do x, jesli x jest liczbg ujemna.

Zapis symboliczny: Na przyktad:
jedlix>0
|x|={x e ‘—13‘=13, 0]=0,
—x, jeslix<0 3 3
‘\/g‘:\/g, |1fn|=f(1fn)=n71

Z definicji wartosci bezwzglednej wynika nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 1.
Dla dowolnej liczby rzeczywistej x:

a) |x| >0 —wartos¢ bezwzgledna jest liczbg nieujemna,
b) |x| = |—x| — wartosci bezwzgledne danej liczby i liczby do niej przeciwnej sg
réowne.

Przyktad 1.

Obliczymy wartos¢ wyrazenia:

Y8-(0,25) " + log, 16 -’

Otrzymujemy:

Y8-(0,25)* + log, 16| 57| = |2 16-+4|-125] -

=|-10|-125|=10-125| = |-115|=115.

Wartos¢ wyrazenia wynosi 115.
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Cwiczenie 1. Wykaz, 7e wartoéé wyrazenia:

(2v3-1)-|1-243|-(2=+3) - |2= /3] jest réwna 6.
Przyktad 2.

Udowodnimy, ze jesli a jest liczbg ujemng, to wartos¢ wyrazenia
2|3 -2a|-3|a -5/ |d
jest stata, czyli nie zalezy od liczby a.

Ustalamy znaki wyrazen znajdujgcych sie pod symbolem wartosci bezwzglednej:
e 3—2a >0, boiloczyn liczby -2 i liczby ujemnej a jest liczbg dodatnig oraz
suma liczb dodatnich 3 i (—2a) jest dodatnia. Zatem
|3 — 20| =3-2a — z definicji wartoéci bezwzglednej
e a0<0,stad a—5<0.Zatem
|a — 5| = —(CI — 5) =-a+5 oraz |a\ =—0 -z definicji wartosci bezwzglednej
Mamy:
2|3-2a|-3la-5|-|a|=2(3-2a)-3(-a+5)—(-a) =
=6—-4a+3a0—-15+a=-9
Dla dowolnej liczby ujemnej a wartos¢ danego wyrazenia jest stata i wynosi —9.

S pra wdZ, czYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
1. Oblicz:

1
a) ‘—1—‘ b) |O| c) (4,8
3
3 1
d) [-3,8+4,5 e) [11-15+2,6 ) 3 +25-6).
2. Uzasadnij, ze wartos¢ wyrazenia jest liczba catkowity, jesli:
3 3
a) [-3,6-1,3|+[-153+19,4 b) o,125+z—3,5+7§‘
1 <
c) —3—+1,25‘-|4,8—8| d) .
8 1,7-1,95|
3. Oblicz wartos¢ wyrazenia:
3 1 = 1
a) 164[E] —RI-27+(0,36)2
-2 2
1 2 =
b) |log.——%/81|—| = -|log,9-1253
) 85 e (5] gé
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2

1 =
c) 8-]-3,125:log,32|- . 1-643

1
—5-3/216 +log, 6

5

_2 1
d) Iog% —8,4—7%‘—(%} +5Iog2%—646 .
. Oblicz warto$¢ wyrazenia:
a) [1-3|+}3-2] b) 2|3 /5| |4 - 25|
¢) 23-n|—|2n—5| d) 317 - 22|~ [6v2 - 3V7|

e) 4-2V18-33|+[4-32] f) V150 —[2v/3 -8 -3|-71W6 2.

. Oblicz warto$¢ wyrazenia:

a) [V5- 2ﬂ NERNG b) [26 —3v3|-/5v3 26|
0 [(V2-3)(3v2-4)-132 d) 3142 +|(5v2-8)(3-212),.
. Oblicz warto$¢ wyrazenia:
V18 -3| ) 2=3Bl13 2]
a) _2l5-32]
1-/2] -5
(V7-2)({7+2)| v3-3) (3-v6)(6-3) 1
0 d) |6f 11),
1-3)3-1)| 2 V62T el
. Oblicz warto$¢ wyrazenia dla podanej obok wartosci zmiennej:
a) ‘3—‘5—|a—6|” a=3,2
b) 2b-|b+2] b=-1+22
le—5+¢-|1+2¢|-c¢ c=—log,(3+/3)

d) 3-2-|8-05d—6|—|d+1|-(d—1)| d=v5+12%.

. Ponizej dane jest wyrazenie ze zmienng x oraz przedziat liczbowy, do ktérego

ta zmienna nalezy. Uzasadnij, ze wartos¢ tego wyrazenia jest stata.

a) |x —3|—|2x+1|+3x xe(1,2)

b) |x—7|-2[x|+|4 x| x € (~o0, -3)
c) 3lx—1|-5[3+x|+ |2 x € (1, +o)
d) Sx+5-2[x+3[+3|1—x] xe(-2,0)

. Zapisz wyrazenie, nie uzywajgc symbolu wartos$ci bezwzglednej. Podaj to wy-

razenie w najprostszej postaci.

a) la—2|-|a+2|-3la—1 jeslia e (0, 1)
b) la+3|-la—2|-|a-3|-[2—a] jesliae(3,+x)
c) 1-a-|5-a|—|4—a|-la-2| jesliae (-, 2)
d) |-2+3a|-|a—5|(ja|+5) jesli a e (—o0, 0)
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Odlegtosé miegdzy liczbami na osi liczbowej.
Geometryczna interpretacja wartosci
bezwzglednej na osi liczbowej

Kazda liczba rzeczywista ma swoje miejsce na osi liczbowej i odwrotnie: kazdy punkt
na osi liczbowej odpowiada pewnej liczbie rzeczywistej. Méwigc o odlegtosci mie-

dzy liczbami na osi liczbowej, mamy na mysli odlegto$¢ miedzy punktami, ktérych
wspotrzednymi sg te liczby.

Cwiczenie 1. Oblicz odlegtosé na osi liczbowej miedzy liczbami —3 i —1. Jaka liczba
na osi liczbowej jest réwnoodlegta od tych liczb?

Jesli dane sg dwie liczby a, b na osi liczbowej takie, ze a < b, to odlegtos¢ miedzy
tymi liczbami jest réwna b — a.

Twierdzenie 1.
Srodek odcinka wyznaczonego przez dwa punkty o wspétrzednych a i b na osi
liczbowej jest punktem, ktérego wspdtrzedna jest réwna sredniej arytmetycznej

liczb ai b, czyli %b.

b
Liczba %, gdzie a # b, jest rGwnoodlegta od liczb a i b.

Umiesc¢my na osi liczbowej dwie liczby przeciwne do siebie, np. liczby -7 i 7. War-
tos¢ bezwzgledna tych liczb jest taka sama:
7 7

=1=7

| |

I 1

I 111
8-7-6-5-4-3-2-101 2 3 456 7 8X
Odlegtos¢ liczby —7 od liczby 0 jest rowna odlegtosci liczby 7 od liczby 0 i jest rowna 7.

Liczba x i liczba do niej przeciwna (—x) sg potozone na osi OX symetrycznie wzgle-
dem liczby 0, zatem znajdujg sie w tej samej odlegtosci od 0.

Twierdzenie 2.
Wartos¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej x jest rowna odlegtosci tej liczby od zera
na osi liczbowej.
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Przyktad 1.

Opiszemy odlegtos¢ miedzy liczbami —4 i 6, uzywajgc symbolu wartosci bez-
wzglednej.

Odlegtosé miedzy liczbami
—4i 6 jest rowna 10. 1

-0 —

| |
7 8 X
Zauwazamy, ze

10=|6—(-4)| oraz 10=|-4-86|.

Twierdzenie 3.
Odlegtosc na osi liczbowej miedzy dwiema liczbami a i b jest réwna |a - b|.

UWAGA: |[a—b|=|b—a

,boliczby a—b i b—a s przeciwne.

Przyktad 2.

Zapiszemy symbolicznie, uzywajgc znaku wartosci bezwzglednej, nastepujgce
zdania:

a) Odlegtosé pomiedzy liczbami —6 i a na osi liczbowej jest réwna 5.

b) Odlegtos¢ liczby a od liczby —6 na osi liczbowej jest nie wieksza od 1.

Odlegtos¢ miedzy liczbami —6 oraz a mozemy zapisac¢ symbolicznie na dwa sposoby:
la—(-6)] albo |-6-adl.

Otrzymujemy:

Ada)|a+6|=5 albo |-6—a|=5 Adb)|a+6/ <1 albo |-6-a| <1.

S pra wdz, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
1. Oblicz odlegtos¢ na osi liczbowej miedzy danymi liczbami.

2
a) -19,3i-20,7 b) 8i—14§
c) 16,25i108% d) -19-12 i 34-23
2. Wyznacz na osi liczbowej liczbe rownoodlegta od liczb a i b, jesli:
a) a=1281i bh=1522 b) a=3-2J6 i b=2+36
c) a=~20-3 i b=7-245 d) a=log2 i b=log5

3. Uzywajac symbolu wartosci bezwzglednej, zapisz ponizsze zdania:
a) Odlegtosé liczby a od liczby 10 jest réwna 1.
b) Odlegtos¢ liczby b od liczby 0 jest réwna 8.
c) Odlegtosé liczby c od liczby (73) jest wieksza od 4.
d) Odlegtos¢ liczby d od liczby 7 jest nie mniejsza od 1.
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Proste rownania z wartoscig bezwzgledng

W tym temacie poznasz sposoby rozwigzywania réwnan typu |x - a| =b z niewia-
doma x.

Przyktad 1.

Rozwigzemy réwnanie |x— 6| =4, wykorzystujac geometryczng interpretacje warto-
Sci bezwzglednej na osi liczbowej.

Wyrazenie \x— 6| oznacza odlegtosé szukanej liczby x od liczby 6. Zaznaczamy liczbe
6 na osi liczbowej i znajdujemy wszystkie takie liczby x, ktérych odlegtosé od liczby

6 jest réwna 4.

4 4

| T [
T 1 T
-1 0 1

%
I I —
3 456 7 8 9101112 X

|

I
¢
hd
2

Szukane liczby to 2 i 10 (sprawdz, podstawiajac je do réwnania w miejsce x). Zatem:
x—6|=4 < (x=2 v x=10).

Cwiczenie 1. Postepujgc podobnie, wyznacz rozwigzania rownania ‘x— (—6)’ =4.

Przyktad 2.
Napiszemy réwnanie z wartoscig bezwzgledng typu |xf a| = b, ktérego zbiorem roz-
wigzan jest zbiér: a) {-5, 5} b) {~10, 4}

Ad a) Liczby —5 i 5 sg potozone w odlegtosci 5 od liczby 0 na osi liczbowej. Szukane
réwnanie przyjmuje postaé \xf 0| =5, czyli |x| =5.

Ad b) Liczby —10 oraz 4 nie lezg symetrycznie wzgledem liczby 0 na osi liczbowe;.
Wyznaczamy zatem liczbe réwnoodlegta od tych liczb, stosujac twierdzenie 1.
ze str. 44.

| 7 | 7 |
-10+4 [ f ‘
273 | Py | | | | | | | | | | | | | Py |
2 ] hd ] ] ] ] ] ] I ] ] ] ] ] ] hd 7
-11-10-9 8 -7 6 5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 X

Zauwazamy, ze liczby —10 i 4 lezg na osi liczbowe]j w odlegtosci 7 od liczby —3.
Zatem szukane réwnanie to |x—(-3)| =7, czyli |x+3|=7.

Przyktad 3.
Rozwigzemy réwnania:
a) |x-g/=0 b) |x+2|=-1.
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Ad a) Rownanie |xf 8| = 0 ma jedno rozwigzanie, bo istnieje tylko jedna liczba rze-
czywista, ktérej odlegtosé od liczby 8 jest réwna zeru: 8. Stad x = 8.

Ad b) Réwnanie |x+ 2| =—1 jest sprzeczne, bo odlegtosé nie moze by¢ liczbg ujemna.

Twierdzenie 1.
Jesli a jest dowolng liczbg rzeczywistg dodatnig i w jest dowolnym wyrazeniem, to
wl=a < (w=a v w=-a).

Przyktad 4.

Rozwigzemy réwnanie |—x + 2| =4, korzystajac z twierdzenia 1.

Mamy: |-x + 2| = 4
—X+2=4 v —Xx+2=-4
—X=2 v —X=-6
X=-2 v X=6
Rozwigzaniami réwnania |—x+ 2| =4 s3 liczby —2 oraz 6.

Cwiczenie 2. Zastanéw sie, czy poprawne bytoby zastosowanie powyzszej metody
w przypadku réwnania sprzecznego |x+ 2| =-1.

Kolejng metodg rozwigzania réwnania jest skorzystanie z wykresu odpowiedniej
funkcji.

Przyktad s.

Rozwigzemy graficznie réwnanie |Xf 3| =5.

Szkicujemy wykres funkgcji

f(x) = \x - 3| i odczytujemy wszyst-
kie argumenty, dla ktérych funkcja
f przyjmuje wartos¢ 5. Sg to liczby
—2 oraz 8.

1 1 1
9 10 11X

Sprawdzamy, czy liczby —2 i 8 sg rozwigzaniami danego rownania:
1) Jedlix=-2,toL=|-2-3|=]-5/=5=P.
2) Jedlix=8,toL=|8-3|=[5|=5=P.

Rozwigzaniami réwnania |x— 3| =5 s3 liczby: —2 oraz 8.
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SPVaWdi, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1.

Rozwigz rdwnanie |x + 2| =3 na trzy sposoby:

a) na podstawie interpretacji geometrycznej wartosci bezwzglednej,

b) korzystajac z twierdzenia 1,

c) szkicujac wykres odpowiedniej funkcji w uktadzie wspétrzednych.
Rozwigz dane réwnanie, wykorzystujgc geometryczng interpretacje wartosci
bezwzglednej na osi liczbowej.

a) =1 b) |x+4/=9 c) -8+x=5

d) [5-x=2 e) [x-1/=4 f) 12-2x—4|=|x+4|-6
Napisz réwnanie z niewiadomg x, typu |x - a| = b, jesli dany jest jego zbiodr
rozwigzan:

a) {3,11} b) {-21,-3} c) {-74,16}

d) {1-+3,3-1 e) {5-+3,5+3} f) {-193}.

Rozwigz dane rdwnanie, stosujgc twierdzenie 1.

a) |x=3 b) [x-1|=5 c) |-4-x=110

d) |x+26/=21 e) [2x—10|=28 f) 1-|-34+x=-56
Rozwigz dane rdwnanie, stosujgc twierdzenie 1.

a) 3hx=15 b) 2x—1/=-6v2 ¢ |-25+x-80=0
d) [2x+6/-6=0 e) 4-3fx+1|=2 f) [-4(x+3)=2,8
Rozwigz graficznie rownanie:

a) [x+3l=-1 b) [1-x|=4 c) [4+x=1

d) [x-2[=0 e) |-x+5/=3 f) |[-x-6/=3

Podaj przyktad rownania z wartoscig bezwzgledna:

a) ktére ma dwa rozwigzania bedgce liczbami przeciwnymi,

b) ktére ma dwa rozwigzania bedace liczbami przeciwnych znakow,
c) ktére ma dwa rozwigzania ujemne,

d) ktérego jedynym rozwigzaniem jest dodatnia liczba wymierna.

Rozwigz réwnanie:

a) 3|5-x-8+|x+5/=2x-5/+6

b) 7—|x+9|+3|-x—9|=-28+5|9 +x

c) 23—|x+2)=52-x+8-42+x

d) 3(-x-1|-5)-2(x+1|-4)=0.

Rozwigz rdwnanie:

a) 3-Ix+1_2 b) 2+|-x-5 _7 9 |-3+x]-5

4 3 3 8 V2-1

2l-x+1/-7 1 5-x-2-3 3 3lx—1/+7

d ——=— e) 1— f) ———=1,25.
3 2 6 4 3
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Proste nieréwnosci z wartosciag bezwzgledna

Cwiczenie 1. Zaznacz na osi liczbowej i zapisz za pomocg przedziatéw zbiory A, B,
C, Djesli:

A — zbidr liczb rzeczywistych, ktérych odlegtos¢ od 0 jest nie wieksza od 1,

B — zbidr liczb rzeczywistych, ktorych odlegtos¢ od 1 jest mniejsza od 3,

C — zbidr liczb rzeczywistych, ktérych odlegtosé od —2 jest nie mniejsza niz 1,

D — zbidr liczb rzeczywistych, ktérych odlegtosé od —4 jest wieksza od 5.

W tym temacie zajmiemy sie nierdwnosciami typu: |xf a| <b, |x— a| >b, |x— a| <b
oraz \xf a| > b, gdzie x oznacza niewiadoma, zas a, b sg ustalonymi liczbami rzeczy-
wistymi.

Przyktad 1.
Rozwigzemy nieréwnosci:
a) |x+3|<8 b) [x—5| > 2.

Ad a) Nieréwnos¢ |x + 3| < 8 mozemy zapisa¢ w postaci ]x— (—3)| < 8. Rozwigzac te
nierownosé, to znalez¢ na osi liczbowej wszystkie takie liczby x, ktérych odlegtos¢ od
liczby —3 jest mniejsza od 8.

8 | 8 |
I 1
| A | | | | | | | | | |
L T I I I

| T —
L L L L I 1
-12-11-10-9 -8 -7 -6 -5 -4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 X

|
[

Ix+3/<8 < xe(-11,5)
Zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest przedziat (—11, 5).

Ad b) Rozwigzujgc nieréwnosc |x - 5| > 2, szukamy na osi liczbowej takich liczb,
ktérych odlegtosé od liczby 5 jest réwna 2 lub jest wieksza od 2.

I I
I I I I I I I
8 9 10 11 12 13 14 X

x—5|>2 < x e (~0,3)u(7,+o0)
Zbiorem rozwiazar nieréwnosci jest suma przedziatow: (—oo, 3) U (7, +o).

Cwiczenie 2. Rozwiaz nieréwnosci:  a) [x[>5  b)|x—4/ <3
korzystajac z geometrycznej interpretacji wartosci bezwzgledne;j.
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Przyktad 2.

Napiszemy nierdwnosci z wartoscig bezwzgledna typu: ]x— a] > b lub ]x— a| <b, jesli
znamy ich zbiory rozwigzan:
a) (-4,4) b) (—o0, —8) U (-2, +o0).

Ad a) Na osi liczbowej zaznaczamy przedziat liczbowy (—4, 4) i wyznaczamy punkt,
bedacy srodkiem odcinka o koricach —4 i 4. Jest to punkt zero.

4 4

1
| | | | | |
I | 1 | | I
9 -8-7-6-5-4-3-2-10 1 2 3

I o

| | | | |
] ] ] ] |
5 6 7 8 9X

W przedziale (74, 4) znajduja sie wszystkie te liczby rzeczywiste, ktorych odlegtosc
od 0 jest mniejsza od 4, dlatego szukana nieréwnosc¢ przyjmuje postac:
x| < 4.

Ad b) Na osi liczbowej zaznaczamy zbiér (foo, 78) U (72, +oo) i wyznaczamy punkt,
bedacy srodkiem odcinka o koricach —8 i —2. Tym punktem jest —5.

3 3

|
|
A
I I I hd 1 1 hd

|
I
I T Y TR I N S B [ TN I NN N B
(L LB L N S S
-14-13-12-11-10-9 -8 -7 -6 5-4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 X

W zbiorze (—oo, —8) ) (—2, +oo) znajduja sie wszystkie te liczby rzeczywiste, ktorych
odlegtos¢ od liczby -5 jest wieksza od 3. Otrzymujemy nieréwnos¢
Ix —(=5)| >3, czyli |x+5|>3.

Przyktad 3.
Rozwigzemy nieréwnosci:
a) x+4/<-1  b)2-x>3 ¢ [x+6/<0 d) [x—2|>0.

Ad a) Odlegtos¢ jest liczba nieujemna, wiec warto$¢ wyrazenia |x + 4| nie moze by¢
mniejsza od —1. Nieréwnos¢ ]x+ 4| < -1 jest sprzeczna, a jej zbidr rozwigzan to zbiér
pusty.

Ad b) Lewa strona nieréwnosci jest zawsze liczbg nieujemng, bo |2 —x| > 0. Zatem
nierownos¢ |2 —x| > -3 jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywiste;j x.
Zbiorem rozwiazar nieréwnosci |2 — x| > -3 jest zbiér R.

Ad c) Rozwigzujac nieréwnosc \x + 6| < 0, szukamy na osi liczbowej takich liczb x,
ktérych odlegtos¢ od liczby —6 jest mniejsza od zera lub jest réwna zeru. Odlegtos¢
nie moze by¢ liczbg ujemna. Zatem rozwigzaniem danej nierdwnosci jest tylko ta
liczba, ktérej odlegtos¢ od —6 jest rowna 0, czyli liczba —6.

Ad d) Nieréwno$¢ |x — 2| > 0 spetnia kazda liczba rzeczywista rézna od 2.
Zbiorem rozwiazan nieréwnosci |x — 2| > 0 jest zbiér R — {2}.
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Cwiczenie 3. Podaj zbi6r rozwiazan nieréwnosci: a)|x+5/>0 b)|7-x <0.

Prawdziwe jest nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 1.

Jesli a jest dowolng liczbg rzeczywistg dodatnig, w — dowolnym wyrazeniem, to:
a) |w<a e (w>-aAw<a) & a<w<a < wel(-qa),

b) |w|<a = (WZ—CI A Wga) & a<w<a & We(—a,a),

) w>ae (w<-avws>a) o we (-0 -a)u(a,+x),

d w>ae wW<-avw>a) o we (-0 -a)ua, +n).

Przyktad 4.

Rozwigzemy dane nieréwnosci, stosujgc twierdzenie 1.
a) |x+3]<4 b) [x—5| > 7.

Ad a) Nieréwnos¢ |x + 3| < 4 jest réwnowazna koniunkcji nieréwnosci:
X+3>-4 A x+3<4 — na podstawie twierdzenia 1a)
czyli
x>-7 A x<1
Zbiorem rozwigzan koniunkcji dwdch nieréwnosci jest czesé wspdlna zbioréw roz-
wigzan tych nieréwnosci.

O

| | | A | | | | | | |
I I I hd 1 1 1 1 1 1 1

-10-9 8 -7 -6 5-4-3-2-10

= O

| | | 5

1 1 1

2 3 4 X
Zbiorem rozwigzar nieréwnosci |x + 3| < 4 jest przedziat liczbowy (-7, 1).

Ad b) Nieréwnos¢ |x— 5| > 7 zapisujemy w postaci alternatywy nieréwnosci:
X-5<-7 v x-52>7 -z twierdzenia 1d)
czyli
X<-2 v x>12
Zbiorem rozwigzan alternatywy dwdch nieréwnosci jest suma zbioréw rozwigzan
tych nieréwnosci, czyli zbidr (—oo, —2) U (12, +0).
Zbiorem rozwigzar nieréwnosci |x — 5| > 7 jest zbiér (oo, —2) L (12, +).

Zauwaz, ze do rozwigzania nieréwnosci typu: [x — 10| > -1, |x + 5| < ~7 czy [x + 2| < 0
nie stosujemy twierdzenia 1., bo wtedy liczba a nie jest liczbg dodatnia. Tego typu
nieréwnosci omoéwilismy w przyktadzie 3.

W nastepnym przyktadzie wykorzystamy jeszcze jeden sposéb rozwigzywania pro-
stych nierdwnosci z wartoscig bezwzgledna.
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Przyktad s.

Rozwigzemy graficznie nierdwnos¢ \x + 5] <3.

Szkicujemy wykresy funkcji: f(x) = [x + 5| i g(x) = 3. Odczytujemy wspétrzedne
punktéw przeciecia tych wykreséw: (-8, 3) oraz (-2, 3).

NY

T 10 = [x+51
5
/_j glx) =3

Wykonujemy sprawdzenie:
f(-8)=|-8+5=]-3[=3, g(-8)=3, zatem f(-8)=g(-8)
podobnie, f(-2)=]2+5/=[3[=3, g(-2)=3, wiecf(-2)=g(-2).
Nastepnie z wykresu odczytujemy zbiér rozwigzar nieréwnosci f(x) < g(x). Mamy:
fx) < glx) & xe(-8,-2)
Zbiorem rozwigzan nieréwnosci |x+ 5| < 3 jest przedziat (—8, —2>.

SPVaWdi, CzyYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Rozwiaz nieréwno$¢ |x — 1| > 4 na trzy sposoby:
a) na podstawie interpretacji geometrycznej wartosci bezwzglednej,
b) stosujgc twierdzenie 1,
c) szkicujgc w uktadzie wspotrzednych wykresy odpowiednich funkcji.

2. Na podstawie interpretacji geometrycznej wartosci bezwzglednej na osi licz-
bowej rozwigz nieréwnosc:

a) <1 b) |x—8/ <5 c) 1-x>6

d) [x+5/>0 e) x+1/>7 f) [-8-x/<o0

g) 25-x-3>0 h) —|x+9|>-1 i) 5-3]-1-x<0.
3. Podaj zbidér rozwigzan nieréwnosci:

a) x<o b) |x|<-2 o) 1-]x< 4

d) [x-3/>0 e) |6+x>-3 f) 2+[4+x <2
4. Zapisz nierdwnos¢ z wartos$cig bezwzgledng, znajac jej zbior rozwigzan.

a) (—3%, 3%) b) (0, 4) c) (~o0, —m) U (m, +o0)

d) (-4,12) e) R f) (~o0, —2) U (12, +x)

g) R— {5} h) {4} i) (-3-6,-3+6)
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10.

11.

12.

13.

Rozwigz dang nierdwnos¢, stosujgc twierdzenie 1.

a) |x+11]<29 b) |x—17|>3 c) 35-x <15

d) [3x-2|>4 e) [5x+1|<6 f) |-2x-8|>1
Rozwigz nieréwnos¢, korzystajgc z wykresow odpowiednich funkcji:

a) x-7/<2 b) |-2+x|>5 c) [3-x>1
Rozwigz nieréwnosc:

a) 1-4x-2[>-2 b) 1+2x+1/<0 ¢) 5-2x+3[>5

d) 2x|-8 <42 e) |x+4/-6>-7 1) 0,5/12x—7/-2,5>0.

Rozwigz nieréwnosc:

a) 2x—2|-3fx+2|>7-4-x+2

b) S(-x—4/-2/4+x|)-2|x+4|> -7
c) 32—[3+x|)-5(x—-3|+4)>2
d) Slx+8/-3(4-2-8-x|) <-12.

Rozwigz nieréwnosc:

a) M+1>|x—3| b) 3—MsM
2 4 8
g KA L 1L g Y e SPRN it i}
5 15 3 4 3 3
Rozwigz nieréwnosc:

a) 3(v3-x]-2) <8+2)x—+3]|

b) S5x+2v2|-4[\8 +x| >3] —x—22]
c) \/§(|x+1|—2|—x—1|)>—2

d) 15+ 2v/5/x+ 3| <2v20]-3 -«

Wyznacz wszystkie liczby pierwsze, ktére spetniajg jednoczesnie ponizsze
warunki:
a) 5-3(x-2)<8 i [x-1/<1

1 4-x-2|
b) 2x—5/+9<45-x i g\x+2\+6>T—9.
Rozwigz nieréwnos¢ podwadjna:
a) 1<|x+2/|<3 b)3<3-|x-4/<5 ¢ 3-|x+5<2}x-5/+1<6.

Dane sg zbiory:

A — zbidr liczb parzystych spetniajgcych nieréwnos¢ 3 > Z\X + 4] -9

B — zbidr liczb pierwszych spetniajgcych nieréwnosc 3|2 fx| < ]xf 2] +8

C — zbidr liczb nieujemnych spetniajgcych nieréwnosc
4]-1-x|+2>5[x+1|-3.

Wyznacz zbiory:a) AUB, b)ANC, ¢c)B—C, d)BNnC, e)C—A.
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Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 2.

Test
1. Liczba |-8 +2|—|10 - 1| jest réwna:
A3 B.3 C.-15 D. 15

2. Wartos¢ iloczynu |3 - 2\/5‘ . ’—3 - 2\/5‘ jest réwna:
A -1 B.0 C.1 D.2

3. Jedlix € (-1, 7), to wyrazenie 2|x + 1| - |7 — x| mozna zapisa¢ w postaci:
A.—x-9 B.3x-5 C.x+9 D.-3x+5

4. Wiadomo, ze liczby a i b s ujemne oraz a < b. Wobec tego wyrazenie
Ib—a| - |a+ bl jest réwne:
A. b*— a? B.a’+2ab+b> C.a’>-b? D. a>—2ab + b?

5. Liczba réwnoodlegty od liczb V27 —4i6-+/75 na osi liczbowej jest liczba:

A.8y3 —10 B.10— 83 cV3-1 D.1-3

6. Jeslim e (m, 2), to odlegtosé na osi liczbowej miedzy liczbami 4m —7i3 —m
jest réwna:
A.5m—10 B.-5(m—2) C.3m-10 D.-5m—4

7. Wskaz liczbe, ktdra spetnia rownanie |2x — 3| = |x| + 5.
A.2 B.1 C.1 D.-2

8. Roéwnanie |[-x—1|=-3:
A. jest rbwnowazne réwnaniu [x + 1| =3
B. ma dwa rozwigzania ujemne
C. ma jedno rozwigzanie
D. jestsprzeczne

9. Suma rozwigzan réwnania |5 —x\ =7 jest liczba:
A. ujemna B. ztozong C. nieparzysta D. pierwsza

10. Wskaz réwnanie, ktérego rozwigzaniami sg liczby —4 oraz 2.

A lx—4/=2 B.|x—-2|=4 C.lx+1/=3 D.[x-1|=3
11. Wskaz nieréwnosé, ktdrg spetnia liczba 2+/6.

A lx-4/<1 B.|[x—5[>2 Clx+1/>7 D.|x+3|<2

12. Wskaz rysunek, na ktdrym zaznaczony jest zbidr wszystkich liczb rzeczywistych
spetniajgcych nierdwnos¢ |fx + 2\ > 1.

A. o Q B. Q o >
1 3 X -3 -1 X
C. e & > D. & & >
1 3 X -3 -1 X

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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13. Wskaz nieréwnosé, ktérej zbiorem rozwigzan jest przedziat liczbowy (76, 4).
A x+1]<5 B.[x+5/<1 C.lx-1|<5 D.|x-5/<1

14. Zbidr rozwigzar nieréwnosci |-x — 6/ < 0 jest:
A. pusty
B. przedziatem liczbowym
C. suma dwdch roztgcznych przedziatéw liczbowych
D. zbiorem jednoelementowym

Zadania otwarte

15. Rozwigz rownanie:

3| _

o K by R=x_k-2 g B -3 1
2 2 5 3 4 2 4
LS e) 6x—7|-2[7-x=2/-x+7|+8.

4

16. Wyznacz liczbe k, wiedzgc, ze jednym z rozwigzan réwnania |k +1 —x| =4 jest
liczba —8. Dla wyznaczonej liczby k podaj pozostate rozwigzania tego rdwnania.
17. Rozwiaz nieréwnos¢:
a) 3|x—5/-|x+5/<45+x-6
1
x-02 1_|5

.
b) S -1
3 6 4

c) 3‘x+3\/§‘78‘\/ﬁ +x‘>‘fx73\/§|712
d) 2/8—x|—+/3 >3[x—8/—+/108.

18. Wyznacz zbiory AN B, A— B, B— A oraz A U B, wiedzac, ze A jest zbiorem
wszystkich liczb rzeczywistych spetniajgcych nieréwnosc 2|x— 1| -4 <0,Bjest
zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych spetniajgcych nieréwnosc |x + 2| > 3.

D 19. Wykaz, ze iloczyn liczb spetniajgcych nieréwnosé podwdjng
9 < 2|xf 3| +5< ]3 fx\ + 7 jest liczba podzielng przez 5.

D 20. Wykaz, ze dla kazdej liczby ¢ nalezacej do przedziatu (1, +o0) warto$¢ wyrazenia
2|C| - |—5 - c| - |1 — c| + 8 jest stata.

D 21. Wykaz, ze jesli a jest liczba rzeczywistg ujemna, zas b — liczba rzeczywistg dodat-
nia, to prawdziwa jest zalezno$¢: 2a+ |b — 2a| - |-b + a| + |ab| = (b — 2a)*

D 22. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych ujemnych a i b, gdzie a > b, praw-
dziwa jest zaleznoé¢ (a —2)*+ 3a + b — 12| —|a — b| = (a - 4)-

23. Rozwiaz algebraicznie rownanie:

a)[5-2jx—3][=7  b)5-Vx*-6x+9=5 ) 2)x+2|-3[2+x=5.

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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3 o Funkcja kwadratowa

Przypomnienie wiadomosci
o funkcji kwadratowej z klasy 1.

Powtérzymy i uzupetnimy Twoje wiadomosci o funkcji kwadratowe;j.

Definicja 1.

Funkcjg kwadratowg nazywamy funkcje, ktédrg mozna opisaé wzorem

y=ax*+ bx + ¢, gdzie a # 0. Liczby rzeczywiste a, b, c nazywamy wspdtczynnikami
funkcji kwadratowej. Dziedzing funkcji kwadratowej jest zbidr liczb rzeczywistych.

Wzér funkcji y = ax?>+ bx + ¢, gdzie a # 0, nazywamy wzorem funkcji kwadratowej
w postaci ogolnej.

Przyktad 1.
Wyznaczymy wspotczynniki a, b, ¢ funkcji kwadratowej f(x) = ax? + bx + ¢, wiedzac,
ze do jej wykresu nalezg punkty: A(O, 3), B(—1, 6) i C(1, 2).

Wiemy, ze f(0) =3, f(-1)=6 oraz f(1)=2. Obliczamy:
f(0)=a-0*+b-0+c=c, stad f(0)=c, czyli c=3
6=f(-1)=a-(-1)*+b-(-1)+3=a-b+3, stad a—b=3
2:f(1):a+b+3, stad a+b=-1

a-b=3

a+b=-1

a=1

i otrzymujem
ymuj y{b:—z

Rozwigzujemy uktad rdwnan {

Szukane wspdtczynniki funkcji kwadratowej to:a=1,b=-2, c=3.

Wykres funkcji kwadratowe] y = ax? + bx + ¢, gdzie a # 0, przecina 0$ OY w punkcie

(0, ¢).

Jedli b=c=0, to funkcja kwadratowa ma wzér y = ax?.

2 . . 1
Cwiczenie 1. Naszkicuj wykresy funkcji: a)y = gxz b) y =-2x2.

Na ich podstawie oméw wtasnosci funkcji y = ax?, gdy a > 0 oraz gdy a < 0.
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Cwiczenie 2. Wykres funkcji kwadratowej y =— %xz przesun réwnolegle:

a) o wektor [-1, 0], czyli o 1 jednostke w lewo wzdtuz osi OX,

b) o wektor [0, 3], czyli o 3 jednostki w gére wzdtuz osi OY,

c) o wektor [-1, 3], czyli 0 1 jednostke w lewo wzdtuz osi OX, a nastepnie o 3
jednostki w gére wzdtuz osi OY.

Podaj wzory funkcji, ktérych wykresy otrzymasz.

Po przesunieciu réwnolegtym wykresu funkcji kwadratowej y = ax?, a # 0, o wek-
tor [p, q], otrzymujemy wykres funkcji y = a(x - p)2 +q.

Wzér funkcji y = a(x — p)2 + g, gdzie a # 0, nazywamy wzorem funkcji kwadratowej
w postaci kanonicznej.

Wykresem funkcji y = a(x — p)2+ g, gdzie a # 0, jest parabola o wierzchotku W(p, g),
ramionami skierowana w gére wtedy, gdy a > 0, zas w dét wtedy, gdy a < O.
Osig symetrii paraboli jest prosta o rownaniu x = p.

Sytuacje te ilustruje ponizszy rysunek.

Y i AY |
x | I
= | gl Wip, q)
9| 1
s |
8 |
) | b
y=ax,a>0 ! 0 y=alx+p) +gq
0 p} X y:axz,a<0 p} X
| |
| al
| 2 [}
yﬁa(x p) +q X!
g 1 gl
,,,,,,,,,,,,,,,,, !
}W(P/Q) 5}
o

Przyktad 2.

Naszkicujemy wykres funkcji kwadratowej f(x) = 1(x — 3)27 2. Na podstawie tego
wykresu podamy: 4

a) zbior wartosci funkgji f,

b) réwnanie osi symetrii wykresu tej funkcji,

c) maksymalne przedziaty monotonicznosci funkgcji f.
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Wykres funkcji kwadratowej f(x) = %(x - 3)2— 2 otrzymamy po przesunieciu row-

nolegtym wykresu funkcji kwadratowe] y = %xz o wektor [3, —2], czyli o 3 jednostki

w prawo wzdtuz osi OX, a nastepnie o 2 jednostki w dét wzdtuz osi OY. Wierzchot-
kiem szukanej paraboli jest punkt W(3, 72). Parabola zwrécona jest ramionami
w gore, bo wspbtczynnik przy x? jest dodatni.

a) Zbiorem wartosci funkcji f jest
przedziat (~2, +o0).

b) Osig symetrii wykresu funkcji
f jest prosta o réwnaniu x = 3,
zaznaczona na rysunku kolo-

V:%(X*)Z—Z rem zielonym.
L f; /6 % fg f; fo 1=1x ¢) Funkcja f jest malejgca w prze-
{ dziale (foo, 3), rosngca w prze-
W('Z’ -2 dziale (3, +o).
X =

Cwiczenie 3. Na podstawie wykresu funkcji y = —x2 naszkicuj wykres funkcji kwa-
dratowej f(x) = —(x + 2)2+ 4. Odczytaj z wykresu wtasnosci funkcji f.

Cwiczenie 4. Podaj miejsca zerowe funkcji kwadratowe;:
a) f(x)=(x-1) b) g(x)=x*—4

Przyktad 3.

Napiszemy wzér funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej, wiedzac, ze najwiek-
szg wartosé, rowng 4, funkcja przyjmuje dla argumentu —3, a do jej wykresu nalezy
punkt A(1, -6).

Funkcja kwadratowa przyjmuje wartos¢ najwieksza, zatem parabola bedgca wykre-
sem tej funkc;ji jest skierowana ramionami w dot. Wierzchotkiem paraboli jest punkt
W(—3, 4), stad p = -3 i g = 4. Wz6r szukanej funkcji mozna zapisa¢ w postaci kano-
niczne;j:

y=a(x+3)?+4, gdzie a<O0.
Wspdtczynnik a obliczamy na podstawie informacji, ze punkt A(l, —6) nalezy do wy-
kresu tej funkcji. Mamy:

—6=0a-(1+3)*+4 stad

5

a=—=
8

Wzér funkcji kwadratowej w postaci kanonicznejto y= —Z(X + 3)2+ 4,
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Przyktad 4.

Wyznaczymy réwnanie osi symetrii paraboli, bedgcej wykresem funkcji kwadrato-

wej f, jesli f(-3)=f(5)=2.

Funkcja f dla argumentéw —3 i 5 przyjmuje te sama warto$¢, réwna 2. Punkty (-3, 2)
i (5, 2) nalezg do wykresu funkcji fi sg potozone symetrycznie wzgledem osi symetrii
tej paraboli. Zatem mozemy obliczy¢ pierwszg wspotrzedng p wierzchotka paraboli:
_ —3+5
==
OS¢ symetrii paraboli, bedacej wykresem funkcji f, ma rownanie x = 1.

1

SPVaWdi, CzZYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Zapisz podany wzor funkcji kwadratowej f w postaci ogdlnej
f(x) = ax*+ bx + c¢. Nastepnie wypisz wspétczynniki a, b, c.

a) f(x)=4-(3x—2)? b) f(x)=-3 +2x(1—x)
o fx)=(2x-1)(2x+1) d) £(x)=2(x— 1)(x + 3)
e) f(x)=2-8-2(x—4) f) f(x)=(2x—1)2x+2x

2. Napisz wzdr funkcji kwadratowej y = ax?, gdzie a # 0, jesli wiadomo, ze do jej
wykresu nalezy punkt:

a) A(4,-8) b) B(~/3,9) ) D(—/2,-4).

3. Wyznacz wspodtczynniki b, ¢ funkcji kwadratowe;j f(x) =x*+ bx + ¢, jesli do
wykresu tej funkcji nalezg punkty:
a) A(-3,7), B(2,12) b) A(0,-9), B(4, 3).

4. Wyznacz wzoér funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej, jesli do wykresu tej
funkcji nalezg punkty:
a) A(0,5),8(1,3),c(-2,-3) b) A(0, -11), B(-2, -1), C(2, -17).

5. Napisz wzér funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej, ktdrej wykres otrzy-
mamy, przesuwajgc rownolegle wykres funkcji:
a) y=2x? o3 jednostki w prawo wzdtuz osi OX,
b) y=-x* o5 jednostek w lewo wzdtuz osi OX,

1
c) y= sz o 2 jednostki w gére wzdtuz osi OY,
1
d y=- gxz o 7 jednostek w dét wzdtuz osi OY.

6. Napisz wzor funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej, ktérej wykres otrzy-
mamy, przesuwajac réwnolegle wykres funkcji y = 3x?> w nastepujacy sposdb:
a) o2 jednostki wlewo wzdtuz osi OX i 5 jednostek w dét wzdtuz osi OY,
b) o4 jednostki w prawo wzdtuz osi OX i 3 jednostki w gére wzdtuz osi OY.
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7. Dany jest wzor funkcji kwadratowej f w postaci kanonicznej. Podaj wspotrzed-
ne wierzchotka paraboli, bedacej wykresem funkcji f i wspotrzedne punktu
przeciecia tej paraboli z osig OY. Naszkicuj wykres tej funkcji.

a) f(x)=-2(x—1) b) f(x)=x>-4 o) f(x)=(x—1)*+2
d) f(x):—%(x+2)2+3 e) f(x):%(x—B)z—Z f) F()=—(x+1)-1

8. Dany jest wzér funkcji kwadratowe] f w postaci kanonicznej. Podaj zbior war-
tosci funkcji f, maksymalne przedziaty monotonicznosci tej funkcji i rownanie
osi symetrii jej wykresu.

a) f(x)=(x+2)-4 b) f(x)=—(x—12+6 ¢ f(x)=2(x+4)
d) F0)=-7(-3F e fo)=S(+aP-1 f) fl)=—2(-2F-4

9. Na rysunku ponizej przedstawiony jest wykres funkcji kwadratowej f. Korzy-
stajac z wyrdznionych danych, zapisz wzdr funkcji f w postaci kanonicznej,
a nastepnie przeksztaté go do postaci ogdlne;j.
a) b)

A

10. Wykres funkcji kwadratowe;j f jest symetryczny wzgledem prostej x + 2 =0
i przecina 0$ OY w punkcie o rzednej 7. Podaj argumenty, dla ktorych funkcja
f przyjmuje wartosc 7.

11. Wyznacz wzér funkcji kwadratowe] f w postaci kanonicznej, wiedzgc, ze zbio-
rem wartosci tej funkcji jest przedziat (-5, +0) oraz f(1) = f(3) = 2.
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Zwigzek miegdzy wzorem funkeji kwadra-
towej w postaci ogélnej, a wzorem funkcji
kwadratowej w postaci kanonicznej

Znasz juz wzor funkcji kwadratowej w postaci ogélne;j:
y=ax’*+bx+c, a=0

oraz wzor funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej:
y=a(x—p)*+q, a=0.

Powstaje pytanie: jaka jest zalezno$¢ miedzy tymi wzorami?

Przyktad 1.

Dany jest wzor funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej y = 2(x— 1)2+ 5. Wykona-
my dziatania zapisane we wzorze funkcji:

y=2(x*-2x+1)+5

y=2x*—4x+7
Otrzymalismy wzér funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej.

Wykonujgc dziatania zapisane we wzorze funkcji kwadratowej w postaci kanonicz-
nej, otrzymujemy wzor funkcji kwadratowej w postaci ogélne;.

Cwiczenie 1. Podaj warunek, dla ktérego wzor funkcji kwadratowej w postaci ka-
nonicznej jest jednoczesnie wzorem tej funkcji w postaci ogdlne;.

Przyktad 2.

Dany jest wzor funkcji kwadratowej w postaci ogélnej y = 2x2— 12x + 19. Przeksztat-
cimy go do postaci kanonicznej.
y= Z(XZ— 6X) +19 Grupujemy wyrazy zawierajgce zmienng x i wytgczamy wspot-
czynnik przy x? poza nawias.
y= Z(XZ— 6x+9— 9) +19 ,Uzupetniamy” wyrazenie w nawiasie i stosujemy wzor
a’>=2ab + b*=(a - b)>.
y=2[(x-3)*-9]+19
y= Z(X— 3)2— 2-9+19 Stosujemy prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem odejmo-
wania.
y=2(x—3)2+1
Wzér funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej y = 2x>— 12x + 19 sprowadzili$my
do postaci kanonicznej: y =2(x —3)*+ 1.

Cwiczenie 2. Wzér funkcji kwadratowej y = —x2+ 2x — 4 doprowadz do postaci
kanonicznej.

ol
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Jedli a = 0, to zwigzek miedzy wspdtczynnikami a, b, ¢ we wzorze y = ax* + bx + ¢,
a liczbami p, g we wzorze y = a(xf p)2 + g, opisuje nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 1.
Wzér funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej y = ax? + bx + ¢, gdzie a # 0, mozna
przeksztatci¢ do postaci kanonicznej y = a(x — p)?+ g, gdzie

b —(b2 —4ac)

q:

p— 20 4a

Dowadd: Przeprowadzamy rozumowanie analogiczne do rozwazan z przyktadu 2.

Grupujemy wyrazy ze zmienng x, nastepnie wytgczamy
wspotczynnik a poza nawias.

I 2 b b’ b Wyrazenie x* +9x uzupetniamy tak, aby otrzymac , kwadrat
X +2—x+ +C , "

a
2 2
L a 4a  Aa sumy wyrazen” zgodnie ze wzorem a?+ 2ab + b? = (a + b)%.
_ ) ,
b b . L .
y=a|| x+_—| —— |+cC Stosujemy wzdr skréconego mnozenia.
2a 4a
b 2 ab? Stosujemy prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem odejmo-
y=a X+Z —Hﬂf wania.
2
b b’ 4ac o 4ac . .
y=a| Xx+—| ——+— Wyraz ¢ zapisujemy w postaci ——, nastepnie z dwdch ostat-
20) 4a 4a 4a
5 nich wyrazéw wytaczamy —1 przed nawias.
b b*>  4ac
y=a| x+— | -| ———
2a 4a 4a
2
b b* —4ac . . . , . L
y=a| x+— | ——— Wykonujemy odejmowanie utamkéw w drugim nawiasie.
2a 4a

Poréwnujemy wzdr funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej
y=a(x—p)*+q, gdzie a # 0
z otrzymanym wzorem. Otrzymujemy:
b —(b2 —4ac)
p= Z 7= 4da
co koniczy dowdd.

Z ostatniego twierdzenia wynika, ze wzor kazdej funkcji kwadratowej mozna dopro-
wadzi¢ do postaci kanoniczne;j.
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Liczba b?— 4ac jest szczegdlna dla danej funkcji kwadratowej y = ax*+ bx + ¢, a # 0.
Nazywamy j3 wyréznikiem i oznaczamy grecka literg A (delta):
A=b>—4ac

Podsumujmy:

1) Wzér funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej y = ax?> + bx + ¢ mozna przed-
. . . . 5 -b —A
stawi¢ w postaci kanonicznej y = a(x - p) + g, przy czym p:2—, q :4—,
a a
gdzie A = b?— 4ac.
2) Wykres funkcji kwadratowej y = ax?+ bx + ¢ mozna otrzymaé po przesunieciu

-b —A
réwnolegtym wykresu funkcji y = ax? o wektor {— —}

20" 4a
3) Wierzchotek W paraboli bedgcej wykresem funkcji kwadratowej
y = ax?+ bx + ¢ ma wspétrzedne (XW, y.,), gdzie X, = ;—b, Vo = ;—A
a a

Przyktad 3.

Napiszemy wzor funkcji kwadratowej f(x) =-2x2+ 4(2 - x) — 3 w postaci kanonicz-
nej.

Wzér funkcji f doprowadzamy do postaci ogdlne;j:
f(x)=—2x* - 4x +5.
a=-2 b=-4 c¢c=5
Obliczamy pierwszg wspotrzedng wierzchotka paraboli, bedgcej wykresem funkgji f:

X =/O=—£ czyli  p= =—
" 2 2-(-2)

Wyznaczamy drugg wspotrzedng wierzchotka:

Yyo=q=—, gdzie A=b*-4ac
4a
A=(-4)?-4-(-2)-5=16+40=56
Yw= 4‘(_2) -

Wzér funkcji f w postaci kanonicznej to f(x) =—2(x+ 1)+ 7.

Cwiczenie 3. Wyznacz wzér funkcji kwadratowej y = 1 — 5x + 10x> w postaci ka-
nonicznej.
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SPVaWdi, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1.

Dany jest wzér funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej. Sprowadz ten
wzor do postaci ogdlnej.

a)f(x)=—2(x—12+3  b)f(x)= (x+8)2 12 ¢)f(x)=3(x-2)*+5

Dany jest wzdr funkcji kwadratowej w postaci ogdélnej. Sprowadz ten wzér do
postaci kanonicznej w sposdb przedstawiony w przyktadzie 2.

a) f(x )=—x +2x+8  b)f(x)=3x2—6x+5 ¢) f(x) =—2x2+ 12x— 20

Oblicz wyrdznik funkcji kwadratowej f, jesli:
a)f(x)=—4x*+12x—-9  b)f(x)= —%x2+ 5x c) f(x) = V22 +9.

Oblicz wspétrzedne wierzchotka paraboli bedgcej wykresem funkcji kwadra-
towej f, stosujgc poznane wzory. Napisz wzér funkcji f w postaci kanonicznej.

a)f( ):—5x2+ 4x—3 b)f(x) =5x2+ 8x c)f(x) =16x2—8x+1

Oblicz wspoétczynnik b we wzorze funkcji kwadratowe;j f, wiedzac, ze prosta k
jest osig symetrii paraboli bedgcej wykresem funkgji f.

a)f():—x2+bx 8, k:x=3 b) f(x) =+ bx+4, kix=1

c) f(x) = ZX2+ bx—32, k:x=4

Dany jest wierzchotek W paraboli, bedacej wykresem funkcji kwadratowej
y = ax?*+ bx + ¢, i wyrdznik tej funkcji. Wyznacz wspétczynniki a, b, c.

a) W( 1% 122j A=100 b)W(-2,-4),A=8 «¢) W(3,—10),A=—26§

Oblicz wspétczynnik a we wzorze funkcji kwadratowej f oraz wspoétrzedne
punktu wspdlnego wykresu funkcji fi osi OY, jesli:

a) f(x)=a(x—3)*+5,A=40 b) f(x) =a(x+1)2—3,A=36

o) f(x)=a(x+4)*+6, A=-3.

Wyznacz wzér funkcji kwadratowej f w postaci kanonicznej. Podaj przedziaty

monotonicznosci funkcji f. Oblicz wspdfrzedne punktu wspdlnego paraboli

bedacej wykresem funkcji f z osig OY i punktu symetrycznego do niego wzgle-

dem osi symetrii paraboli. Naszkicuj wykres funkcji f.

a)f(x) =x2+4x+7 b)f(x)=—2+x-2  ¢)f(x
3 1

)=
d)f(x)zf%xzfixfzz )f()——xf4x+2 f)f()zf—x74x 5

3x%—9x



Miejsce zerowe funkeji kwadratowe;... 65

Miejsce zerowe funkcji kwadratowej. Wzor
funkeji kwadratowej w postaci iloczynowej

Przypomnijmy sposdéb wyznaczania miejsc zerowych funkcji kwadratowej, ktéry
omowilismy w klasie pierwsze;j.

Przyktad 1.

Wyznaczymy miejsca zerowe funkcji kwadratowej f(x) = (x +5)>— 1.

Miejscami zerowymi sg argumenty funkcji, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosc 0,
czyli sg to liczby spetniajace rownanie:

f(x)=0
(x+5)2-1=0
(x+5)=1

x+5=1v x+5=-1
x=-4 v x=-6
Funkcja f(x) = (x + 5)>— 1 ma dwa miejsca zerowe: —4 i —6.

Cwiczenie 1. Wyznacz miejsca zerowe funkgji:
a) f(x) = 2(x +3)>-50 b) f(x) =x>—2x+1

Cwiczenie 2. Napisz wzér przyktadowej funkcji kwadratowej, ktéra nie ma miejsc
zerowych.

Liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej y = ax?+ bx + ¢, gdzie a # 0, jest rdwna
liczbie punktéw wspdlnych wykresu tej funkcji i osi OX. Rozwazmy rdzne potozenia
wykresu funkcji kwadratowej wzgledem osi OX w dwéch sytuacjach: jesli a > 0 (pa-
rabola zwrdcona jest ramionami w gore) oraz jesli a < 0 (parabola zwrdcona jest
ramionami w dét).

a>0 a<0
1) funkcja nie ma miejsc zerowych 1) funkcja nie ma miejsc zerowych
(p.a) X
(p, q)
X
a>01iqg>0,zatema-g>0 a<0ig<0,zatema-g>0




66 3. Funkcja kwadratowa

a>0 a<0
2) funkcja ma jedno miejsce zerowe 2) funkcja ma jedno miejsce zerowe
(p, q)
X
(P, q) X
a>01iqg=0,zatema-qg=0 a<0iqg=0,zatema-qg=0
3) funkcja ma dwa miejsca zerowe 3) funkcja ma dwa miejsca zerowe
\ (b, q)
X
\'/(p, q) X
a>01iqg<0,zatema-g<0 a<0ig>0,zatema-g<0

Liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej zalezy od znaku iloczynu a - g. Ponadto,
druga wspodtrzedna wierzchotka paraboli wyraza sie wzorem

qg= _—, zatem
4a

A =-4aq.
Znak wyrdznika A zalezy od znaku iloczynu a - g. Mamy wiec:

e a-g>0 < A<O
e ag-g=0< A=0
e ag-g<0 < A>0

Nasze spostrzezenia prowadzg do nastepujgcego twierdzenia:

Twierdzenie 1.

Funkcja kwadratowa y = ax? + bx + ¢, gdzie a # 0 oraz A = b? — 4ac:
* nie ma miejsc zerowych wtedy i tylko wtedy, gdy A <0,

e ma tylko jedno miejsce zerowe wtedy i tylko wtedy, gdy A =0,

e ma dwa miejsca zerowe wtedy i tylko wtedy, gdy A > 0.

Wyznaczmy teraz wzory na miejsca zerowe funkcji kwadratowej y = ax? + bx + ¢,
a # 0, w zaleznosci od wspétczynnikdw a, b i c. W tym celu przedstawimy wzér funk-
cji kwadratowej w postaci iloczynu dwdch wyrazen algebraicznych, zawierajgcych
zmienng x. Wykorzystamy postac kanoniczng wzoru funkcji

bY A
=a| x+— | ——, gdziea #0.
Y ( Za) 4a g
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e Rozpatrzmy przypadek, gdy A =0.
Wodwczas wzér funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej jest nastepujacy:

b 2
(*)y= a(x+—) , gdzie a # 0.
2a

Stad tatwo wyznaczymy miejsce zerowe:

a(x+£j(x+£j=0 i a#0
2a 2a

x+—=0

-b S S -b
x=—, czyli miejscem zerowym jest liczba —.
2a 2a

e Rozpatrzmy przypadek, gdy A > 0.
Po wytgczeniu wspétczynnika a przed nawias mamy:

_C,Kﬁgj_%
y 2a 4q*

2
A A
Wyrazenie e mozemy zapisac tak: [Zi) (bo A> O).
a a

Korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na réznice kwadratéw i otrzymujemy:

ol oo () o 2

Ostatecznie mamy:

( —b—\/X]( —b+\/Xj .
(**)y=a| x—————— || x———— |, gdziea#0.
2a 2a

Przyrownujemy prawg strone wzoru funkcji do zera i obliczamy miejsca zerowe:

a(x_—b—\/XJ(X_—bM/X

2a 2a

b= _ _oheA

]:0 i a#0

0 v x 0
20 2a
—b-A —b+JA
X=—- vV X= —
2a 2a

czyli miejscami zerowymi sg liczby

—b—JA i —b+A
2a 20
e W przypadku, gdy A <0, funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych.
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Twierdzenie 2.
Funkcja kwadratowa y = ax?>+ bx + ¢, gdzie a # 0 oraz A = b*> — 4ac:

—b
¢ ma tylko jedno miejsce zerowe, Py wtedy i tylko wtedy, gdy A =0,
a

—b—\/E —b+\/E
oraz

2a 2a

e ma dwa miejsca zerowe, , wtedy i tylko

wtedy, gdy A>0
* nie ma miejsc zerowych wtedy i tylko wtedy, gdy A < 0.

Przyktad 2.

Dane sg funkcje kwadratowe:
a) f(x)=2x2+3x-2 b)g(x)=7x2+§xf§ c)h(x)=-32+2x-1

Wyznaczymy, o ile istniejg, miejsca zerowe tych funkcji.

Ad a) Obliczamy wyréznik funkcji f:
A=32-4.2-(-2)=9+16=25, A>0
Funkcja f ma dwa miejsca zerowe. Stosujemy poznane wzory:

JA =5

-3-5 -3+5
Xlz—:—z X2: =
2-2 2-2

1
2
Miejscami zerowymi funkgcji f sg liczby: —2 i >

Ad b) Obliczamy wyréznik funkcji g:

2
A= 2 ,4.(,1). _1 :i,izo
3 9 9 9
Funkcja g ma jedno miejsce zerowe:

Ad c) Obliczamy wyréznik funkcji h:
A=22-4.(-3)-(-1)=4-12=-8
Wyrdznik jest ujemny, funkcja h nie ma miejsc zerowych.

UWAGA: Jesli A > 0, to wzér funkcji kwadratowej y = ax? + bx + ¢, gdzie a # 0, mozna
przedstawic¢ w postaci iloczynu czynnikéw liniowych [zobacz (*) i (**), str. 67].
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Wzér y=a(x—x,)(x—x,), jesli A> 0, a takze wzor y=a(x —x,)?, jesli A=0, nazywa-
my wzorem funkcji kwadratowej w postaci iloczynowe;j.

Jesli funkcja kwadratowa y = ax? + bx + ¢, gdzie a # 0, ma miejsce zerowe, to jej
wzOr mozna przedstawié w postaci iloczynowej:

o y=a(x—x,)> — jesli funkcja ma tylko jedno miejsce zerowe

e y=a(x—x;)(x—x,) - jesli funkcja ma dwa miejsca zerowe.

Jesli funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych, to wzoru tej funkcji nie mozna
przedstawi¢ w postaci iloczynowej.

Cwiczenie 3. Zapisz wzory funkcji fi g z przyktadu 2. w postaci iloczynowej.

Cwiczenie 4. Podaj przyktad funkcji kwadratowej, ktérej wzoru nie mozna zapisaé
w postaci iloczynowej.

Przyktad 3.

Dany jest wzér funkcji kwadratowej f w postaci kanonicznej f(x) = —2(x — 3)2 + 8.
Przedstawimy wzér tej funkcji w postaci iloczynowej i wyznaczymy miejsca zerowe
funkcji f.

Najpierw sprawdzimy, czy postac iloczynowa istnieje. Ze wzoru funkcji odczytujemy:
a=-2 oraz q =38, zatem
a-q<0,czyli
A >0 (funkcja f ma dwa rézne miejsca zerowe).

Zadanie mozemy wykonac¢ na dwa sposoby:

| sposéb — doprowadzamy wzér funkcji do postaci iloczynowej i na jego podstawie
podajemy miejsca zerowe funkgcji f.
Wytaczamy ze wzoru funkcji f(x) = —2(x — 3)? + 8 wspétczynnik —2 poza nawias i ko-
rzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na réznice kwadratow:
flx)=-2[(x—3)*~4]
flx) =-2[(x~3)*~2?]
f(x)=-2(x-3-2)(x-3+2)
flx) =-2(x~5)(x - 1)

Ze wzoru odczytujemy miejsca zerowe funkgji f; sg to liczby 1 oraz 5.

Il sposdb — obliczamy miejsca zerowe funkcji kwadratowej ze wzoru funkcji w po-
staci ogdlnej; nastepnie zapisujemy postac iloczynowg wzoru funkcji f.
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Sprowadzamy wzor funkcji f do postaci ogdlne;j:
f(x)=-2(x>-6x+9)+8
f(x)=-2x*+12x—-10
Obliczamy wartos¢ wyrdznika: A =64 JA =8
Wyznaczamy miejsca zerowe funkgji f:
-12-8 -12+8
X, = =5 Xy = =
2-(-2) 2-(-2)
Zapisujemy wzér funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej:
flx)=-2(x-5)(x~1)

Funkcja f ma dwa miejsca zerowe: 1 oraz 5.

. 1
Cwiczenie 5. Doprowad? wzér funkcji kwadratowej f(x) = E(X +2)> 18 do po-

staci iloczynowej dwoma sposobami.

Przyktad 4.

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji kwadratowej f. Korzystajac z danych
na rysunku, napiszemy wzér tej funkcji w postaci ogdlnej.

1y Z wykresu odczytujemy dwa miejsca zerowe funkgji f:
A(%, 2%) 1 oraz 3.
T2 Ponadto, do wykresu funkcji f nalezy punkt

Wygodnie jest zapisa¢ wzér funkcji f w postaci iloczynowej — wéwczas we wzorze
pozostaje do obliczenia tylko wspoétczynnik a.
f(x)=a(x—1)(x—3), gdzie a>0.

1.1
Do wykresu funkcji nalezy punkt A(E, 25), zatem

1 1 1
2—=a(——1)(——3), stad a=2
2 2 2

Wzér funkcji f ma postac:
fx)=2(x~1)(x - 3)

Przeksztatcamy wzor funkcji f do postaci ogdlnej:
2(x—1)(x—3)=2(x*-3x—x+3)=2x>-8x+6

Wzér funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej jest nastepujacy: f(x) =2x*—8x+6.
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SPV'aWdZ/., CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1.

10.

Ocen na podstawie wartosci wyrdznika, ile miejsc zerowych ma funkcja kwa-
dratowa:
a) y=2x>+3x-1 b) y=-4x>+7 c) y=8x2+4x+0,5.

Ocen na podstawie wartosci a i g, ile miejsc zerowych ma funkcja kwadrato-
wa:

a) y=2(x—1)*-6 b) y=—(x+3)*-1 c) y=0,25(x+4)
Wyznacz miejsca zerowe, o ile istniejg, funkcji kwadratowej:

1 1
i p= it b) y=>x*—5x ) y=x-2x+4.

Na podstawie wzoru funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej podaj miej-
sca zerowe tej funkcji:

1
a) y=5(x+7)(x-1) b) y=—v2(x+6)? c) yz—zx(x+3).
Dany jest wspoétczynnik a i miejsca zerowe funkcji kwadratowej
f(x) = ax*+ bx + ¢. Zapisz w zeszycie wzor funkgji f w postaci iloczynowe;j.

1
a)x;=-6,x,=0, a=5 b) x,=6, a=-5 C)X1=—\/§,X2=\/§, a==6

Dany jest wzor funkcji f w postaci iloczynowej. Podaj wzdr funkcji f w postaci
ogolnej, jesli:
1 1

a)f(x) = - (x + 4)(x - 5) b)f(x) = 3x(xf 7) c)f(x) = E(X + 9)2.
Przedstaw wzor funkcji kwadratowe] f w postaci iloczynowej, o ile istnieje,
jesli:

1 2 1 2 1 2
a) yzgx +x775 b) y=-2x*+12x c) y=72x74x716.

Dany jest wzdr funkcji kwadratowej f w postaci iloczynowej. Oblicz wspoét-
rzedne wierzchotka paraboli bedgcej wykresem funkgji f.

a) f(x)=2(x—3)(x +5) b) f(x) = %(x +2)x c) f(x) =—(x—4)(x + 4)

Dany jest wzor funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej. Podaj wzor funkcji
f w postaci kanonicznej.

a) y=%(x—8)(x—4) b) y=—%(x+4\/5)x c) y=2(x+4)(x+3)

d) y=-2(x+1)(x+1) e) y=—(x—6) f) y:(x—\/g)(x+\/§)

Dany jest wzoér funkcji f w postaci kanonicznej. Podaj wzor funkcji f w postaci
iloczynowej, o ile istnieje — bez wyznaczania wzoru funkcji f w postaci ogdlnej.

a) f(x)=(x+5)3-4 b) f(x)=-2(x—1)*+8 ¢) f(x)=-3(x—-7)—12
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Szkicowanie wykresow funkcji kwadratowych.
Odczytywanie wiasnosci funkeji kwadratowej
na podstawie wykresu

Cwiczenie 1. Dany jest wzér funkcji f w postaci kanonicznej:f(x) :,(X, 5)2 +13.

a) Podaj wspodtrzedne wierzchotka paraboli, bedgcej wykresem funkgji f.

b) Podaj dwa dowolne punkty nalezgce do tej paraboli, ktére sg symetryczne
wzgledem jej osi symetrii.

Aby naszkicowaé wykres funkcji kwadratowej opisanej wzorem y = ax*> + bx + ¢,
a # 0, mozemy postgpi¢ w sposdb przedstawiony w ponizszym przyktadzie.

Przyktad 1.

Naszkicujemy wykres funkcji kwadratowej okre$lonej wzorem y = 2x?> + 4x — 6.
Nastepnie omoéwimy wtasnosci tej funkcji.

1) Wyznaczamy wspédtrzedne wierzchotka W paraboli: (—zﬁ, ;—A)
a a
A=4-4.2-(-6)=64
-4 —64
= —_— = — 1 yW: _— =
2-2 4.2
2) Podajemy wspotrzedne punktu przeciecia wykresu z osig OY: (0, c) oraz wspot-
rzedne punktu symetrycznego do niego wzgledem osi symetrii paraboli.
Réwnanie osi symetrii paraboli: x =—1.
Szukane punkty: (0, -6), (-2, -6)
3) Obliczamy miejsca zerowe funkcji kwadratowej, o ile istnieja.
—-4-8 -4+8
JA =8 X = —— =-3 X, = =1
2:2 2:2
4) Zaznaczamy wyznaczone punkty i szkicujemy wykres tak, aby otrzymac parabole.
Wtasnosci funkcji:

-8 wW(-1, -8)

X

Wtasnosci funkcji:

- D=R ZW = (-8, +)

-y=0< (x=-3 v x=1)
y>0 < x e (~0,-3) U (1, +o)
y<0 < xe(-3,1)

— funkcja jest rosngca w przedziale (-1, +oo)
funkcja jest malejaca w przedziale (—oo,~1)

— dla argumentu —1 funkcja przyjmuje wartosé naj-
mniejszg, rowng —8
funkcja nie przyjmuje wartosci najwiekszej.

x=-1

5482

y=2xX+4x-6




Szkicowanie wykreséw funkeji kwadratowych...

Czasami wygodnie jest obliczy¢ jeszcze wartosci funkcji, dla innych argumentow,
zeby otrzymad bardziej doktadny wykres. Ma to znaczenie szczegdlnie wéwczas, gdy
funkcja nie ma miejsc zerowych.

Przyktad 2.

1
Naszkicujemy wykres funkcji kwadratowej f(x) = —Exz + 3x — 5. Nastepnie podamy,

dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci nie mniejsze niz —5.
e Wyznaczamy wspétrzedne punktu przeciecia z osig OY: (O, 75)
e Obliczamy wspdtrzedne wierzchotka paraboli:

1
A=-1 X, =3 Y= -3 stad

o

e Zauwazamy, ze funkcja f nie ma miejsc zerowych, bo A < 0.
e Wyznaczamy kilka punktédw, parami potozonych symetrycznie wzgledem osi
symetrii paraboli.
W tym przypadku osig symetrii paraboli jest prosta o réwnaniu x = 3, wiec
f(0)=£(6), f(1)=£(5), f(2)=1(4), itd.
Obliczamy:

f(1):—%+3—5:—2% oraz f(z):-%-22+3-2—5=—1

Punkty o wspdtrzednych (0, 75), (6, 75), (2, 71), (4, 71), (1, —2%), (5, —2%) nalezg
do wykresu funkcji f.

Zaznaczamy te punkty w ukfadzie wspodtrzednych
i szkicujemy parabole. Rysunek obok przedstawia
wykres funkc;ji f.

Z wykresu odczytujemy, ze funkcja f przyjmuje war-
tosci nie mniejsze niz 5 tylko wtedy, gdy x € (0, 6).
Zapisujemy:

flx) > -5<xe(0,6).

Cwiczenie 2. Omoéw wtasnosci funkcji y = _EXZ + 3x — 5, ktorej wykres naszkico-

walismy w przyktadzie 2.
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Przyktad 3.
Na rysunku obok dany jest szkic wykresu \Y
funkcji kwadratowej f(x) = ax*+bx+c, a #0.
Ustalimy znaki wspétczynnikéw a, b, ¢ i wy-
réznika tej funkcji.

Wykres funkcji jest parabolg, ktérej ramiona
sg skierowane w gére, zatem a > 0. Parabo-
la przecina 0§ OY w punkcie (0, c) powyzej

punktu (0, 0), wiec ¢ > 0.

y=fx)

o
XX

Funkcja f ma dwa miejsca zerowe, zatem A > 0. Pierwsza wspotrzedna wierzchotka

-b
paraboli jest liczbg dodatnig. Z informacji Py >0 i a>0 wynika, ze —b >0, stad
a

b <0. Otrzymalismy: a>0,b<0, c>0, A>0.

S pra wdZ, czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Naszkicuj wykres funkcji kwadratowej f i oméw wtasnosci tej funkcji.
1

a) flx)==

) £ =3

d) flx)=-—x+6x e) f(x)=3x2—6x+4 ) flx)=4x>+4x—1

X +x—4 b) f(x)=—%x2+8 c) f(x)=—x-4x—4

2. Naszkicuj we wspdlnym uktadzie wspétrzednych wykresy funkcji fi g. Nastep-
nie rozwigz graficznie podang obok wzordéw funkcji nieréwnosc.

a) f)=x+1, gl)=x+3;  flx)<gx)
b) f(x)= %xz— 2x+2, g(x)= —%(x— 2)(x +2); f(x) = g(x)

3. Na podstawie szkicu wykresu funkcji kwadratowej y = ax?+ bx + ¢ w uktadzie
wspotrzednych, ustal znaki wspdtczynnikéw a, b, ¢ i wyrdznika funkcji.
a) 4 b) Ay c) Y d) \y

0 0 / a
\/ X

0
4. Naszkicuj wykres funkcji fi oméw wtasnosci tej funkcji.
—x* +2x—1, jesli x & (—o0, 2)

<Y
O

>V

<Y

1
——x, jeslixe(—o,0
a)fl)=y 6 =0 oo=ls
2x> —8x, jeslix e<0, +0) EX_4' jeslixe(2, +oo)
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Wyznaczanie wzoru funkcji kwadratowe;j
na podstawie jej wtasnosci

Znasz wzor funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej, kanonicznej i iloczynowej. Potra-
fisz na podstawie tych wzordw okresli¢ niektére wiasnosci funkcji.

W tym temacie zdobedziesz umiejetnos¢ wyznaczania wzoru funkcji kwadratowej
na podstawie danych wtasnosci tej funkcji.

Przyktad 1.

Napiszemy wzér funkcji kwadratowej f w postaci ogdlnej, jesli wiadomo, ze przyj-
muje ona wartosci dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy x € (—6, 4), a do jej wykresu
nalezy punkt A(-5, 18).

Wiemy, ze Y
f(x)>0 < xe(-6,4). b

Zauwazamy, ze funkcja f ma dwa miejsca zerowe

—6i4, aramiona paraboli skierowane sg w dét, jak

na rysunku obok.

Zapisujemy wzor funkcji f w postaci iloczynowe;j: +t++a++

f(x)=a(x+6)(x—4), gdzie a <0. ‘6[ 0 \4 X

y =flx)
A(-5, 18)

Teraz wyznaczamy wspdtczynnik a. Korzystamy z informacji, ze punkt A(-5, 18)
nalezy do wykresu funkcji f:

f(-5)=18
a(-5+6)(-5-4)=18
—-9a =18, stad
a=-2

Otrzymalismy wzér funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej:
f(x) = —2(x + 6)(x — 4).

Przeksztatcamy wzor funkcji f do postaci ogdlne;j:
f(x)=-2(x+6)(x—4)
]"(x):—Z(x2 —4x+6x—24)
f(x)=-2x*-4x+48

Wzér funkcji f w postaci ogélnej jest nastepujacy: f(x) =—2x>— 4x + 48.

Przyktad 2.

Wyznaczymy wzor funkcji kwadratowej f, wiedzac, ze funkcja f jest rosngca w prze-
dziale (—oo, —2), malejgca w przedziale (—2, +oo), jednym z jej miejsc zerowych jest
liczba -5, a najwieksza wartosc tej funkcji jest réwna 10.



760

3. Funkcja kwadratowa

Mamy: wi-2,10) 17
— Funkcja f jest rosnaca w przedziale (—oo, —2),
malejaca w przedziale (-2, +oo), zatem prosta
o réwnaniu x = —2 jest osig symetrii paraboli.
— Funkcja f przyjmuje najwiekszg wartos$é rowng
10, stad y,, =10 -5 -2 o 1T X
— Miejscem zerowym funkcji jest liczba -5, czyli [ \yﬂx)
f(-5)=0. ‘
| sposéb — Korzystamy ze wzoru funkcji f w postaci kanonicznej.
Wierzchotkiem paraboli jest punkt W(-2, 10) oraz f(-5) = 0. Wéwczas

f(x)=a(x+2)?+10 oraz  f(-5)=0 i a<O0.
0=a(-5+2)2+10

__10

9

10
Wzér funkgcji f jest nastepujacy: f(x) = —?(x + 2)2 +10.

Il sposdb — Korzystamy ze wzoru funkcji kwadratowej w postaci iloczynowe;.
Miejscem zerowym funkcji f jest liczba —5. Wykres funkcji f jest symetryczny wzgle-
dem prostej x =—2, wiec drugim miejscem zerowym funkcji f jest liczba 1. Ponadto
W(-2, 10), stad f(-2) = 10.

Otrzymujemy:

f(x)=a(x+5)(x—1) oraz f(-2)=10
10=a(-2+5)(-2—-1), stad a= —%

Wzér funkcji f jest nastepujacy: f(x) = —%(X + 5)(x - 1).

Przyktad 3.

1
Wyznaczymy wspotczynniki b i ¢ we wzorze funkcji kwadratowej f(x) = EXZ + bx +c,
wiedzac ze funkcja f ma tylko jedno miejsce zerowe oraz f(-2) =£(6).

— Wspbétczynnik przy x? jest dodatni, ramiona
paraboli sg skierowane w gore.

— Funkcja f ma jedno miejsce zerowe x,, zatem
wierzchotek paraboli znajduje sie na osi OX,
a prosta o réwnaniu x = x, jest osig symetrii
tego wykresu.

— Wartos¢ funkcji dla argumentow -2 i 6 jest
taka sama: f(-2) =f(6).
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| sposéb — Korzystamy ze wzoru funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej.
Zauwazamy, ze na osi liczbowej OX liczba x, jest rownoodlegta od liczb -2 i 6.
Zatem:

Xg=

_ =246
2

2.

Zapisujemy wzor funkcji f w postaci iloczynowej:

fx)= %(x —2)%, stad f(x)= %xzf 2x+2

Otrzymujemy: b=-2, c=2

Il sposdb — Obliczamy wartosci funkcji f dla argumentéw —2 i 6.

f(x)= %x2+ bx + c,

1

fGQ):E-4—2b+c:2—2b+c oraz f@)z%-36+6b+c:18+6b+c

Nastepnie korzystamy z rownosci f(72) :f(6) i zapisujemy:

2-2b+c=18+6b+c stad

b=-2

1
Otrzymujemy: f(x) = EXZ —2x+c.

Funkcja f ma jedno miejsce zerowe tylko wtedy, gdy A =0. Zatem

1
A=0 & 4—4-E.c=0 S 4=2c & c=2.

Szukane wspétczynniki: b=-2, c = 2.

S,p rawdz, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1.

Wyznacz wspdtczynniki b i c we wzorze funkcji kwadratowej f(x) = x>+ bx +c,
wiedzac, ze osig symetrii paraboli bedacej wykresem funkcji f jest prosta
o réwnaniu x = —6 oraz punkt A(~1, —11) nalezy do tej paraboli.

Wyznacz wspoétczynniki b i ¢ we wzorze funkcji kwadratowej

1
f(x) = —£x2+ bx + ¢, wiedzgc, ze miejscami zerowymi funkgji f sg liczby 4 oraz —6.

Wyznacz wzér funkcji kwadratowej f w postaci ogdlnej, wiedzac, ze dla argu-
mentu 8 przyjmuje ona najwiekszg wartos¢, rdwnga 1, a do wykresu tej funkcji
nalezy punkt A(4, 7).

Wyznacz wzér funkcji kwadratowej f w postaci kanonicznej, wiedzac, ze miej-
scami zerowymi funkcji f sg liczby 10 -2, a jej wykres przecina 0$ OY w punk-
cie (0, -5).

Wyznacz wzér funkcji kwadratowej f w postaci ogdlnej, wiedzac, ze ma ona
tylko jedno miejsce zerowe oraz f(—6) =f(4) =i,
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6.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Wyznacz wzdr funkcji kwadratowej f w postaci ogdlnej, wiedzac, ze jej zbio-
rem wartosci jest przedziat (—oo, 6), do jej wykresu nalezy punkt B(-1, 3),
a srednia arytmetyczna jej dwdch miejsc zerowych jest réwna 2.

. Wyznacz wzér funkcji kwadratowej f w postaci kanonicznej, wiedzac, ze do

wykresu funkcji f nalezy punkt A(—l, 14) oraz f(x) >0 < xe(-2,6).

. Wyznacz wzér funkcji kwadratowej f w postaci ogélnej, wiedzgac, ze przyjmuje

ona najmniejsza warto$¢ réwng —32 oraz f(x)>0 < x € (—o0, 4) U (12, +o).

Wyznacz wzér funkcji kwadratowej f w postaci ogdlnej, wiedzac, ze
f(x)<0 < x € R— {4}, awykres funkdji f przecina 0§ OY w punkcie K(0, -32).

Wyznacz wzdr funkcji kwadratowej f w postaci iloczynowej, wiedzgc, ze wierz-
chotek paraboli bedgcej wykresem funkcji f lezy na prostej k: y =5, osig syme-
trii paraboli jest prosta o réwnaniu x =—4, a jednym z jej miejsc zerowych jest
liczba —9.

Wyznacz wzér funkcji kwadratowej f w postaci kanonicznej, jesli wiadomo, ze
maksymalny przedziat, w ktérym funkcja f jest rosnaca, to (3, +oo), jednym
z miejsc zerowych funkgji f jest liczba —1, a do wykresu funkcji f nalezy punkt
(8, 27).

Wyznacz wzér funkcji kwadratowej f w postaci ogdlnej, wiedzac, ze przyjmuje
ona najmniejszg wartos¢ rowng —4, a prosta o réwnaniu y = 3 przecina wykres
funkcji f w punktach o odcietych 1i 5.

Wyznacz wzér funkcji kwadratowe] f w postaci kanonicznej, wiedzgac, ze jedno
z jej miejsc zerowych jest o 8 wieksze od drugiego, maksymalny przedziat,
w ktérym funkcja jest malejaca, to (—oo, 3), a do wykresu funkcji f nalezy
punkt A(9, 40).

Wyznacz wzér funkcji kwadratowej f w postaci iloczynowej, wiedzac, ze suma
jej miejsc zerowych jest rowna —12, zbiorem wartosci funkcji f jest przedziat
(~o0, 1) oraz f(-3) = -17.

Wyznacz wzér funkcji kwadratowej f w postaci ogdlnej, wiedzac, ze przyjmuje
ona najwiekszg wartos$¢ rowna 4 oraz f(x) >3 < xe(4,6).

Wyznacz wartosci wspoétczynnikdw a i b we wzorze funkcji kwadratowej
f(x) = ax*+ bx + 4, wiedzac, ze dla argumentu —2 funkcja przyjmuje najwiek-
szg wartosc réwng 5.

Wyznacz wartosci wspotczynnikdéw a i b we wzorze funkcji kwadratowej
f(x) = ax?+ bx — 6, wiedzac, ze suma miejsc zerowych funkgji f jest réwna —4,
a rzedna wierzchotka paraboli bedgcej wykresem funkcji f ma wartos¢ —8.

Wyznacz wartosci wspoétczynnikéw b i ¢ we wzorze funkcji kwadratowej
f(x) = 2x2+ bx + ¢, wiedzac, ze funkcja f ma jedno miejsce zerowe, a jej wy-
kres przecina o$ OY w punkcie P(0, 4).
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Najmniejsza oraz najwieksza wartosé funkcji
kwadratowej w przedziale domknigtym

Funkcja kwadratowa y = ax? + bx + ¢, gdzie a # 0, okre$lona w zbiorze liczb rzeczy-

wistych:

— przyjmuje najwiekszg wartosé réowng y,, jesli a < 0; wéwczas nie ma wartosci
najmniejszej;

— przyjmuje najmniejszg wartos$¢ rowna y,,, jesli a > 0; wéwczas nie ma wartosci
najwiekszej.

Jesli ograniczymy dziedzine funkcji kwadratowej do przedziatu domknietego, to
funkcja okreslona w tym przedziale przyjmuje zawsze wartos¢ najwiekszg i wartosé
najmniejszg. Zastandwmy sie, jak mozna wyznaczy¢ najmniejszg oraz najwiekszg
wartosc¢ funkcji kwadratowej w przedziale domknietym.

Przyktad 1.

Na rysunkach przedstawione sg wykresy dwdéch funkcji kwadratowych
1 1
f(x) =x2—4x + 3 oraz g(x) = _EXZ — EX + 3. Rozwazmy te funkcje w przedziatach

domknietych (wykresy funkcji odpowiadajgce tym przedziatom zostaty zaznaczone
kolorem niebieskim). Stwierdzimy na podstawie wykresu, jaka jest najmniejsza oraz
najwieksza wartos$¢ funkcji w tym przedziale.

1 1 1
fx)=x—4ax+3, xe <5,4> g)=-2x¢-"x+3, xe(-4-2)
Y \y
3\ 1,1 . T4
glx) =—=x'—Zx+3

2" 2
51 3
1 2

PR
3 41
) 01 1\ 2 YA S o X
2 Tt
12
. 1 . S -3
W przedziale <E' 4> funkcja f przyjmuje

W przedziale (-4, —2) funkcja g przyj-
muje najmniejszg wartos¢ rowng -3,
za$ najwiekszg wartosc réwna 2.

najmniejszg wartos$¢ rowng —1, a naj-
wiekszg wartos¢ rowna 3.
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Warto$é najmniejszg oraz wartos¢ najwiekszg funkcji kwadratowej

f(x) = ax® + bx + ¢ w przedziale domknietym (m, n) znajdujemy w nastepujacy
sposdb:

1) Wyznaczamy: f(m) i f(n).

2) Obliczamy x,,.

o Jesli x,, nalezy do przedziatu {m, n), to obliczamy y,, i wybieramy wartos¢
najwieksza i warto$¢ najmniejsza sposréd liczb f(m), f(n), y,,. S to szukane
wielkosci.

e Jedli x,, nie nalezy do przedziatu <m, n), to wybieramy wartos¢ najwiekszg
i warto$¢ najmniejsza sposréd liczb f(m), f(n).

Przyktad 2.
Obliczymy najwiekszg oraz najmniejszg wartos¢ funkcji kwadratowe;j
f(x) =—x*+ 2x — 8 w przedziale (0, 4).

Postepujemy wedtug zasady podanej wyzej.

1) f(0)=-8, f(4)=-16

2) Poniewaz x,=1 oraz 1 € (0, 4), wiec obliczamy y,,:

V= f(1) =7

W przedziale (0, 4) funkcja kwadratowa f(x) = —x2 + 2x — 8 przyjmuje najwieksza
wartos¢ réwng —7 i najmniejszg wartos¢ rowng —16.

Cwiczenie 1. Oblicz najmniejszg oraz najwiekszg wartos¢ funkcji kwadratowej
f(x) = x + 4x w przedziale (—1, 1). Nastepnie naszkicuj wykres funkcji f i sprawd?
poprawnos¢ obliczen.

Przyktad 3.

Wykresem funkcji kwadratowej y:f(x) jest parabola o wierzchotku W(2, 1). Wyzna-
czymy wzér tej funkgji, wiedzac, ze w przedziale (1, 3) funkcja f przyjmuje najwiek-
szg wartosc réwna 5,5.

Rozpatrujemy wartosci funkcji f w przedziale (-1, 3). A\ 7{’:51

Poniewaz W(2, 1), wiec x, nalezy do przedziatu \ 2

(-1, 3)oraz f(2) =1. y =fx)
Najwieksza wartoé¢ w przedziale (-1, 3) jest réw-

na 5,5 i jest wieksza od y,,, zatem ramiona paraboli
sg skierowane w gore, jak na rysunku obok. L
Osig symetrii paraboli jest prosta x = 2.

a o 3 3 x

Odlegtos¢ liczby —1 od liczby 2 na osi liczbowej jest wieksza niz odlegtos¢ liczby 3
od liczby 2, zatem f(~1) > f(3). Wynika stad, ze f(-1) =5,5.
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Teraz skorzystamy ze wzoru funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej:
y=a(x—2)*+1, gdziea>0.

1
Wiemy, ze do wykresu funkcji f nalezy punktA(—l, 55), zatem

55=a(-1-2)2+1 stad
1
a=—
2

1
Funkcja f jest okre$lona wzorem f(x) = E(X_ 22+ 1.

SP rawdz, Czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
1. Na ponizszym rysunku przedstawiony jest wykres funkcji kwadratowej f. Od-
czytaj z wykresu najmniejszg oraz najwiekszg wartos¢ funkcji f w podanych
przedziatach.

b) (2,6), (6,8)

a) (3,5), (1,6)

y = flx)

9 87 —-6/-5 432 -1\0 1 2

2. Naszkicuj wykres funkcji f. Odczytaj z wykresu najmniejszg i najwiekszg war-

tos¢ funkeji f w przedziale (=3, 0), jesli:

a) f(x)=x+6x+5 b) f(x)=1—(x+2) c) f(x)=—2-3x
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10.

11.

12.

. Nie szkicujgc wykresu funkcji kwadratowej, oblicz najwiekszg i najmniejszg

wartos¢ funkcji f w podanym przedziale, jesli:

a) flx)= —§x2+ 5 (-3,-2) b) f(x)=2x2—8x, (1,4)
o f()=04(5-x)(x+3), (2,00 d) f(x)=0,5(x—4)?+3, (0,42)
e) f(x)=x2—4x+4, <\/§, 3> f) f(x)=22+2x-12, (-1,1).

. Funkcja kwadratowa f ma nastepujace w’fasnos'ci:f(7) =0 orazf(l) =f(9) =3

Czy funkcja kwadratowa f ma wartos¢ najmniejszg, czy najwieksza? Dla jakie-
go argumentu ta wartosc jest przyjmowana?

. Funkcja kwadratowa f ma nastepujgce wtasnosci: f(O) =0 oraz

f(2) =f(-6) =-12.
a) Czy funkcja kwadratowa f ma warto$¢ najmniejszg, czy najwieksza? Dla
jakiego argumentu ta wartosc jest przyjmowana?

b) Uzasadnij, ze najwieksza wartos¢ funkcji f w przedziale <—4\/£,—3\/§>

jest rowna f(—S\/E), a najmniejsza wynosif(—4\/5).

. Wyznacz wzor funkcji kwadratowej f, wiedzgc, ze w przedziale (—4, —1> funk-

cja f przyjmuje najmniejszg wartos¢ réwng 2, a jej wykresem jest parabola
o wierzchotku W(-3, 4).

. Wyznacz wzér funkcji kwadratowej f, wiedzac, ze jej zbiorem wartosci jest

przedziat (-4, +oo), najwieksza warto$¢ funkcji f w przedziale (1, 5) jest réwna
14, a osig symetrii wykresu tej funkcji jest prosta o rdwnaniu x —2 = 0.

. Wyznacz wzér funkcji kwadratowe;j f, wiedzac, ze funkcja f przyjmuje wartosci

dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy x e (-3, 2), a najwieksza wartoé¢ funkcji f
w przedziale (~2, —1) jest réwna 6.

. Wyznacz wzér funkcji kwadratowej f, wiedzac, ze funkcja f ma tylko jedno

miejsce zerowe, f(2) :f(6) oraz najwieksza wartos¢ funkcji f w przedziale
(1, 4) jest réwna 18.

Wyznacz wzér funkcji kwadratowej f w postaci ogdlnej, wiedzgc, ze jej wykres
jest symetryczny wzgledem prostej x — 4 = 0, jednym z jej miejsc zerowych
jest liczba 6, a najmniejsza wartos¢ funkcji f w przedziale (1, 3) jest réwna —2.

Wyznacz wzér funkcji kwadratowej f w postaci ogdlnej, wiedzac, ze maksy-
malny przedziat, w ktérym funkcja f jest malejgca, to <1, +oo) oraz najwieksza
warto$¢ funkcji f w przedziale (0, 3) jest réwna 5, a najmniejsza w tym prze-
dziale jest rowna —3.

Wyznacz wzér funkcji kwadratowej f w postaci ogdlnej, wiedzgc, ze maksy-
malny przedziat, w ktérym funkcja f jest rosnaca, to (—o, —3), f(0) = 1 oraz
najmniejsza warto$¢ funkcji f w przedziale (-9, —4) jest réwna —8.
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Badanie funkcji kwadratowej
— zadania optymalizacyjne

Wiedza o wtasnosciach funkcji kwadratowej ma szerokie zastosowanie w rozwigzy-
waniu problemoéw praktycznych. W tym temacie przedstawimy przyktady wykorzy-
stujgce wzér funkcji kwadratowej, jej wykres oraz najwiekszg i najmniejszg wartosé
funkcji, przyjmowanga w okreslonym przedziale.

Przyktad 1.

Droga jednokierunkowa prowadzi przez tunel, ktérego przekrdj poprzeczny ma
ksztatt paraboli. Mozna jg opisaé réwnaniem y = —0,18x% + 1,8x, gdzie x € (0, 10).
Jakg maksymalng wysoko$¢ moze mieé¢ samochdd dostawczy o szerokosci 2,6 m,
jadacy srodkiem tunelu, aby zmiescit sie w tym tunelu?

Zbudujmy model matematyczny tej sytuacji. Naszkicujmy fragment wykresu funk-
cji y = —0,18x% + 1,8x opisujacy tunel. Miejsca zerowe odczytamy ze wzoru funkcji
w postaci iloczynowej:

y =-0,18x?+ 1,8x = —0,18x(x — 10), stad x, = 0, x, = 10.
Okazuje sie, ze w podstawie tunel ma szerokosé 10 m.
Osig symetrii paraboli jest prosta o réwnaniu x = 5; wspétrzedne wierzchotka para-

boli s3 réwne (5, 4%)

Y [m]
-5

1
43

-4

0 T T T —>
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 X [m]

Samochdd ciezarowy ma szerokos¢ 2,6 m. Zatem boki samochodu bedg znajdowaty
sie w odlegtosci 1,3 m od osi symetrii tunelu. Obliczmy wysokos¢é tunelu w tej sy-
tuacji:

f(6,3)=-0,18 - (6,3)?+ 1,8 - 6,3 = 4,1958
Aby samochdd mogt przejechac przez tunel, jego wysokos¢ musi by¢ mniejsza
od 4,1958 m.
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Przyktad 2.

Boisko do siatkdwki ma dtugos¢ 18 m. Podczas meczu siatkdwki druzyn szkolnych za-
wodniczka z druzyny Arka serwowata z wysokosci 0,57 m, wzdtuz linii bocznej (pitka
znajdowata sie nad koricowa linig boiska). Pitka przeleciata na boisko druzyny prze-
ciwnej, osiggajac maksymalng wysoko$¢ doktadnie nad siatka. Zawodniczka z dru-
zyny Barka odebrata pitke na wysokosci 2,25 m, w odlegtosci 5 m od siatki, na linii
toru lotu pitki. Wiedzac, ze modelem matematycznym toru lotu pitki jest fragment
paraboli o réwnaniu y = —0,03x? + bx + ¢ (gdzie x oznacza odlegto$é punktu boiska
od konicowej linii boiska, z ktérej wykonano serw), wyznaczymy wspétczynniki b i ¢
oraz obliczymy, jaka maksymalng wysokos¢ osiggneta pitka.

X [m]

Zawodniczka z druzyny Barka odebrata pitke na linii znajdujacej sie w odlegtosci
14 m od linii serwu. Mozemy przyja¢, ze dziedzing funkcji f(x) = —0,03x%+ bx + ¢ jest
przedziat (0, 14).

Zauwazmy, ze f(0) = 0,57 oraz f(14) = 2,25.

Rozwigzujemy uktad réwnan:

c=0,57 c=0,57
{—0,03-142+b-14+c:2,25 {14b+c=8,13
c=0,57

{b:0,54

Wzér funkcji opisujacej tor lotu pitki ma postaé: f(x) =—0,03x2+0,54x + 0,57. Wspét-
czynnik przy x> we wzorze funkgji jest ujemny. Aby wiec obliczy¢, jakg najwieksza
wartosé przyjmuje ta funkcja, wyznaczamy najpierw x,,.

x,=9, 9¢€(0,14)
Nastepnie obliczamy y,,.

yu=flx,), wiec f(9)=3
Pitka osiggneta maksymalng wysokos¢ 3 m.

Duza role odgrywajg zagadnienia zwigzane z wyznaczaniem tych argumentéw funk-
cji, dla ktérych funkcja przyjmuje, w zadanym przedziale, najwieksza lub najmniej-
szg wartos¢. Zadania dotyczgce takich zagadnien okresla sie mianem zadan opty-
malizacyjnych.
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Cwiczenie 1. Naszkicuj w zeszycie wykresy funkcji
a)f(x)=x>—2x—-3,gdziex € (0,3)  b)flx)=x>—2x-3, gdziex € (2, 3)
c) g(x) =-—x?>+4x -3, gdziex (1, 4) d) f(x) = —x2 + 4x -3, gdzie x € (0, 3)
Na podstawie tych wykreséw zastanow sie, kiedy funkcja kwadratowa okreslona

w przedziale otwartym przyjmuje w tym przedziale wartos¢ najwiekszg, a kiedy —
wartos¢ najmniejsza.

Przyktad 3.

WHtasciciel jeziora chce wybudowac pomost, ktdry wyznaczatby kapielisko strzezo-
ne. Kgpielisko ma mie¢ ksztatt prostokata.

pomost jezioro

kapielisko

plaza

Wtasciciel moze sfinansowa¢ budowe pomostu majgcego diugosé 64 m. Zauwazmy,
ze w zaleznosci od wymiaréw kapieliska, przy ustalonej dtugosci pomostu, jego po-
wierzchnia moze by¢ rézna, na przyktad:

¢ prostokat o wymiarach 5 m na 54 m ma pole 270 m?,

¢ prostokat o wymiarach 14 m na 36 m ma pole 504 m?,

¢ prostokat o wymiarach 22 m na 20 m ma pole 440 m?.

Jakie wymiary powinno wiec mie¢ kapielisko, aby jego powierzchnia byta najwiek-
sza? Jakie jest pole tej powierzchni?

Przyjmijmy oznaczenia:

x — dtugosé boku kapieliska prostopadtego do brzegu (w metrach)
y — dtugos¢ boku kapieliska rdwnolegtego do brzegu (w metrach)
2x+y=64
P =x-y — pole powierzchni kapieliska
y =64 - 2x, wiec P(x) =x - (64 — 2x)
Otrzymalismy funkcje opisujgca pole P powierzchni kapieliska w zaleznosci od dtu-
gosci boku x prostopadtego do brzegu. Ustalmy dziedzine tej funkcji. Dtugosci bo-
kéw sg liczbami dodatnimi, wiec:
(x>0iy>0) & (x>0i64—-2x>0) < (x>0i32>x) < x € (0, 32) zatem
D =(0, 32).
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Porzgdkujemy wzor funkcji: P(x) = —2x* + 64x, Ay

gdzie x € (0, 32). 600

Rysunek obok przedstawia wykres funkcji s12 y= Hix)

P(x) = =2x* + 64x, gdzie x € (0, 32). / N\
Zauwazamy, ze funkcja P przyjmuje wartos¢ naj- / \
wiekszg dla argumentu 16. Zatem krotszy bok 5

kapieliska ma 16 m dtugosci.

Dtugosé boku réwnolegtego do brzegu oblicza- \ -
my nastepujgco: X

y=64-2-16=32
Pole powierzchni kgpieliska bedzie najwieksze wtedy, gdy jego wymiary bedg wyno-
si¢ 16 m na 32 m i bedzie réowne 512 m?,

Przyktad 4.

Wiasciciel sklepu kupuje w hurtowni gry komputerowe w cenie 80 zt za sztuke,
a sprzedaje po 130 zt. Miesiecznie sprzedaje 40 gier. Sprzedawca zbadat rynek
i oszacowat, ze kazda obnizka ceny gry w jego sklepie o 1 zt zwiekszy liczbe sprze-
danych gier o jedng sztuke. Jakg nowg cene powinien ustali¢ witasciciel sklepu, aby
jego miesieczny zysk byt najwiekszy?

Oznaczmy przez n, n € N,, wysokos$¢ obnizki ceny gry w ztotych. Po obnizce ceny
o nzt(n<50) cenajednej gry w sklepie bedzie wynosi¢ (130 —n) z, ale jednoczesnie
liczba sprzedanych gier w miesigcu bedzie réwna (40 + n). Warto$¢ hurtowa sprze-
danych gier (w zt) jest réwna (40 + n) - 80, a kwota w zt uzyskana ze sprzedanych
gier w sklepie wynosi

(40 +n)(130-n)
Stad miesieczny zysk wtasciciela sklepu jest rowny

f(n)=(40+n)(130—n) — (40 + n)80
Porzgdkujemy wzdr funkgji f:

f(n)=-n?+10n + 2000, gdzie n € N, i n <50
Uzasadnij, ze funkcja f przyjmuje najwiekszg wartos¢ dla argumentu 5.
Wiasciciel sklepu osiggnie najwiekszy miesieczny zysk jesli cena gry bedzie réwna
125 zt.

SPVaWdi, CzZYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Liczbe 80 przedstaw w postaci réznicy dwdch liczb tak, aby suma ich kwadra-
tow byta najmniejsza.

2. Liczbe 24 przedstaw w postaci sumy dwodch liczb tak, aby suma kwadratu
podwojonej jednej liczby i kwadratu drugiej liczby byta najmniejsza.
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Rozpatrujemy trojkaty réwnoramienne, w ktérych suma dtugosci podstawy
i wysokosci opuszczonej na te podstawe jest rowna 12 cm. Wyznacz dtugosci
bokéw tréjkata majacego najwieksze pole.

Krétszy bok prostokata o wymiarach 16 cm x 10 cm zwiekszamy o x cm,

a dtuzszy zmniejszamy o x cm.

a) Wyznacz wzér funkcji opisujgcej pole nowego prostokata w zaleznosci
od dtugosci x i podaj dziedzine tej funkji.

b) Dla jakiej dtugosci x pole otrzymanego prostokata jest najwieksze? Oblicz
to pole.

Z kawatka ptdtna w ksztatcie tréjkata ostrokatne-

go o podstawie 2 m i wysokosci opuszczonej na te

podstawe rownej 1 m chcemy wycigé¢ prostokatng

serwete, w sposob przedstawiony na rysunku. Ja-

serweta

kie powinny by¢ wymiary serwety, aby jej pole byto

jak najwieksze?

Skup grzybow jesienig trwat 21 dni. Liczbe kilograméw grzybdéw skupionych

w poszczegdlnych dniach opisuje funkcja f(x) = —3x* + 72x, gdzie x € N,

i x < 21. W ktérym dniu skupiono najwiecej grzybéw i ile kilograméw grzy-

béw skupiono tego dnia?

Rzucono kamien pionowo w gére z predkoscig poczatkowg 12 m/s. Zaleznos¢

miedzy wysokoscig S kamienia liczong w metrach, a czasem t liczonym w se-

kundach, wyraza wzér funkcji: S(t) = 12t — 5t2. Podaj dziedzine tej funkgji.

Jaka najwiekszg wysokosé¢ osiggnie ten kamien?

Tor lotu pitki wyrzuconej z wysokosci 2 m ilustruje krzywa na rysunku ponizej,

bedaca fragmentem paraboli. Po 4,9 s lotu pitka osiggneta najwiekszg wyso-

kos¢ réwng 26,01 m.

a) Wyznacz wzor funkcji w postaci ogdlnej,
opisujgcej zwigzek miedzy wysokoscig,
na jakg wzniosta sie pitka, a czasem lotu
i podaj jej dziedzine.

b) Po ilu sekundach lotu pitka spadta na zie- t[s]
mie?

S[m]

Witasciciel sklepu odziezowego kupuje w hurtowni koszule meskie w cenie
30 zt za sztuke i sprzedaje kazdg po 90 zt. Miesiecznie sprzedaje 16 koszul. Ba-
dajac rynek odziezowy, zauwazyt, ze kazda obnizka ceny koszuli o 2 zt powo-
duje wzrost sprzedazy o 1 sztuke. Jakg cene koszuli powinien ustali¢ wtasciciel
sklepu, aby jego miesieczny zysk byt najwiekszy?
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Réwnania kwadratowe

Definicja 1.

Réwnaniem kwadratowym z niewiadoma x nazywamy réwnanie przyjmujace
postaé¢ ax? + bx + ¢ = 0, przy czym a, b, ¢ sg ustalonymi liczbami rzeczywistymi
oraza #0.

Rozwigzaé rownanie ax? + bx + ¢ = 0, gdzie a # 0, oznacza wyznaczy¢ argumenty
funkcji y = ax? + bx + ¢, dla ktérych przyjmuje ona warto$¢ zero. Zatem rozwigzanie
réwnania kwadratowego sprowadzamy do obliczenia miejsc zerowych odpowied-
niej funkcji kwadratowej. Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.
Réwnanie kwadratowe ax?>+ bx+c=0, gdziea=0iA=b?—4ac:
® nie ma rozwigzan wtedy i tylko wtedy, gdy A <0,

-b
* ma jedno rozwigzanie, 2 wtedy i tylko wtedy, gdy A=0,
a

~b—/A i —b+~/A
2a 2a

e ma dwa rozwigzania,

, wtedy i tylko

wtedy, gdy A > 0.

Korzystajac z twierdzenia 1., mozemy rozwigza¢ dowolne rownanie kwadratowe.

Przyktad 1.

Rozwigzemy rownania:

1
a) 2x*—x+10=0 b) §x2+6x+27:0 c) x¥*-x—6=0.

Ad a) Wypisujemy wspotczynniki réwnania:
a=2, b=-1, c=10
Obliczamy wyrdznik:
A=(-1)-4-2-10=-79, -79<0
Wyrdznik dla funkcji kwadratowej y = 2x% — x + 10 jest ujemny, wiec rownanie
2x%> — x + 10 = 0 nie ma rozwigzan.

Ad b) Wspoétczynniki sg nastepujace:
1
a=—, b=6, c=27
3
Obliczamy wyrdznik:

A=36—4-§-27=0
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1
Réwnanie gxz + 6x + 27 = 0 ma tylko jedno rozwigzanie. Obliczamy:

5.1
3

Rozwigzaniem réwnania jest liczba —9.

Xo = czyli x,=—9

Ad ¢) Wyznaczamy wyréznik dla funkcji kwadratowej y = x2 — x — 6.
A=(-1)*—4-1-(-6)=25, stad VA =5.
Réwnanie x?—x— 6 =0 ma dwa rozwigzania. Obliczamy:
—(-1)-5 —(-1)+5
B e s s
2-1 2-1

Rozwigzaniami réwnania sg dwie liczby —2 oraz 3.

Cwiczenie 1. Réwnanie (3x— 2)2 = (x + 1)(x + 4) doprowad? do postaci
ax? + bx + ¢ = 0. Nastepnie rozwigz to réwnanie.

W rozwigzywaniu réwnan kwadratowych czesto stosujemy metode wykorzystujgca
nastepujgcg wtasnos¢ dowolnych liczb rzeczywistych a i b:
a-b=0< (a=0 v b=0)
Przyktad 2.
Rozwiazemy réwnania: a) (x —5)(x +3) =—2x(x - 5) b) (x+1)>~4=0

Ad a) Rdwnanie zapisujemy w postaci:
(x=5)(x+3)+2x(x-5)=0
Lewa strona jest sumg dwdch iloczyndw, w ktorych wystepuje taki sam czynnik
(x — 5). Wytgczamy ten czynnik poza nawias:
(X— 5) . (X + 3) + 2x - (X— 5) =0 stosujemy prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem
(X—5) . [(X+3)+2X] =0 dodawania: a-b+a-c=a-(b+c)
(x—5)-(3x+3)=0, stad
x—5=0v 3x+3=0
x=5 v x=-1
Réwnanie ma dwa rozwigzania: 5 oraz —1.

Ad b) Stosujemy wzér na réznice kwadratow.
(x+1)2-22=0 a>— b2 = (a—-b)(a +b)
(x+1-2)(x+1+2)=0
(x—1)(x+3)=0, stad
x—1=0 v x+3=0
x=1 v x=-3

Réwnanie ma dwa rozwigzania: 1 oraz —3.
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Cwiczenie 2. Rozwigz réwnanie x(x—2)—2(x—2)=0.
Stosujgc metode przedstawiong w przyktadzie 2., czesto rozwigzujemy réwnania

kwadratowe szybciej, niz gdyby$my sprowadzali je do postaci ax? + bx + ¢ =0, gdzie
a # 0, a nastepnie korzystali ze wzoréw na miejsca zerowe funkcji kwadratowe;j.

SPVaWdi, czYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Rozwiaz réwnanie:

a) xX>-~7x-8=0 b) 3x2—x=0 c) 5x°+2=0
1
d) sz—x+1=0 e) 2x*+3x-5=0 f) 6x>-x—-5=0.
2. Rozwiaz réwnanie:
a) x>+5x=0 b) x*+4=0 c) 3x?>=5x
d) 5x*-10=0 e) 5x*—10x=0 f) 4x*>=25.
3. Rozwigz réwnanie:
1
a) EX2+5:2X b) 2x*—32x=4 c) 3x°+8x+4=0
d) 5x=4x*+1 e) 3x*+2=7x f) 6x* =x+1.
4. Rozwiaz rownanie:
a) 5x*=-x b) (2x)*=4 c) (x-1p=2x-1
d) (x—1)-x=2(x-1) e) x*+64=16x f) (x-1)(x+1)=9
1
g) (2x—1)=4 h) —Ex2+2x—2=0 ) 2x+4=(2x+4).
5. Rozwigz réwnanie:
a) xX*-2x=3 b) 0,5x*~x+8=0 c) (x+0,5)*=2x
d) 9-(x—2)?=0 e) 16x°=(x+2)2  f) (x—3)2=(x-3)(5x+2)

g) (x—4)>—(2x-6)>=0 h) 2=(x+5)> i) 4(x+1)P2=9(x—1)

6. Rozwigz réwnania, stosujgc wzér na kwadrat sumy lub kwadrat réznicy dwoéch

wyrazen.

a) 4x*—4x-5=0 b) 9x*—6x—1=0
1 4

c) Zx2+x—3:O d) §x2+4x+6:O

7. Rozwigz réwnanie:
a) (2x-3)(x+7)=4x-21 b) (2x+5)=x(x +8)
c) (4x+1)(1-4x)+72=6x+2 d) 2x(x+6)=7x-3
e) (x—5)(x+5)=-5(x+6) f) (3-2x)(2x—3)=(x+1)>-20.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Rozwigz réwnanie:
a) (x+1)(x—1)=(2x+5)(x+1) b) (2x+1)2—(3x-2)(3x+2)=4
c) (3x—1—(2x+3P=x>-14x-9 d) (x—5)*—(2x+3)(x+1)=22+22
e) (3x+1)(1-3x)=7x(x+1)-5 f) (2x+6)(x—1)—7x*=(3x+4)(x—2).
Rozwigz réwnanie:

(2x+3)(1-x) x+2 _ 2 (x—1)x

6 4 3
o) (x+2)(2-x) 2¢-0,5 (2-5x)" —(4x-1)’
4 2 8
: (4x-3)'-8+60x (-2x-3)(2x+3) 8
15 - 5 15’

Rozwigzaniami réwnania kwadratowego 2x* + bx + ¢ = 0 s3 liczby x, i x,. Wy-
znacz b oraz ¢, wiedzac, ze:

a) X1zlg X, =-5 b) x,=-7 X, =7

3-+2 3++2
c) x,= 2\/_ X, = 2\/_ d) x; =3 X, =~27.
Jedynym rozwigzaniem réwnania kwadratowego 6x* + bx + ¢ = 0 jest liczba x,.
Wyznacz b oraz ¢, wiedzac, ze:

1 2 1
a) XOZE b) x,=-4 c) xoz? d) x0=—3§.
Rozwigz graficznie rdwnanie:
a) x*—4x=2x-5 b) 4—(x—1)?=4x
c) (x—3P2=x-1 d) «(x+2)2~1=-x-5.

Wyznacz wartos¢ a tak, aby podana obok réwnania liczba byta rozwigzaniem
tego réwnania, jesli:

a) 3~ (a+1)x—a+2=0, 2 b) 7x*—(a®>+9)x—-5=0, 5
c) 10x*—(a®+4)x—3=0, —% d) 22+ (3a®+4a)x—4=0, 4.

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej a, rGwnanie 2x’+ax—a—2=0 ma
rozwigzanie.

1
Wykaz, ze jesli 2b = 2c + 1, gdzie b, ¢ € R, to rébwnanie —x>+bx+c=0 ma
rozwigzanie. 2
Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej a, rownanie x*+ 2ax + a>=0 ma
doktadnie jedno rozwigzanie. Wyznacz to rozwigzanie.
Liczba 3 jest rozwigzaniem danego réwnania z niewiadoma x. Sprawdz, czy
réwnanie ma jeszcze jedno rozwigzanie. Jesli tak, to wyznacz to rozwigzanie.
a) X¥—(a®+2)x+4a+1=0 b) 2x*—ax—12a>-3=0.



92 3. Funkcja kwadratowa

Réwnania prowadzgce
do réwnan kwadratowych

Réwnanie ax*+ bx?>+ ¢ =0, gdzie a # 0, nazywamy réwnaniem dwukwadratowym.

Réwnanie dwukwadratowe fatwo daje sie sprowadzi¢ do rdwnania kwadratowego
przez wprowadzenie pomocniczej niewiadomej.

Przyktad 1.

Rozwigzemy réwnanie x*— 6x*—7 =0.

Réwnanie x*— 6x2— 7 = 0, mozna zapisa¢ w postaci
(x?)>—6x>—~7=0.
Wprowadzamy niewiadomg pomocniczg t, gdzie x*> = t. Wowczas otrzymujemy
réwnanie kwadratowe z niewiadoma t:
t?—6t—7=0.
Rozwigzujemy to réwnanie:

A=(-6p-4-1-(-7)=64, JA=8

=28 =285
2 2
Nastepnie wracamy do podstawienia x*>=t:
x2=-1 lub x*=7
roéwnanie sprzeczne x:—ﬁ lub x= \/7

Réwnanie dwukwadratowe x*— 6x?>— 7 = 0 ma dwa rozwigzania: 7 oraz /7.

Cwiczenie 1. Rozwigz dane réwnania, wprowadzajgc pomocniczg niewiadoma.

a) x¥* —13x2+36=0 b) x*—9x?=0
Przyktad 2.
Wykazemy, ze rdwnania:
a) x*—6x>+18=0 b) x*+12x?+35=0
sg sprzeczne.
Ada) x*—-6x2+18=0 Adb) x*+12x2+35=0, x*=t
x*=t t?+12t+35=0
t?—6t+18=0 A=4, JA=2

A:—36, -36<0. t=-5 lub t=-7

x2=-5 lub x*=-7

Réwnanie z niewiadoma t nie ma rozwig- | Obydwa réwnania kwadratowe z nie-
zan. Woéwczas nie ma rozwigzan takze | wiadoma x sg sprzeczne. Réwnanie
réwnanie dwukwadratowe. dwukwadratowe nie ma rozwigzan.
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UWAGA: W przyktadzie 2b) uzasadnienie moze byc¢ tez nastepujgce:
Dla dowolnej liczby rzeczywistej x:
x*>0 i 12x*>0 oraz 35>0, zatem
x*+12x2+ 35> 0. To znaczy, ze réwnanie x*+ 12x?>+ 35 =0 nie ma rozwigzan.

Przyktad 3.

Rozwiazemy réwnanie: (x2—5)+2(x*—~5) +1=0.

Wykonujemy podstawienie: t=x?—5.
?+2t+1=0
(t+1)*=0
t=-1
Wracamy do podstawienia:
x> —-5=-1
xX2=4
X=-2 v x=2
Réwnanie ma dwa rozwigzania: —2 oraz 2.

Cwiczenie 2. Doprowadz réwnanie z przyktadu 3. do postaci ax* + bx? + ¢ = 0. Na-
stepnie rozwiaz je, podstawiajgc pomocniczg niewiadoma t, gdzie t = x2. Poréwnaj
oba rozwigzania.

S'D rawdz, CZYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Rozwiaz rdwnanie:

a) x*—8x*+15=0 b) 2x*-~7x*—4=0 c) 4x*+4x>°+1=0
d) x*—50x*+625=0 e) x*—81x*=0 f) x*=-36x2
2. Rozwigz réwnanie:
a) x*-(x*-2)=3-4x b) (x*—4)2+ 4 =4x
) (¥®-1)(x*-3)+1=0 d) 10x*+ 172+ 3 = (x>~ 1)
e) (¥+5)=-x>-5 f) 4(1-x*)—6x>=(22+ 1)

3. Rozwigz rdwnanie:
a) (P +x+1)2-2)=x3-2x b)(22-3)(-2*—3)=5-6x2
) (x+1)2(2+3)=2x(x®+3)  d) (@—3x+1)(23+5)=3x*3-2x)-5(3x—1)
e) (- 2xP2+ (®+2xP?=10 ) (5-x*)(*—5) —x*=75—-4(2x*— 1)

4. Podaj przyktad réwnania dwukwadratowego, ktore:

a) ma dwa rozwigzania b) jest sprzeczne
c) ma trzy rozwigzania d) ma cztery rozwigzania.
5. Rozwigz réwnanie:
a) (¥®-1)2=3(x*-1) b) (x*+2)*+49 =14(x*+2)
c) 3(2x*+5x)>+6(2x2+5x) =0 d) 402 +1)>-4(2+1)+1=0

e) (X+3)2=2(x*+3)+3 f) (@ —x)2+12=8(x*—x).

a3
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Nierownosci kwadratowe

Rysunek przedstawia wykres funkcji kwadratowe;j f(x) = x*> — 2x — 3. Na podstawie
wykresu tej funkcji umiesz juz stwierdzi¢, dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje
wartosc zero, dla jakich argumentdéw wartosci danej funkcji s3 dodatnie, a dla jakich
ujemne.

j_z Przypomnijmy: miejsca zerowe funkcji to pierw-
m sze wspotrzedne punktéw przeciecia wykresu
T3 & z 0sig OX, zaznaczonych kolorem czerwonym.
T2 < Sa to liczby -1 3.
T! N f(x)=0 & (x=-1vx=3)
_L 3 -0 1 2 f; x  Powyzej osi OX znajdujg sie punkty wykresu funk-

+-1 .. . P
cji, zaznaczone kolorem zielonym, ktérych druga

wspotrzedna jest dodatnia.
3 f(x)>0 < xe (-0, -1) U (3, +x)

+-2

Ponizej osi OX znajduja sie punkty wykresu funk-
cji, zaznaczone kolorem niebieskim, ktérych dru-
ga wspotrzedna jest ujemna.

f(x)<0 < xe(-1,3)
Umiejetnos¢ odczytywania z wykresu funkcji argumentow, dla ktorych funkcja przyj-
muje wartosci dodatnie lub ujemne, lub rowne zeru, jest bardzo przydatna w roz-
wigzywaniu nieréwnosci kwadratowych.

Definicja 1.

Nieréwnoscig kwadratowg z niewiadomg x nazywamy kazdg nierownos¢ przyj-
mujgcg posta¢ ax’> + bx +¢ >0 lub ax?+bx+c > 0, lub ax’? + bx+c <0, lub
ax? + bx+ ¢ <0, przy czym a, b, ¢ s3 ustalonymi liczbami rzeczywistymi i a # 0.

Odczytanie zbioru argumentéw funkcji, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci do-
datnie (ujemne), jest rbwnowazne rozwigzaniu nieréwnosci x2—2x—-3>0
(x> —2x—3<0). Zatem:

o Zbiorem rozwigzan nieréwnosci x> —2x—3 > 0 jest suma przedziatéw
(—oo, —1) ) (3, +oo).
¢ Zbiorem rozwigzan nieréwnosci x*> —2x— 3 < 0 jest przedziat (—1, 3).

Podczas rozwigzywania nieréwnosci kwadratowej bedziemy korzysta¢ z wykresu
odpowiedniej funkcji kwadratowe;j.

Zauwaz, ze wspotrzedne wierzchotka paraboli oraz punkt przeciecia wykresu z osig
OY nie majg wptywu na zbidr rozwigzan nieréwnosci.
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Istotne jest potozenie tego wykresu w stosunku do osi OX. W szczegdlnosci miejsca
zerowe tej funkcji oraz to, czy parabola ma ramiona skierowane w dét, czy w gére.
Dlatego wystarczy naszkicowac przyblizony wykres, uwzgledniajacy miejsca zerowe
i znak wspétczynnika przy x2.

Przyktad 1.

Rozwigzemy nieréwnosci:

a) x2+1<0 b) 4x > x?
Ad a)
—x*+1<0
(x2 —
(X 1) <0 Korzystamy ze wzoru a® — b? = (a + b)(a — b).
—(X + 1)(X— 1) <0 Wyznaczamy miejsca zerowe funkcji y =—x*+ 1.
x;=-1 x,=1 Szkicujemy wykres funkcji.
Wspdtczynnik przy x? jest rowny —1.
:mli > Parabola ma ramiona skierowane w dot.

B / \ - X Odczytujemy argumenty, dla ktérych wartosci funkcji
X e (—oo, _1) U (1, +oo) sg ujemne.

Zbiorem rozwiazar nieréwnosci jest suma przedziatéw: (—oo, —1) U (1, +).

Ad b)
4x > x? Nieréwnos¢ doprowadzamy do postaci ax? + bx + ¢ > 0.
Adx—x2>0 a=-1, -1<0
X(4 — X) >0 Wyznaczamy miejsca zerowe funkcji y = —x? + 4x.

Szkicujemy przyblizony wykres funkcji.

x,=0 x,=4
1 2 Parabola ma ramiona skierowane w doét.

mll Odczytujemy argumenty, dla ktérych wartosci funkcji
- . X sg nieujemne.
x € (0, 4)

Zbiorem rozwiazan nieréwnosci jest przedziat (0, 4).

Przyktad 2.

Przeanalizujemy teraz nieréwnosci, w ktorych rozpatrzymy wykres funkcji kwadra-
towej f(x) = x? + 4x + 4 majacej tylko jedno miejsce zerowe.

f(x)=x*+4x+4.
f(X) = (X + 2)2 Stosujemy wzér a? + 2ab + b? = (a + b)2.
Xo = -2 Funkcja ma jedno miejsce zerowe: —2.

Szkicujemy przyblizony wykres.
T gy Wspétczynnik przy x? jest dodatni.

) X Parabola ma ramiona skierowane w gore.
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Odczytujemy:

f(X)=0 & x=-2

f(x)>0 & xe (-0, -2)U(-2,+x)
Funkcja f nie przyjmuje wartosci ujemnych.

Na podstawie powyzszych informacji otrzymujemy:
e X+4x+4>0 < x e (-0, -2) U (-2, +x),
e X’+4x+4>0 & x R,
e X’ +4x+4<0 & x=-2.
Nierdwnos$¢ x% + 4x + 4 < 0 nie ma rozwigzan.
W ten sposdb rozwigzaliSmy cztery mozliwe nieréwnosci.

Cwiczenie 1. Na podstawie wykresu odpowiedniej funkcji rozwigz nieréwnosc:
a) x*+8x—-16<0 b) x*—1<0.

Przyktad 3.

Rozwiazemy nieréwnos¢: x(5x +10) + 1 > 12x.

X(5X + 10) +1>12x Nieréwnos¢ doprowadzamy do postaci:
5x2—-2x+1>0 ax?+ bx + ¢ > 0, gdzie a # 0.
A=4-20=-16, -16<0 Wyréznik funkeji y = 5x2 — 2x + 1 jest ujemny.

Szkicujemy przyblizony wykres funkgcji.
Wspdtczynnik przy x? jest dodatni.

e e e i il il il il il Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla kazdej liczby
X rzeczywistej.
5x2-2x+1>0 < x<R
Zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest zbior liczb rzeczywistych.

Cwiczenie 2. Naszkicuj wykres funkcji, a nastepnie rozwigz nieréwnosci:
a) x2-1<0 b) x*-1>0

UWAGA: Ujemny wyrdznik nie swiadczy o tym, ze zbidr rozwigzan nieréwnosci jest
pusty. Jedynie informuje nas, ze dana funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych.
Dlatego, rozwigzujac nierownos¢ kwadratowg, zawsze szkicujemy przyblizony wy-
kres odpowiedniej funkcji kwadratowej.

S pr awdZ, czYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
1. Rozwiaz nieréwnos¢:
a) x>0 b) x*<0 c) x*<4
d) x2>9 e) x’>1 f) x*+16>0.




Nieréwnoscei kwadratowe Q7

Rozwigz nieréwnos¢:

a) 0,2x*+x>0 b) 3x2< 8x c) 2(x*+5)<53+1
d —x*+4x-4>0 e) 4x’+4x<1 f) x*+x+2>0.
Rozwigz nieréwnosc:

a) (3x—5)(3x-5)>0 b) %(x—1)2—8<0

c) 2(x-4P+5>0 d) 2x(2x—7) <7(2x-7)

e) 64 < 4(x—5)? f) (x—1)<3(x—1)(x+2).

. Rozwiaz nieréwnos¢:

a) (2x-3)(x+5)>(3x+2)2-21 b) 4x?—20x + 25 < (3x—1)(2x-5)
c) xX*+(5x—2)(3-x)<13x-5 d) (8—x)(-—x—8)—(2x+1)>> 64
e) X*—5x+6>(x—1)+(2x—1)(-2x-1)
f) 2(x—3)>-27<3x(x—2).
Rozwigz nieréwnos¢:

2 _ 2
a) X —4_3x+6<0 b) (x 3)(x+3)>(x+1) ~
2 5 3 2
2
— 1)(2x-1
g PV (s y)(sex)-a0  q) 2e5_(xet)(2x1) g
2 2 4
2
o) 3x+2_(2x—1)(1—2x)<1 f (5—3x)(2x—1)+(x—2) Y
5 10 2 8 2 8
. Podaj przyktad nieréwnosci kwadratowej, ktérej zbiorem rozwigzan jest:
a) przedziat liczbowy <71, 3), b) R— {3},
c) (-0, 2)U(5, +), d) zbiér jednoelementowy {-1}.

Dana jest nieréwno$¢ kwadratowa (2x — 5)(ax + 1) < 0 z niewiadoma x, a # 0.
Czy istnieje liczba a, dla ktérej zbiorem rozwigzan tej nieréwnosci jest:

a) przedziat liczbowy (—3, 2%) b) suma przedziatow (—oo, —4) U (2% +ooJ ?

Odpowiedz? uzasadnij.

. Wyznacz dziedzine funkcji f okreslonej wzorem:

a) f(x)=v-3x*+9x b) f(x)=vVx*+x-2
x+1 X’ —4

=t = d =
) = T s = s

. Wyznacz wszystkie wartosci m, m € R, dla ktérych liczba x nalezy do podane-

go przedziatu liczbowego, jesli:
a) x=m2+3m, x e (4, +o) b) x=-2m?+6m+1, xe(-0,5)
c) x=3-m%,, xe(1,5) d) x=2m?+3m, xe{(-1,9).



3. Funkcja kwadratowa

Zadania prowadzgce do réwnan
i nieréownosci kwadratowych

Przyktad 1.

W tréjkacie prostokatnym ABC kat przy wierzchotku C jest prosty. Wysokos¢ CD dzie-
li przeciwprostokatng AB na takie odcinki AD i DB, ze |DB‘ = 2|AD’ + 1. Wiedzac do-
datkowo, ze |CD\ = ]AD\ + 2, obliczymy pole tréjkata ABC.

Analiza:

Aby obliczy¢ pole P tréjkata ABC, wystarczy obliczy¢ dtugos¢ przeciwprostokatnej AB
i wysokos$¢ CD. Wtedy

P= 1\AB[ -|co|
2

c Przyjmijmy oznaczenia:

|AD|=x, x>0
Wodwczas

x+2 IDB|=2x+1

|cD|=x+2
X . 2x+1 oraz
A D g |AB| = |AD| + |DB|.

UtozZenie i rozwigzanie réwnania:
Ztwierdzenia poznanego w klasie pierwszej — o wysokosci w tréjkacie prostokgtnym
poprowadzonej na przeciwprostokatng — wynika, ze
\co| = JIADI-IDBI, stad |cD]? =|AD||DB
(x+2P=x(2x+1)
X2+3x+4=0 A=25 A =5
x, =4 X,=-1
Liczba —1 nie spetnia warunku x > 0. Mamy wiec
|AD|=4 |DB|=9 |cD|=6 oraz |AB|=13

, zatem

P=1-13-6=39.
2

Sprawdzenie:
Wysokos¢ CD jest o 2 dtuzsza od odcinka AD (6 -4 = 2), podwojona dtugosé od-

cinka AD zwiekszona o 1 jest réwna dtugosci odcinka DB (2 4 +1= 9). Ponadto
JIAD|-|DBl =+/4-9 =6 =|cD|, przeciwprostokatna ma dtugoé¢ 13, a wysokos¢ popro-
wadzona na przeciwprostokatng — 6. Pole trojkata ABC jest wiec réwne

% - 13 -6, czyli 39.

Odpowiedz:
Pole tréjkata ABC jest rowne 39.
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Przyktad 2.

Dwa lata temu pani Alicja Nowak zatozyta dwuletnig lokate, o statym oprocentowa-
niu, wptacajgc do banku 20 000 zt. Kapitalizacja odsetek nastepowata po kazdym
roku oszczedzania. Jakie byto roczne oprocentowanie tej lokaty, jezeli pani Alicja
po dwdch latach oszczedzania ma na tej lokacie, wraz z odsetkami, 20 402 zt? Pomi-
jamy podatek od dochoddéw kapitatowych.

Analiza:

X — oprocentowanie roczne lokaty, wyrazone w utamku dziesietnym, x > 0

20000 + x - 20 000 = (1 +x) - 20000 — kwota (w zt), jakg pani Alicja miata na
lokacie po roku oszczedzania

(1+x)-20000+x-[(1+x)-20000]= - kwota (w zt), jaka pani Alicja ma na lo-

=(1+x)-20000-(1+x) kacie po dwéch latach oszczedzania

Utozenie i rozwigzanie rownania:

(1+x)?-20000=20402 |:20000
(1+x)?=1,0201
1+x=1,01 v 1+x=-1,01
x=001v  x=-2,01
Liczba —2,01 nie spetnia zatozenia x> 0.

Sprawdzenie:
Roczne oprocentowanie lokaty wynosi 1%. Po roku oszczedzania na lokacie znajdo-

wato sie 20 200 zt. Po drugim roku bank dopisat 0,01 - 20 200 (zt) = 202 (zt) odsetek.
Na lokacie znajduje sie obecnie kwota 20 200 + 202 = 20 402 (zt).

Odpowiedz:
Oprocentowanie lokaty wynosito 1% w stosunku rocznym.

Przyktad 3.

W zaktadzie pracy pana Grzegorza zaleznos¢ przychoddw ze sprzedazy od wielkosci

dziennej produkcji wyraza wzér p(n) = 150n, gdzie n oznacza liczbe sztuk wyprodu-

kowanego towaru. Koszty produkcji, w ztotych, okresla zaleznos¢

k(n) = n?+50n + 1600

a) Napiszemy wzér funkcji z(n) — zaleznosci zysku zaktadu od wielkosci dziennej
produkcji, jesli zysk jest roznicg miedzy przychodem zaktadu a kosztami produk-
cji. Nastepnie obliczymy, jaka wielkos¢ produkcji nie powoduje strat finanso-
wych zaktadu.

b) Jaka wielko$¢ dziennej produkcji zapewnia najwiekszy zysk? Jaki jest koszt pro-
dukcji, gdy zysk jest najwiekszy?

aq
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Ad a) Analiza:
Okreslamy wzor funkcji zysku:
2(n) = p(n) — k(n), wiec
z(n) =—n?+100n — 1600
Aby zaktad nie ponosit strat finansowych, zysk musi byé nieujemny.
UtoZenie i rozwigzanie nieréwnosci:
—-n%+100n — 1600 > 0

T4+
A=3600 A =60 /0 s\ n
n,=80 i n,=20

(n €(20;80) An e N) < n e {20,21, ..., 79, 80}.

Odpowiedz:
Aby zaktad nie ponosit strat, powinien wyprodukowac¢ w ciggu dnia co najmniej
20 sztuk i co najwyzej 80 sztuk towaru.

Ad b) Aby obliczy¢, jaka wielkos¢ produkcji zapewnia najwiekszy zysk, wystarczy
wyznaczy¢ argument, dla ktorego funkcja
z(n) = -n? + 100n — 1600
przyjmuje najwiekszg wartos¢ w zbiorze
Z=1{20, 21, ..., 80}.
Mamy:
_10_,
-2
Liczba 50 jest elementem zbioru Z. Obliczmy koszt produkcji 50 sztuk towaru:
k(50) = 502 + 50 - 50 + 1600 = 6600

w

Odpowiedz:
Najwiekszy zysk zapewnia dzienna produkcja 50 sztuk towaru. Wéweczas koszt pro-
dukcji wynosi 6600 zt.

SPVaWdi, CzZYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Suma kwadratéw dwdch liczb réznigcych sie o 5 jest rowna 1313. Wyznacz te
liczby.

2. Wyznacz trzy kolejne liczby nieparzyste, jesli wiadomo, ze réznica kwadratow
najwiekszej i najmniejszej z nich jest o 345 mniejsza od kwadratu srodkowej
liczby.

3. Suma cyfr pewnej liczby dwucyfrowej wynosi 8. Jesli te liczbe pomnozymy
przez liczbe dwucyfrowg o tych samych cyfrach, ale zapisanych w odwrotnej
kolejnosci, to otrzymamy 1855. Wyznacz te liczbe.
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10.

11.

12.

13.

14.

Wyznacz liczbe trzycyfrowg, w ktdrej cyfra jednosci jest o 2 wieksza od cyfry
setek, cyfra dziesigtek jest o 3 mniejsza od cyfry jednosci, zas suma kwadra-
tow wszystkich cyfr tej liczby jest rowna 38.

Wyznacz wszystkie liczby catkowite majgce te wtasnosé, ze réznica kwadratu
tej liczby i liczby o 3 od niej wiekszej jest mniejsza od 27.

Wyznacz wszystkie dwucyfrowe liczby naturalne o sumie cyfr réwnej 6, ktore
spetniajg warunek: iloczyn liczby i jej cyfry dziesigtek jest mniejszy od 120.

lle metrow ptotu potrzeba na ogrodzenie prostokatnej dziatki o polu 1104 m?,
jesli jeden bok tej dziatki jest 0 22 m dtuzszy od drugiego?

Pani Helena chce na swojej dziatce wytyczyé 1m im

prostokatng rabate kwiatowg o stosunku bo-
kéw 2:1. Projekt rabaty przedstawiony jest na
rysunku obok. W czesciach tréjkatnych chce
posadzi¢ gozdziki, zas na pozostatej czesci réze.

Jakie wymiary powinna mie¢ ta rabata, aby po-

wierzchnia przeznaczona na réze byta réwna
10 m??

W tréjkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych jest o 7 cm dtuzsza
od drugiej. Oblicz obwdd tego tréjkata, jesli wiadomo, ze jego pole jest réwne
30 cm?.

Powierzchnia latawca w ksztatcie rombu jest réwna 0,24 m?. Jedna przekatna
tego latawca jest 0 0,2 m dtuzsza od drugiej. Oblicz obwdd tego latawca.

W trdjkacie prostokatnym wysokos¢ poprowadzona na przeciwprostokatng
podzielita jg na dwa odcinki, z ktérych jeden ma dtugos¢ 25 cm, a drugi jest
0 6 cm krotszy od tej wysokosci. Oblicz dtugos¢ wysokosci poprowadzonej
na przeciwprostokatna.

Telewizor plazmowy kosztowat 8000 zt. Po dwukrotnej obnizce ceny, o ten
sam procent, jego cena wynosita 7220 zt. Oblicz, o ile procent obnizano cene
telewizora za kazdym razem.

Dwa lata temu pani Krystyna Kwiatkowska zatozyta dwuletnig lokate o statym
oprocentowaniu, wptacajgc do banku 15 000 zt. Kapitalizacja odsetek naste-
powata po kazdym roku oszczedzania. Jakie byto roczne oprocentowanie tej
lokaty, jezeli pani Krystyna po dwéch latach oszczedzania ma na tej lokacie,
wraz z odsetkami 15 606 zt.

Odcinek AB podzielono na dwie czesci w ten sposdb, ze stosunek kroétszej cze-
Sci tego odcinka do dtuzszej jest rowny stosunkowi dtuzszej czesci do dtugosci

catego odcinka. Wykaz, ze stosunek podziatu jest rowny —

101
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3. Funkcja kwadratowa

Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 3.

Test

1. Wykresem funkcji kwadratowej y = —2(X + 1)2 jest parabola o wierzchotku
w punkcie:
A.(0,-2) B.(1,0) C.(-1,0) D. (-2, 0)

2. Osig symetrii paraboli bedgcej wykresem funkcji y = x>+ 6x — 8 jest prosta o row-
naniu:
A.y=—6 B.x=-3 C.y=-3 D.x=-6

3. Suma miejsc zerowych funkcji kwadratowej y = 2(x— 1)(x + 3) jest réwna:
A.—2 B. 4 C.2 D.4

4. Maksymalny przedziat, w ktérym funkcja kwadratowa y = 73(x + 2)2+ 1 jest
rosnaca, to:
A. (—o0, 1) B. (~o0, -3) C. (-2, +x) D. (o0, -2)

5. Wierzchotek paraboli, bedacej wykresem funkcji y = 0,5(x — 2)(x — 4), ma
wspotrzedne:

1 1 35
A. (3, ——j B.(-3,0) C. (3, —j D. (—3, ——j
2 2 2

6. Wz6r funkcji kwadratowej y =2 — (X + 3)2 w postaci ogdlnej to:
Ay=—x>+6x+11 B.y=—x>—6x—7
C.y=—x’—6x+11 D.y=—x*-6x+7

7. Funkcja kwadratowa y = —x2— 4x — 2 przyjmuje najwiekszg wartos$¢ réwna:
A.-14 B. -4 C.2 D. 10

8. Wykres funkcji y =x>— 2x + 3 przesunieto rownolegle wzdtuz osi OY o 3 jednost-
ki w dot i otrzymano wykres funkcji, ktérej miejscami zerowymi sg liczby:
A.0il B.-1i0 C.0i2 D.-2i0

9. Funkcja kwadratowa y =f(x) przyjmuje wartosci dodatnie wtedy i tylko wtedy,
gdyx € (—4, 1). Zatem funkcja g(x) = —f(x+ 2) przyjmuje wartosci dodatnie tylko
wtedy, gdy:
A. x € (-0, —6) U (-1, +) B. x € (~o0, —2) U (3, +0)
C.xe(-2,3) D.x € (-6,-1)

10. Ktéra z ponizszych funkcji przyjmuje w przedziale (~1, 0) najmniejszg wartos¢
réwng 0 ?
A y=—x B.y=4x’+4x+1 Cy=x*-2x+1 D.y=—x*+4

11. Zbiorem warto$ci funkcji kwadratowej y = —2x>— 4x + 5¢ jest przedziat (foo, -8).

Zatem:

A.c=0 B.c=— C.c=-1 D.c=-2

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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Zadania otwarte

12. Wykresem funkcji kwadratowej f(x) = 1x2+ bx + c jest parabola, ktérej wierz-
chotkiem jest punkt W(3, 0).
a) Oblicz warto$ci wspétczynnikéw bic.  b) Rozwiaz nieréwnosé f(x) < 2.

13. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = —2x2 + 4x. Podaj wzér funkcji, ktérej wykres otrzy-
masz:
a) przesuwajac wykres funkcji fo 3 jednostki w prawo i 5 jednostek w gore,
b) przeksztatcajgc wykres funkcji f w symetrii srodkowej wzgledem punktu

(0,0).

14. Funkcja kwadratowa f ma dwa miejsca zerowe: —8 i 2. Wykres funkcji f przecho-
dzi przez punkt A(-4, 6).
a) Wyznacz zbior wartosci funkc;ji f.
b) Podaj miejsca zerowe funkcji g, okreslonej wzorem g(x) = f(x + 5).

15. Jednym z miejsc zerowych funkcji kwadratowej f jest liczba 5. Maksymalny prze-
dziat, w ktérym funkcja f jest malejaca, to (—oo, 3). W przedziale (-2, 0) najwiek-
sza wartosc tej funkcji jest rowna 10,5. Wyznacz wzor funkcji f w postaci iloczy-
nowej i w postaci kanoniczne;j.

16. Funkcja kwadratowa f(x) = ax®+ bx + ¢, gdzie a # 0, przyjmuje najwieksza war-
tos¢ rowng 9. Wiedzac, ze f(f3) =f(5) = —7, wyznacz wzér funkcji f w postaci
iloczynowej i w postaci ogdlnej.

17. Rozwiaz réwnanie:

a) 3(x—22=9(x-2) b) (x+3)2=4(x-1)> ¢ (2x*-1)*=(x*-5)>

18. Rozwigz nieréwnos¢:

6x—x°

a) 5x+2> b) (x+2)*>6x+2 c) (5-x)(x+3)<o.

19. Wyznacz najmniejszg i najwiekszg warto$¢ wyrazenia x>+ 4x + 5 w przedziale:
a) (-3,1) b) (11, 25).

20. Ksigzka kosztowata 60 zt. Po dwukrotnej obnizce ceny o ten sam procent, cena
ksigzki byta réwna 43 zt 35 gr. lle procent wyniosta kazda z obnizek?

21. Pewien zaktad stolarski produkuje stoty, ktére sprzedaje po 96 zt za sztuke. Zwig-
zek miedzy kosztem produkcji K(x), a liczba x wytworzonych w ciggu dnia stotéw
wyraza wzor K(x) = 5x*+ 6x + 160. Zaktad moze wyprodukowaé dziennie maksy-
malnie 12 stotéw.

a) Wyznacz wzér funkcji, okreslajgcej dzienny zysk zaktadu w zaleznosci od licz-
by wytworzonych stotéw.

b) Oblicz, ile stotéw dziennie powinien produkowac¢ ten zaktad, aby jego pro-
dukcja byta optacalna.

c) Dla jakiej liczby wyprodukowanych w ciggu dnia stotdw zysk zaktadu bedzie
najwiekszy? Oblicz wartos¢ tego zysku.

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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4 Geometria ptaska
o — Okregi i kota

Powtérzenie wiadomosci z geometrii z klasy 1.

W tym temacie przypomnimy definicje symetralnej odcinka i dwusiecznej kata,
podstawowe wtasnosci trojkatow, a takze wazne twierdzenia z geometrii, poznane
w klasie pierwszej. Umieszczone pod twierdzeniami ¢wiczenia pomoga Ci przypo-
mniec zastosowania tych twierdzen do rozwigzywania zadan.

Definicja 1.
Symetralng odcinka nazywamy prostg prostopadta do tego odcinka, dzielgca go
na dwie rowne czesci.

Twierdzenie 1. O symetralnej odcinka
Symetralna odcinka jest zbiorem punktéw rownoodlegtych od koricéw tego od-

cinka.

Cwiczenie 1. Czy punkt C na rysunku ponizej nalezy do symetralnej odcinka AB?
Odpowiedz uzasadnij.

a)

b) c)
¢ c
0,(3) AWB
A m B 10 1
B 4 ¢

Definicja 2.
Dwusieczng kata nazywamy potprostg o poczatku w wierzchotku tego kata, dzie-
laca kat na dwa katy rowne.

W =

Twierdzenie 2. O dwusiecznej kgta
Dwusieczna kata wypuktego jest zbiorem punktéw réwnoodlegtych od ramion

tego kata.
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Cwiczenie 2. Czy punkt P na rysunku ponizej nalezy do dwusiecznej kata BAC?
Odpowiedz uzasadnij.

a) b) c)
C C A

2 a~p B " ! c

A - B

Twierdzenie 3. 0 dwéch prostych réwnolegtych przecietych trzecia prosta
Jezeli dwie proste réwnolegte sg przeciete trzecig prostg, to katy naprzemianle-
gte wewnetrzne sg rowne.

Cwiczenie 3. Ktéra para katéw na rysunku obok
to katy naprzemianlegte wewnetrzne, ktéra — katy
naprzemianlegte zewnetrzne, a ktéra — katy odpo-
wiadajgce? Oblicz kat &, wiedzac ze proste kil sg
réwnolegte.

Twierdzenie 4-.
Jezeli dwie proste tworzg z trzecig prostg katy naprzemianlegte wewnetrzne row-
ne, to sg rownolegte.

Cwiczenie 4. W czworokacie ABCD przekatna AC zawarta jest w dwusiecznej kata
przy wierzchotku A. Wykaz, ze jesli |AD| = |DC, to czworokat ABCD jest trapezem.

Definicja 3.
Tréjkatem nazywamy wielokat, ktéry ma trzy boki.

Twierdzenie 5. Nieréwnoéé tréjkata
W dowolnym trdjkacie diugosé kazdego boku jest mniejsza od sumy dfugosci
dwéch pozostatych bokdw.

C a<b+c i b<a+c i c<a+b
a<b+c i b-c<a i b-c>-a
b a a<b+c i Ib—c|<a
a _
A _ p 8 lb—c<a<b+c

Whiosek: Z trzech odcinkéw majacych dtugosci a, b, c mozna zbudowac tréjkat
wtedy i tylko wtedy, gdy |b - c| <a<b+c
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Przyktad 1.

Wyznaczymy wszystkie liczby ¢, gdzie ¢ > 0, dla ktérych istnieje tréjkat o bokach
majacych dtugosé: 5, ¢, 2c + 1.

Z ostatniego wniosku i z warunkéw zadania mamy:

2c+1-¢[<5<3c+1 i ¢>0
lc+1/<5 i 5<3c+1 i ¢>0
Po rozwigzaniu nieréwnosci otrzymujemy:
1
—-6<c<4 i c>1— i c>0
3 o
S ——
1] o t———t
ce|l-,4 1 >
[3 -6 0 13 4

Z danych odcinkdw mozna zbudowaé tréjkat tylko wtedy, gdy ¢ (1%, 4).

Cwiczenie 5. Boki tréjkata maja dtugoéci: 2 — ¢, 7, 2¢ + 5. Wyznacz liczbe ¢, dla
ktorej dtugosci wszystkich bokéw tréjkata wyrazajg sie liczbami naturalnymi. Dla
wyznaczonej wartosci ¢ podaj dtugosci bokow tego trdjkata.

W tréjkacie wyrdzniamy trzy katy wewnetrzne oraz trzy pary katéw zewnetrznych.
Na rysunku obok kolorem zielonym sg zazna-

czone katy wewnetrzne trojkata, a kolorem
czerwonym — katy zewnetrzne tréjkata.

T O\

Twierdzenie 6.
Suma miar katow wewnetrznych tréjkata jest rowna 180°.

k

a+p+y=180°
< L k|

Twierdzenie 7.
Kat zewnetrzny tréjkata jest rowny sumie dwdéch katéw wewnetrznych nieprzy-
legtych do tego kata.
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0+y=180° oraz
a+f+y=180° wiec
o=a+f

Cwiczenie 6. Wykaz, ze suma miar wszystkich katéw zewnetrznych tréjkata jest
réwna 720°.

Ze wzgledu na katy trojkaty dzielimy na:

a) tréjkaty ostrokatne, ktorych wszystkie katy wewnetrzne sg ostre,

b) trdjkaty prostokatne, ktérych jeden kat wewnetrzny jest prosty, dwa ostre,

c) tréjkaty rozwartokatne, ktorych jeden kat wewnetrzny jest rozwarty, dwa ostre.

Ze wzgledu na dtugosci bokéw trojkaty dzielimy na:

a) tréjkaty réznoboczne, ktére majg wszystkie boki réznej dtugosci,

b) trdjkaty réwnoramienne, ktérych co najmniej dwa boki majg te sama dtugos,
wsrod ktérych wyrdzniamy tréjkaty rownoboczne — trzy boki majg te samg dtu-
gosc.

Wszystkie katy wewnetrzne tréjkata réwnobocznego sg rowne 60°.

Twierdzenie 8.
Jesli dwa boki tréjkata majg rézne dtugosci, to kat lezgcy naprzeciw dtuzszego

boku jest wiekszy.

Cwiczenie 7. Katy wewnetrzne tréjkata sa réwne

a, B, v, zas dtugosci bokow tego tréjkata wynosza od- b a
powiednio a, b, ¢ (patrz rysunek obok). Uzasadnij, ze o i
jeslia<b<c toa<60%iy>60°. c

Twierdzenie 9.
Tréjkat jest rownoramienny wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej dwa katy tego

tréjkata sg rowne.

Cwiczenie 8. W tréjkacie prostokatnym ABC punkt D nalezy do przeciwprostokat-
nej AB. Wykaz, ze jeli |BD|=|cD|, to |cD|=|AD|.
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108 4. Geometria ptaska — okregi i kota

Definicja 4-
Wysokoscig tréjkata nazywamy odcinek, ktéry tgczy wierzchotek tréjkata z pro-
stg zawierajgcy przeciwlegty bok i ktéry jest prostopadty do tej proste;j.

Kazdy trojkat ma trzy wysokosci. Wysokosci tréjkata lub ich przedtuzenia przecinajg
sie w jednym punkcie, ktdry nazywamy ortocentrum.

Cwiczenie 9. Narysuj trzy tréjkaty réznoboczne: tréjkat ostrokatny, tréjkat pro-
stokatny i tréjkat rozwartokatny. W kazdym tréjkacie poprowadz trzy wysokosci i za-
znacz ortocentrum.

Definicja 5.
Srodkowa tréjkata nazywamy odcinek faczacy wierzchotek tréjkata ze $rodkiem
przeciwlegtego boku.

|AD| = |DB|
CD - $rodkowa

A i D B

Twierdzenie 10. Cechy przystawania tréjkgtéw

1. (bbb) Jezeli dtugosci trzech bokéw w jednym trojkacie sg odpowiednio réwne
dtugosciom trzech bokéw w drugim tréjkacie, to te trojkaty sg przystajace.

2. (bkb) Jezeli dwa boki i kat miedzy tymi bokami w jednym tréjkacie sg réwne
odpowiednio dwédm bokom i katowi miedzy tymi bokami w drugim tréjkacie,
to te tréjkaty sg przystajace.

3. (kbk) Jezeli bok i dwa przylegte do niego katy w jednym tréjkacie sg odpo-
wiednio réwne bokowi i dwdm przylegtym do niego katom w drugim tréjka-
cie, to te trojkaty sg przystajgce.

Cwiczenie 10. Wykaz, ze Srodkowa tréjkata rownoramiennego poprowadzona
z wierzchotka kata miedzy ramionami jest jednoczesnie wysokoscia tego trojkata.

Cwiczenie 11. Wykaz, ze w tréjkacie rwnoramiennym wysokosci poprowadzone
z wierzchotkéw przy podstawie sg réwne.

Cwiczenie 12. Wykaz, ze w trojkgcie rownoramiennym srodkowe poprowadzone
z wierzchotkéw przy podstawie majg takg samg dtugosc.



Powtérzenie wiadomosci z geometrii z klasy 1.

Twierdzenie 11. Twierdzenie Pitagorasa
Jezeli tréjkat jest prostokatny, to kwadrat dtugosci przeciwprostokatnej jest réw-
ny sumie kwadratéw dtugosci przyprostokagtnych.

Przyktad 2.

Wyznaczymy wysokos¢ CD trdjkata rozwartokgtnego ABC, wiedzac, ze |AB| =9,
|BC| =10, |AC| = 17.

C Ztwierdzenia 8. wynika, ze kat rozwarty znajduje sie
naprzeciw najdtuzszego boku, w tym przypadku na-
17 przeciw boku AC.
10 |h
9 X /- WprowadZmy oznaczenia: |CD| =h,
A B D

BD| = x.

Stosujemy dwukrotnie twierdzenie Pitagorasa: do tréjkata BDC i do tréjkata ADC.
h?+x2=10> oraz h?+(x+9) =172
h?=100-x*> oraz h?=289 —(x+9)

Poréwnujemy prawe strony dwdch ostatnich rownosci i otrzymujemy réwnanie
100 —x* =289 — (x + 9)?,

ktérego rozwigzaniem jest liczba 6. Nastepnie obliczamy wysokos$¢ CD:
h?=100-36 =64
h=8.

Wysokos¢ CD jest rowna 8.

Cwiczenie 13. Wyznacz pozostate wysokosci tréjkata ABC z ostatniego przyktadu.

Twierdzenie 12. Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa
Jezeli dtugosci bokdw a, b, ¢ tréjkata spetniajg zalezno$é a? + b2 = ¢?, to trojkat jest
prostokatny, przy czym bok dtugosci c lezy naprzeciw kata prostego.

Cwiczenie 14. W tréjkacie ABC dane s3 diugosci bokéw: ]AB\ =24,
lac|=7.

a) Wykaz, ze tréjkat ABC jest prostokatny.

b) Oblicz dtugosc¢ srodkowej CD.

B(| = 25,

Twierdzenie 13. O srodkowych w tréjkacie
W dowolnym trdéjkacie trzy sSrodkowe przecinajg sie w punkcie, ktory dzieli kazdg
z nich w stosunku 1 : 2.
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Punkt przeciecia sie Srodkowych w tréjkacie nazywamy srodkiem ciezkosci tréjkata.

Cwiczenie 15. Narysuj trzy trojkaty réznoboczne: tréjkat ostrokatny, tréjkat pro-
stokatny i tréjkat rozwartokatny. W kazdym tréjkacie poprowadz trzy srodkowe
i zaznacz $rodek ciezkosci.

Przyktad 3.

Punkt S jest srodkiem ciezkosci tréjkata rownoramiennego ABC, ktérego boki majg
dtugos¢: |AB| = 10, |AC| = |BC| = 13. Wyznaczymy odlegto$¢ punktu S od wierzchot-

ka C.
, . o C
Na rysunku obok srodkowe CD i AE przecinajg sie
w punkcie S.
Tréjkat ABC jest rownoramienny, wiec srodkowa 13 E
CD jest jednoczesnie wysokoscig tréjkata. S
AE—+ D. —B

Wyznaczamy dtugosé srodkowej CD:

|CD|2 = ’AC|2 — |AD|2 — z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata ADC
|cDP? =132 -52=144, |cD|>0
\cD| =12
Punkt S dzieli srodkowa na odcinki CS i SD w stosunku 2:1, stad
|cs| = E]CD,
3
wiec
lcs|=8

Odlegtosc srodka ciezkosci tréjkata ABC od wierzchotka C jest rowna 8.

Cwiczenie 16. Wyznacz odlegtos¢ punktu S od wierzchotka A z przyktadu 3., a na-
stepnie oblicz dtugos¢ srodkowej AE.

Twierdzenie 14. Twierdzenie Talesa

Jezeli ramiona kata AOA, lub ich przedtuzenia przetniemy dwiema prostymi réw-
nolegtymi AA, i BB,, to stosunek dtugosci odcinkdw wycietych przez te proste
na ramieniu OA lub na jego przedtuzeniu jest rowny stosunkowi dtugosci odpo-
wiednich odcinkdw na ramieniu OA, lub na jego przedtuzeniu.




Powtérzenie wiadomosci z geometrii z klasy 1.

a) pr.AA, | pr. BB, b) pr. AA, | pr. BB,

oA] _ |oa,|
48] |A8,|

e 91_J0A]

08| |o8,]

Cwiczenie 17. Przy zatozeniach twierdzenia Talesa (zobacz rysunek powyzej) wy-
lagl _|A8|

losl |oB,|

kaz, ze

Cwiczenie 18. Na rysunku obok
odcinki AB i CD s3 rownolegte.
Oblicz x.

Whiosek z twierdzenia Talesa:
Przy zatozeniach twierdzenia Talesa (patrz rysunek do tw. Talesa) stosunek dtu-
gosci odcinkéw utworzonych na obu prostych réwnolegtych jest rdwny stosunko-
wi dtugosci tych odcinkdw na kazdym z ramion, ktérych koricem jest wierzchotek
kata, czyli:

|AA,| _ |OA| _ |oA,|

B8,| |o8| |08,

Udowodnimy powyzszy wniosek. Rozwazmy kat potozony tak, jak na rysunku a)
do twierdzenia Talesa.

Przez punkt A prowadzimy prostg rownole-
gta do ramienia OB;”, ktdra przecina prostg
BB, w punkcie C. Rozpatrzmy kat OBB,, kto-
rego ramiona przecinajg proste ACi OB,. Na
mocy réwnosci z ¢wiczenia 17. otrzymujemy
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M = M ale
8, los
CB,| = |AA; Czworokat AA,B,C jest rownolegtobokiem.
CB.| = A4
wiec
||221|| = % co konczy dowdd.
1
Przyktad 4.

W tréjkacie ABC sSrodkowe AD i CE przecinajg sie w punkcie P. Odcinek DF jest row-
nolegty do srodkowej CE i F € AB. Wykazemy, ze |DF| : |PE| =3:2.

C Zatozenie:
CE, AD — srodkowe trojkata ABC
F € AB, DF|| CE

Teza:
IDF| : |PE|=3:2

A E F B

Dowdd: Z twierdzenia o srodkowych w tréjkgcie mamy:

|PD| 1 .
L ==, stad |AP|=2|PD| i |AD|=3|PD|.
|AP| 2
Z zatozenia DF || CE wynika, ze DF || PE. Z wniosku z twierdzenia Talesa otrzymujemy:
2 e O .l B O
PE| ~ |aP|’ PE| ~ 2|PD| 2

co koriczy dowdd.

Twierdzenie 15. O odcinku taczgcym Srodki bokéw tréjkata
Jesli w tréjkacie potgczymy srodki dwdch bokdw, to powstaty odcinek jest rowno-
legty do boku trzeciego i jego dtugosc jest rowna potowie dtugosci boku trzeciego.

Zatozenie: Teza:
C
DE || AB
D 1
IDE[ = - 1AB]




Powtérzenie wiadomosci z geometrii z klasy 1.

Cwiczenie 19. w czworokacie wypuktym ABCD przekatne majg dtugosc:
|AC| =5cm, BD| =6 cm. Wykaz, ze czworokat, powstaty z potgczenia kolejno srod-
kéw bokow czworokata ABCD, jest rownolegtobokiem, a jego obwdd jest réwny
11 cm.

Twierdzenie 16. Cechy podobieristwa tréjkgtéw
1. (bbb) Jezeli dtugosci bokow trojkata ABC sg proporcjonalne do odpowiednich

A8 _[BG| _IAG
|AB|  |Bc|  |AC

dtugosci bokow tréjkata A;B,C,, czyli , to te tréjkaty sa

podobne.
2. (bkb) Jezeli dtugosci dwdch bokow trojkgta ABC sg proporcjonalne do od-
i e o |AB,| _|B.C|
powiednich dtugosci dwéch bokéw tréjkata A,B,C,, czyli |A—m = |BC , oraz

katy miedzy tymi bokami sg réwne, to te trojkaty sg podobne.
3. (kkk) Jezeli dwa katy tréjkata ABC sq odpowiednio rowne dwom katom tréj-

kata A;B,C,, to te tréjkaty sg podobne.

A8 _[BC _[AC]
|AB|  |BC| |AC
A,B,C, do tréjkata ABC.

Dodatnig liczbe k, k= , hazywamy skalg podobienstwa tréjkata

Przyktad s.
4
Trojkat A,B,C, jest podobny do tréjkata ABC w skali E Obliczymy, o ile procent ob-

wod tréjkata ABC jest wiekszy od obwodu tréjkata A,B,C;.

Niech a, b, c oznaczajg dtugosci bokéw trdjkata ABC, L, L, — obwody tréjkatéw od-

4
powiednio ABCi A,B,C,. Boki tréjkata A,B,C, podobnego do tréjkata ABC w skali E

4 4 4
majg odpowiednio dtugos¢: —a, —b, —c.
5 5°5
Obliczamy:
4 4 4 4 4
Ly=—a+—b+—c=—(a+b+c)=—L, stad
5 5 5 5 5

5
L=21,=1,25L
4 1 1

Obwdd tréjkata ABC jest o 25% wiekszy od obwodu tréjkata A,B,C;.
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Cwiczenie 20. W tréjkacie ABC wysokoé¢ CD podzielita podstawe AB na odcinki
majgce dtugos¢ 3 cm i 12 cm. Wiedzac, ze wysokos¢ CD ma dtugosé 6 cm, wykaz,
ze trojkat ABC jest prostokatny.

Cwiczenie 21. Wykaz, korzystajgc z podobienstwa odpowiednich tréjkatow, ze
w tréjkacie prostokgtnym wysokos¢ h poprowadzona z wierzchotka kata prostego

dzieli przeciwprostokatna na odcinki majace dtugosc¢ c;, c,, dla ktérych h=/c, - c, .

Cwiczenie 22. W tréjkacie réwnoramiennym ABC, |AC| = | BC|, wysokoéé BD po-
dzielita ramie AC na odcinki majgce dtugosé¢ 4 cm i 6 cm, liczagc od wierzchotka A.

Jaka dtugos¢ ma podstawa AB tego tréjkata?

SpVaWdi, czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Dane sg dtugosci bokdw trojkata ABC: |AB| = 14, |BC| = 15, |AC| = 13. Oblicz

wysoko$¢ poprowadzong z wierzchotka C.

W tréjkacie ABC dane sa: |AC| = 3v2, |<(BAC| = 45°, |<(CBA| = 60°. Oblicz:
a) obwadd tréjkata ABC b) wysokosci tego trojkata.

Oblicz dtugos¢ srodkowej tréjkata ABC poprowadzonej z wierzchotka C, jesli:
a) |AB| =10, |BC| =8, |AC| =6 b) |AB| = |AC| =20, |BC| = 32.

W tréjkacie prostokatnym ABC wysokos¢ AD dzieli najdtuzszy bok BC na od-
cinki dtugosci: |CD| = 1 oraz |DB| = 4. Wyznacz wysokos$¢ DE trojkata ABD.

Na rysunku obok punkty K'i L sg Srodkami bokéw ADiAB D C
prostokgta ABCD. Odcinki KC i LC przecinajg przekatng M

DB w punktach M i N. Wiedzac, ze |AB| = 24 oraz K A
|BC| =18, oblicz |KL| oraz |MN|.

A L B
W tréjkacie réwnoramiennym ABC, |AB| = |AC| oraz |<(BAC| = 36°. Wykaz,
ze dwusieczna kata przy podstawie dzieli tréjkat ABC na dwa trdjkaty rowno-
ramienne.

Na rysunku obok punkty A, B, C sg wspodtliniowe, a tréjkaty ABE i BCD sg row-
noboczne.
a) Wykaz, ze |AD| = |EC|. E
b) Wykaz, ze jesli proste AB i ED przecinajg

sie w punkcie Poraz |AB| =ai |BC| = b, 5

2
to |CP| = 2.
a—b
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Okrag. Potozenie prostej i okregu

Definicja 1.

Okregiem o srodku O i promieniu r, r > 0, nazywamy zbidr wszystkich punktéw
ptaszczyzny, ktérych odlegtosé od punktu O jest réwna r. Taki okrgg oznaczamy
symbolem o(O, r).

Promieniem okregu nazywamy réwniez odcinek tgczacy srodek okregu z dowol-
nym punktem tego okregu.
Okrag o promieniu r ma dtugos$¢ réwna 2mr.

Czes¢ okregu, wyznaczona przez dwa punkty okregu wraz tuk
z tymi punktami, jest tukiem okregu. Zauwaz, ze dwa punkty

okregu wyznaczajg dwa tuki. -
promien

0
Cieciwg okregu nazywamy odcinek tgczgcy dwa dowolne

punkty okregu. Cieciwa przechodzaca przez srodek okregu
jest érednica tego okregu. Srednica jest dwa razy dtuzsza od
promienia.

Twierdzenie 1.
Jesli promien okregu przechodzi przez srodek cieciwy, to jest prostopadty do tej
cieciwy.

Zatozenie: A

o(O, r) — dany okrag Q
AB — cieciwa okregu o(O, r) b
S —érodek cieciwy AB B
|<0SB| =«

Teza: a=90°

Dowdd: Rozpatrujemy tréjkaty AOS i BOS. Mamy:
|AS| = |BS| -z zafozenia
0OS — wspadlny bok trojkagtow AOS i OBS oraz
|AO| = |BO| — promienie okregu
Z cechy (bbb) otrzymujemy:
AAOS = ABOS.
Zatem katy przylegte OSA i OSB sg rowne, wiec
|<<OSA| = |<0SB| = a = 90°, co koriczy dowdd.
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Twierdzenie 2.
Jesli promien okregu jest prostopadty do cieciwy, to dzieli te cieciwe na potowy.

Zatozenie:
o(O, r) — dany okrag A
AB — cieciwa okregu Q\
PcAB |<OPB|=90° -,
Teza:
|AP| = |PB|

Cwiczenie 1. Udowodnij twierdzenie 2.

Dtugos¢ odcinka tgczgcego srodek okregu ze srodkiem cieciwy tego okregu nazywa-
my odlegtoscia srodka okregu od cieciwy.

Przyktad 1.
Okrag ma promien rowny 8,5. Wyznaczymy odlegtos¢ cieciwy AB od srodka O tego
okregu, wiedzgc, ze jej dtugosc jest rowna 15.

A Na rysunku obok prowadzimy promien prostopadty do cie-
?‘ ciwy AB, ktéry przecina te cieciwe w punkcie S. Z twierdze-

7 5 nia 2. wynika, ze |AS| = |BS].
Obliczamy:
|AS|=7,5
|OS|2 = (8,5)2 — (7,5)2 =16 — z twierdzenia Pitagorasa

|0s| =4, bo|0s| >0
Odlegtos¢ cieciwy AB od srodka okregu jest rowna 4.

Cwiczenie 2. Okrag ma diugos¢ 20m. Oblicz dtugoéé cieciwy tego okregu, jesli jej
odlegtos¢ od srodka okregu jest rowna 8.

Wzajemne potozenie prostej i okregu
Prosta i okrgg moga sie znajdowaé w nastepujgcych potozeniach wzgledem siebie:

a) Prosta ma tylko jeden punkt wspdlny z okregiem.

b) Prosta ma dwa punkty wspdlne z okregiem. g

c) Prosta nie ma punktow wspdlnych z okregiem.




Okrgg. Potozenie prostej i okregu

Definicja 2.

Prostg, ktéra ma tylko jeden punkt wspdlny z okregiem, nazywamy styczng do
okregu w tym punkcie. Punkt wspdlny prostej i stycznej nazywamy punktem
stycznosci prostej i okregu.

Twierdzenie 3.
Prosta jest styczng do okregu wtedy i tylko wtedy, gdy promien poprowadzony do
punktu wspdlnego prostej i okregu jest prostopadty do proste;j.

Twierdzenie 4.
Prosta jest styczng do okregu wtedy i tylko wtedy, gdy odlegtos¢ srodka okregu

od tej prostej jest rowna promieniowi tego okregu.

Z punktu, ktérego odlegtosc od Srodka okregu jest mniejsza niz promien, nie mozna
poprowadzi¢ zadnej stycznej. Z punktu lezgcego na okregu mozna poprowadzié jed-
ng styczng do okregu.

Cwiczenie 3. Za pomoca cyrkla i linijki skonstruuj styczng do okregu w danym

punkcie A nalezgcym do okregu o $Srodku O. Pomogg Ci nastepujgce wskazéwki:

1. Poprowadz prostg OA.

2. Na prostej OA wyznacz punkt B tak, aby punkt A byt Srodkiem odcinka OB.

3. Poprowadz symetralng odcinka OB. Jest to szukana styczna.

4. Poprawnos¢ konstrukcji wynika bezposrednio z wtasnosci symetralnej odcinka
i z twierdzenia 3.

Z punktu, ktérego odlegtos¢ od srodka okregu jest wieksza niz promien,, mozna po-
prowadzi¢ dwie styczne. Konstrukcje tych stycznych poznasz w temacie ,Wybrane
konstrukcje geometryczne” na str. 145.

Proste ACi BC sg styczne do okregu o(O, r).

Kat wypukty ACB nazywamy katem, pod ktérym
widac okrag o(O, r) z punktu C.
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Twierdzenie 5. O odcinkach stycznych

Odcinki dwéch stycznych, poprowadzonych do okregu z punktu, ktérego odle-
gtos¢ od srodka okregu jest wieksza niz promien — wyznaczone przez ten punkt
i odpowiednie punkty stycznosci — majg te sama dtugosc.

Zatozenie:
o(O, r) —dany okrag
loP| > r
PA, PB — styczne do okregu o(O, r)
w punktach A, B
Teza:
|AP| = |BP|

Cwiczenie 4. Przepisz powyzsze twierdzenie do zeszytu i poprowadz na swoim
rysunku odcinek OP. Nastepnie udowodnij to twierdzenie.

Przyktad 2.

Proste LM, KL i KM sg styczne do okregu, odpo-
wiednio w punktach A, B, C, jak na rysunku obok.
Wiedzac, ze |KC| = 23 cm, obliczymy obwdd tréj-
kata KLM.

K L\ B

Stosujemy trzy razy twierdzenie o odcinkach stycznych i otrzymujemy:

Kc| = |KB| IMA| = |mc| ILA| = |LB|.
Obliczamy obwdd trojkata KLM:

KL| + |LM| + |[KM| = |KL| + |LA| + |MA| + [KM| =

=|KL| + |LB| + |mCc]| + |[kM| = |KB| + |KC| = 2|KC].

2|kc|=2-23=46.
Obwdd trojkata KLM jest rowny 46 cm.

Cwiczenie 5. Okrag na rysunku obok jest stycz- c

ny do kazdego boku tréjkata ABC, odpowiednio 10

w punktach D, E, F. Wiedzac, ze |AD| =5, |BE| = 15 E

i |EC| = 10, wyznacz obwéd tréjkata ABC. - 1s
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Definicja 3.
Sieczng okregu nazywamy prostg, ktéra ma dwa punkty wspdlne z danym okre-
giem.

Twierdzenie 6.
Prosta jest sieczng okregu wtedy i tylko wtedy, gdy odlegtos¢ srodka okregu od tej
prostej jest mniejsza od promienia okregu.

Prosta jest roztgczna z okregiem wtedy, gdy nie ma z nim punktéw wspdlnych.

Twierdzenie 7.
Prosta jest roztgczna z okregiem wtedy i tylko wtedy, gdy odlegtosc srodka okregu
od tej prostej jest wieksza od promienia okregu.

a>r

Cwiczenie 6. Dany jest okrag o(O,\/g) oraz prosta k, ktorej odlegtos¢ od punktu O
jest rowna d. Ustal potozenie prostej k wzgledem okregu o, jesli:

a)d=2,5 byd=mn—1 ) d=0,5v20

Przyktad 3.

Dany jest okrag o srodku O i promieniu a oraz prosta k, ktorej odlegtosc d od punktu
O jest réwna 12 — 2a. Wyznaczymy wszystkie wartosci a, dla ktérych prosta k jest:
a) styczng do okregu b) sieczng okregu c) roztgczna z tym okregiem.

Aby istniat okrag o(O, a) i zeby prosta k znajdowata sie w odlegtosci 12 — 2a od
punktu O, muszg by¢ spetnione dwie nieréwnosci:

r>0id >0, stad mamy:

a>0 i 12—-2a>0.
Zatem okreslanie potozenia prostej k i okregu o ma sens tylko wtedy, gdy a € (O, 6).
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Ad a) Prosta k jest styczna do okregu, jesli d = r. Rozwigzujemy réwnanie:
a=12-2a i ae(0,6)
a=4

Prosta k jest styczng do okregu tylko wtedy, gdy a = 4.

Ad b) Prosta k jest sieczng danego okregu, jesli d < r. Otrzymujemy:

12-2a<a i ae(0,6)
a>4
a € (4, +o) i ae(0,6)

Czescig wspodlng przedziatow (4, +oo) i (0, 6) jest przedziat (4, 6).
Prosta k jest sieczng okregu tylko wtedy, gdy a € (4, 6).

Ad c) Prosta k jest roztgczna z okregiem, jesli d > r. Mamy:

12-2a>a i ae(0,6)
a<4

Zatem a € (—0,4) N (0, 6), czyli a € (0, 4).
Prosta k jest roztaczna z okregiem tylko wtedy, gdy a € (O, 4).

SPVaWdi, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1.

Okrag podzielono na 6 réwnych tukéw, kazdy dtugosci 1,5m. Wyznacz pro-
mien tego okregu.

tuk okregu o promieniu r ma dtugos¢ /. Wyraz w procentach, z doktadnoscig
do 1%, jaka czes¢ okregu stanowi ten fuk, jesli:

a) r=5, I=3xn b) r=10, /=30

Odlegtos¢ cieciwy AB od srodka okregu jest mniejsza o 2 cm od promienia
okregu. Wyznacz promien, wiedzac, ze cieciwa ma dtugos$é¢ 12 cm.

Cieciwa okregu ma dtugos¢ 2+/3 i dzieli promien prostopadty do niej na poto-
wy. Oblicz dtugosc¢ okregu.

Srednica okregu jest réwna V8. Ustal, czy prosta k jest sieczng okregu, stycz-

ng do okregu, czy jest roztgczna z okregiem, jesli odlegtos¢ prostej k od srodka
okregu jest rowna:

a) 1 b) 305 ¢) -2 d) %

Na rysunku obok prosta AB jest styczna w punkcie A 12 B

B do okregu o promieniu 9. Z punktu A, odlegte-

go od punktu B o 12, poprowadzono sieczng przez K 9
Srodek okregu, ktdra przecieta okrgg w dwdch

punktach: K'i L. Wyznacz odlegtosci tych punktéw

od stycznej AB.



Okragg. Potozenie prostej i okregu

10.

11.

12.

13.

14.

Odcinki AB i BC sg cieciwami okregu o srodku O i promieniu r. Wykaz, ze jedli
|AB| = |BC| =, to sieczne AB i OC sa réwnolegte.

Miara kata utworzonego przez dwa promienie okregu wynosi 150°. Pod jakim
katem widac ten okrag z punktu przeciecia stycznych poprowadzonych z kon-
cow tych promieni?

Z punktu zewnetrznego A poprowadzono styczne AB i AC do okregu o srodku
w punkcie O, przy czym punkty B i C to punkty stycznosci. Wykaz, ze jesli mia-
ra kagta miedzy stycznymi réwna sie mierze kata zawartego miedzy promienia-
mi poprowadzonymi ze srodka okregu do punktéw stycznosci, to czworokat
ABOC jest kwadratem.

Na rysunku obok prosta AB jest styczna do M C

okregu w punkcie B, prosta AC jest styczna A
do okregu w punkcie C i prosta MN jest

styczna do okregu w punkcie P. Wiedzac, P
ze obwadd tréjkata ABC jest rowny 15 cm,

za$ obwadd tréjkata ANM jest réwny 11 cm, B
oblicz dtugos¢ cieciwy BC.

Na rysunku obok dany jest tréjkat prosto-
katny ABC, <XABC| = 90°, oraz poétokrag
o srodku w punkcie O i promieniu réw-
nym 3. Przeciwprostokatna AC zawiera sie
w stycznej do okregu w punkcie P. Wie-
dzac, ze |AP| = 4, oblicz obwdd tréjka-
ta ABC.

Dany jest okrag o promieniu 3 cm oraz trzy proste k, /, m réwnolegte do sie-
bie. Prosta k jest sieczng okregu, prosta / — styczng do okregu, zas prosta m
jest roztgczna z okregiem. Odlegtos¢ miedzy prostymi k, | jest rGwna 2 cm,
a odlegto$¢ miedzy prostymi ki m wynosi 7 cm. Oblicz odlegtos¢ prostej m
od srodka okregu. Rozwaz dwa przypadki potozenia prostej m.

Dany jest okrag o(O, a) i prosta k, ktérej odlegtos¢ od punktu O jest réwna
2a — 3. Wyznacz wzajemne potozenie prostej i okregu w zaleznosci od warto-
sci a.

Dany jest okrgg o promieniu 9 + a i prosta k, ktérej odlegtos¢ od srodka okre-

gu jest rdwna 8 — 2a. Wyznacz wszystkie wartosci a, dla ktérych prosta k ma
co najmniej jeden punkt wspdlny z okregiem.
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Wzajemne potozenie dwéch okregow

Omoéwimy wzajemne potozenie dwéch okregéw. Dwa okregi lezgce na ptaszczyznie
moga miec nastepujace potozenie wzgledem siebie:

a) Okregi sg roztgczne zewnetrznie. O O
b) Okregi sg styczne zewnetrznie. @

c) Okregi sie przecinaja. @
d) Okregi sg styczne wewnetrznie. @

e) Okregi sg roztagczne wewnetrznie.

Okregi nazywamy roztgcznymi zewnetrznie wtedy, gdy kota wyznaczone przez te
okregi nie majg punktéw wspdlnych.

Twierdzenie 1.
Okregi 0(01, rl) i 0(02, r2) sg rozfaczne zewnetrznie wtedy i tylko wtedy, gdy

10,0,| > r, +1,.
‘ ‘ |0102|>r1+r2

Okregi nazywamy stycznymi zewnetrznie wtedy, gdy kota wyznaczone przez te
okregi majg tylko jeden punkt wspdliny.

Twierdzenie 2.
Okregi o(Ol, rl) i 0(02, rz) sg styczne zewnetrznie wtedy i tylko wtedy, gdy
|O102| =rtr.

|0102| =rtr
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Okregi nazywamy przecinajacymi sie wtedy, gdy maja tylko dwa punkty wspdlne.

Twierdzenie 3.
Okregi 0(0,, r;) i 0(0,, r,) przecinaja sie wtedy i tylko wtedy, gdy
|r1—r2‘ < ‘0102| <rpth.

TN lr,—r,1 <10,0,] <r, +r,

‘I

Okregi nazywamy stycznymi wewnetrznie wtedy, gdy majg tylko jeden punkt wspol-
ny i jeden z okregéw zawiera sie w kole wyznaczonym przez drugi okrag.

Twierdzenie 4-
Okregi 0(0,, r,) i 0(0,, r,) s3 styczne wewnetrznie wtedy i tylko wtedy, gdy
10,0,| = |r,— ;| 2 0.

|0102| = |r1_r2| #0

Okregi nazywamy rozfagcznymi wewnetrznie wtedy, gdy nie majg punktéw wspol-
nych i jeden okrag zawiera sie w kole wyznaczonym przez drugi okrag.

Twierdzenie 5.
Okregi o(Ol, rl) i 0(02, r2) sg roztgczne wewnetrznie wtedy i tylko wtedy, gdy
10,0,] <|r,—r)|.

|0102| < |r1_r2|

Jesli okregi majg wspdlny srodek, to mowimy, ze sg to okregi wspoétsrodkowe.
Okregi o, i 0, sie pokrywaja wtedy, gdy sg wspoétsrodkowe i majg réwne promienie.
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Przyktad 1.
Ustalimy potozenie okregéw o(A, r;) oraz o(B, r,) wzgledem siebie jesli:
a) ]AB]zl,rlzz,r2=3 b) AB\=3,r1=4,r2=2.

Ad a) Zauwazamy, zer,—r, =3 -2 =1 oraz ]AB\ = 1. Zatem ]AB\ = ]rl - r2|.

Okregi sg styczne wewnetrznie.

Ad b) Obliczamy sume i réznice promieni: r; + r,=6 oraz r, — r, = 2. Stwierdzamy, ze
|r1 — rz\ < |AB| <r +r,.

Okregi sie przecinaja.

Cwiczenie 1. Jak sg potozone wzgledem siebie okregi o(P, rl) oraz o(Q, rz), jesli:
a) |PQl=12,r,=3-1,r,=3+1  b) |PQl=1,r,=3,r,=5?

Przyktad 2.

Dwa okregi 0(01, rl) i 0(02, r2) sg styczne zewnetrznie do
siebie i oba sg styczne wewnetrznie do okregu 0(03, r3) —jak

na rysunku obok. Obwdd tréjkata 0,0,0; jest réwny 14 cm.
Obliczymy r;. ']
. . A
Wyznaczamy dtugosci bokéw tréjkata 0,0,0;:
|0102| =r+r — okregi sg styczne zewnetrznie
|OlO3| =r—r — okregi sa styczne wewnetrznie, r; > r;
|OZO3| =r;—r, — okregi sa styczne wewnetrznie, r; > r,

Obliczamy obwdd tréjkata 0,0,0:

|0102‘ + ‘0203| + |0103| =(ry+ 1) +(rs— 1) +(rs—ry) =215,
Zatem 2r;=14, stad r;=7.
Najwiekszy okragg ma promien réwny 7 cm.

Cwiczenie 2. Trzy okregi o promieniu r s3 parami
styczne zewnetrznie, jak na rysunku obok. Odlegtosé
srodka kazdego okregu od punktu stycznosci dwdch po-
zostatych okregéw jest rdwna 3. Wyznacz ich promienie.

Zastanowimy sie teraz, ile wspdlnych stycznych mozna poprowadzi¢ do dwdch okre-
géw, w zaleznosci od potozenia tych okregdw wzgledem siebie.

Jesli okregi sg roztgczne wewnetrznie, to dowolna styczna mniejszego okregu jest
jednoczesnie sieczng wiekszego okregu. W tym przypadku okregi nie majg wspdlnej
stycznej. Pozostate przypadki sg przedstawione na ponizszych ilustracjach:
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a) Okregi styczne wewnetrznie majg
tylko jedng wspdlng styczna.

b) Okregi, ktdre sie przecinaja,
majg dwie wspdlne styczne.
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c) Okregi styczne zewnetrznie
majg trzy wspodlne styczne: dwie
zewnetrzne i jedng wewnetrzna.

d) Okregiroztgczne zewnetrznie
majg cztery wspdlne styczne: dwie
zewnetrzne i dwie wewnetrzne

Przyktad 3.

Do dwéch okregéw o(A, 1) oraz o(B, 3) roztacznych zewnetrznie poprowadzono
wspolng styczng wewnetrzng, jak na rysunku ponizej. Wiedzgac, ze ]AB] =6, obliczy-

my odlegtos¢ miedzy punktami stycznosci tej stycznej i danych okregdw.

Talesa:
|Am|  |PA| 1 |PA
—_— =, czyli —
Ing|  |PB 3 6-|PA|

3|PA|=6—|PA|, stad |PA|=1,5.

Niech odcinek AB przecina sie ze styczng we-
wnetrzng dwoéch danych okregdw w punkcie P,
punkty M i N to odpowiednio punkty stycznosci
tej stycznej z danymi okregami.

Z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie PAM mamy
IPMPP=1,52-12, stad |PM|=0,5/5.

Na koniec obliczamy |MN]. Mozemy, na przyktad, zastosowac twierdzenie Talesa:

M = M, stad otrzymujemy:

lPM|  |AP

Szukana odlegtosé jest rowna 2\/5.

IMN| _6
0,55 1,5

wiec  |MN|= 2\5.

Zauwaz, ze |[TAMP| = |<<BNP| = 90°, wigc promie-
nie AM i BN sg réwnolegte.
Wyznaczamy najpierw diugosé odcinka PA, korzystajgc z wniosku z twierdzenia
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Przyktad 4.

Dane sg dwa okregi styczne zewnetrznie w punkcie A oraz styczna zewnetrzna
do tych dwdch okregdw, przy czym punkty B i C sg punktami stycznosci stycznej
z tymi okregami. Wykazemy, ze sSrodek odcinka BC lezy w takiej samej odlegtosci
od punktu A, jak od punktéw Bi C.
Zatozenie:

0,, 0, — okregi styczne zewnetrznie w punkcie A

BC - styczna zewnetrzna do okregéw o,, o,

w punktach Bi C

S —érodek odcinka BC, |BS| = |CS]|
Teza: |BS|=|AS]
Dowdéd:
c Przez punkt A prowadzimy styczng wewnetrzng
B P do obu okregdw, ktdra przecina sie ze styczng ze-
wnetrzng w punkcie P.
A . Z twierdzenia o odcinkach stycznych wynika, ze
BP| = |AP| i |PC| =|AP|. W szczegblnosci
BP| = |P(C].

Zatem punkt S pokrywa sie z punktem P, wiec prawdziwa jest rownosc:
BS| =|sc| =1As], co koriczy dowdd.

Cwiczenie 3. Czy kat BAC na rysunku powyzej jest prosty? Odpowiedz uzasadnij.

SpVaWdi, CzZYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Okresl wzajemne potozenie okregéw o(A, rl) i o(B, rz), jesli |AB| =10 cm oraz
dane sg promienie ry i r,.

a) rp=4cm,r,=6cm b) rp=3cm,r,=5cm
c) rp=7cm,r,=5cm d) ry=4cm,r,=14cm
e) r;,=13cm,r,=3cm f) r1=(10+\/§)cm,r2=(107\/§)cm

2. Dane sg dwa okregi wspotsrodkowe 01(0, R) oraz oZ(O, r), gdzie R > r. Wie-
dzac, ze R —r? =9, oblicz dtugos¢ cieciwy okregu o, wyznaczonej przez stycz-
na do okregu o,.

3. Dane sg dwa okregi o promieniach R i r, gdzie R > r. Gdyby te okregi byty
styczne zewnetrznie, to odlegtos¢ miedzy ich srodkami bytaby rowna 11 cm.
Gdyby te okregi byty styczne wewnetrznie, to odlegtos¢ miedzy ich srodkami
wynositaby 3 cm. Oblicz promienie Rii r.

4. Dwa okregi o(Ol, rl) i 0(02, rz) sg styczne zewnetrznie do siebie i oba s3
styczne wewnetrznie do okregu 0(03, r3), jak w przyktadzie 2. Wiedzac, ze
|0,0,| =7 cm, |0,0,| =6 cm i |0,0,| =5 cm, oblicz r,, ry, rs.
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10.

11.

12.

13.

14.

Dwa okregi o srodkach A, B majg réwne promienie. Wiadomo, ze srodek kaz-
dego z tych okregdéw nalezy do drugiego okregu. Co mozna powiedziec o tréj-
kacie, ktérego wierzchotkami sg punkty A, B oraz jeden z punktéw wspdlnych
tych okregéw? Odpowiedz uzasadnij.

Dane sg dwa okregi o sSrodkach A i B, styczne zewnetrznie w punkcie P. Wspdl-
na styczna zewnetrzna tych okregéw wyznacza punkty C i D. Wykaz, ze jesli
punkt S jest srodkiem odcinka CD, to |<CASB| = 90°.

Okregi 0(0,, R) oraz 0(0,, r) na rysunku obok
sg styczne zewnetrznie oraz R > r. Punkty
A i B sg punktami stycznosci wspdlnej stycz-
nej do tych okregéw. Na promieniu O,A za-
znaczono punkt P w taki sposdb, ze odcinek
PO, jest réwnolegty do prostej AB. Wiedz3c,
7e [PO,| =5 cm i [PO,| = 12 cm, oblicz Rii r.

Dany jest okrag ol(A, 8). Punkt B znajduje sie w odlegtosci 17 od srodka tego
okregu. Kreslimy okrag o, o srodku w punkcie B i promieniu 15, ktéry przeci-
na sie z okregiem o, w punktach K'i L. Wykaz, ze proste BK i BL sg stycznymi
do okregu o,. Czy proste AK i AL s3 styczne do okregu 0,?

Dane sg dwa okregi 0(01, a) i 0(02, 5-— 0,50) oraz odlegtos¢ miedzy srodkami
tych okregow: |0102| = 7. Wyznacz wartos$¢ a, dla ktérej te okregi sa:

a) styczne zewnetrznie b) styczne wewnetrznie.

Dla wyznaczonej wartosci a podaj promien mniejszego okregu.

Dane s dwa okregi: 0,(A, 2) oraz 0,(B, 1 —m). Odlegto$¢ miedzy $rodkami
tych okregéw jest réwna 5. Wyznacz warto$é m, dla ktorej okregi maja tylko
jeden punkt wspdlny. Dla wyznaczonej wartosci m, oblicz promien okregu o,
i narysuj te okregi.

Dane sg dwa okregi 0(0;, 4 —a) i 0(0,, 4 + a) oraz|0,0,| =3 —a.

a) Okresl potozenie tych okregéw w przypadku, jeslia =1 oraz a =— 2.

b) Wykaz, ze nie istnieje wartosc a, dla ktdrej te okregi bytyby roztgczne ze-
wnetrznie.

Dane sg dwa okregi o(Ol, 8 — a) i 0(02, 2a — 1). Wiedzac, ze \0102| =3, wy-
znacz wszystkie wartosci a, dla ktérych te okregi majg co najmniej jeden
punkt wspdlny.

Dane s dwa okregi o(0,, 2a) i 0(0,, 1+ a), gdzie a > 0. Wiedzac, ze |0,0,| = 16,
ustal wzajemne potozenie tych okregéw w zaleznosci od wartosci a.

Dwa okregi o srodkach O, i O, oraz promieniach 5 cm i 12 cm s3a roztaczne ze-
wnetrznie. Styczna wewnetrzna tych okregéw przecina odcinek 0,0, w punk-
cie P. Wiedzac, ze odlegtos¢ punktu P od punktu O, jest 0 9 cm mniejsza niz
odlegtos¢ punktu P od punktu O,, oblicz |0,0,).
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Kota i kqty

Definicja 1.

Kotem o srodku w punkcie O i promieniu r, r > 0, nazywamy zbiér wszystkich
punktéw ptaszczyzny, ktérych odlegtosc¢ od punktu O jest mniejsza od r lub rowna
r. Takie koto oznaczamy symbolem k(O, r).

W kole mozemy zaznaczaé katy Srodkowe.

Definicja 2.
Katem srodkowym kota nazywamy kat, ktérego wierzchotek znajduje sie w $rod-
ku kofa.

A B A B
kat srodkowy wypukty kat srodkowy wklesty

W dalszych rozwazaniach bedziemy uwzgledniac tylko czesci wspdlne katédw srodko-
wych z kotem. Na rysunkach powyzej s3 one zaznaczone kolorem zielonym.

Czescig wspdlng kata sSrodkowego i okregu kota jest tuk. Méwimy, ze dany kat $rod-
kowy opiera sie na tym tuku. Na rysunku powyzej kat srodkowy AOB jest oparty
na tuku AB zaznaczonym kolorem czerwonym.

Miara kata srodkowego jest wprost proporcjonalna do dtugosci tuku, na ktérym
oparty jest ten kat. To znaczy, ze tyle razy kat srodkowy jest mniejszy od kata petne-
go, ile razy odpowiadajacy mu tuk jest krétszy od okregu.

Jesli a jest miarg kata srodkowego kotfa o promieniu r, natomiast / jest dfugoscia
tuku, na ktérym ten kat jest oparty, to prawdziwa jest réwnosc:
a /

360° 2mr

Przyktad 1.

Obliczymy, z doktadnoscig do 1 mm, dtugos$é tuku okregu o promieniu 9 cm, na kté-
rym oparty jest kat srodkowy réwny 100°.
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Niech / oznacza szukang dtugos¢ tuku. Na podstawie
wzoru podanego wyzej otrzymujemy:

100° |
=———, stad
360° 279
o0 5
’ 187 18
|=5t stad I~5-3,1415, czyli I~ 15,7075
|~15,7

Dtugosé tuku jest réwna 15,7 cm.

Cwiczenie 1. Kat srodkowy kota o promieniu 2 jest oparty na fuku dtugosci g

Ile stopni ma ten kat?

Przyktad 2.

Trzy punkty podzielity okrag na trzy tuki, ktdrych dtugosci pozostajg w stosunku
3:5:7. Obliczymy miary katow srodkowych opartych na tych tukach.

Niech «, 3, ¥ oznaczaja miary katéw srodkowych
opartych na tych tukach. Wéwczas, tak jak w przy-
padku tukdéw, mamy:

£ a:f:y=3:5:7.

v Miary katéw «, 8, y mozna przedstawi¢ jako 3x,
5x, 7x, gdzie x jest miarg pewnego kata. Suma ka-
téw «, B, y jest katem petnym, stad

3x + 5x + 7x =360°, czyli x =24°.
Katy srodkowe maja miary: a = 72°, f = 120°, y = 168°.

Definicja 3.
Katem wpisanym w koto nazywamy kat wypukty, wyznaczony przez dwie cieciwy
o wspoélnym koncu, bedgcym wierzchotkiem kata.

Na rysunku obok kat ABC wpisany w koto o srodku O jest
oparty na tuku AC, zaznaczonym kolorem czerwonym.

Wskaz na rysunku obok tuki, na ktérych oparte sg katy
wpisane BAC i ACB.
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Przyktad 3.
Srednica AB i cieciwa BC okregu o $rodku O wyznaczaja kat wpisany ABC, réwny 35°.
Ile stopni ma kat wpisany BAC, a ile kat wpisany ACB?

C

A§ Niech |<BAC| = a.. Prowadzimy promien OC.

Y4 35° B Tréjkaty AOC i OBC sg rownoramienne, zatem
0 |<t0CB| = |<0BC| = 35° oraz
|<cA0| = |<AcCO| =a.

Suma katéw w tréjkacie ABC jest réwna 180°, czyli
a+ (a +35°) +35° = 180°
a =55° 55° +35°=90°

Kat BAC ma miare 55°, a kat ACB ma miare 90°.

Prawdziwe jest nastepujgce twierdzenie:

Twierdzenie 1.
Jezeli kat wpisany i kat Srodkowy sg oparte na tym samym tuku, to kat Srodkowy
jest dwa razy wiekszy od kata wpisanego.

Dowdd tego twierdzenia sktada sie z trzech czesci.

| przypadek
Zatozenie: B
Srodek O kota nalezy do cieciwy AB, jak na rysunku obok. a
|<CBA|=a,
|<coA|=p ;0
Teza: f=2a c
Dowdéd: A
|BO| = |OC, wiec tréjkat BCO jest rownoramienny. Zatem:

|<tCBO| = |<BCO|=a, stad
|<COB| = 180° - 2a.
Kat COA jest przylegty do kata COB, stad
|<<COA| + |<cCOB| = 180°
Obliczamy j:
B =|<COA| = 180° — |<tCOB| = 180° — (180° - 21t) = 2cr.
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Il przypadek
Zatozenie:

Srodek O kota lezy wewnatrz kata CBA, jak na rysunku
obok.
|<CBA|=a  |<COA|=p
BD —$rednica kota dzielgca oba katy
|<CBD|=a, |<DBA|=a,
|[<cop|=p, |<DOA|=p,
Teza: f=2a
Dowdd:
Na podstawie przypadku | otrzymujemy:
Bi1=2a, —katy CODiCBD oparte na tuku CD
B,=2a, —katy DOAiDBA oparte na tuku DA
B=PB+p,=2a,+a,) =2a.
Il przypadek
Zatozenie:
Srodek O kota nie nalezy do kata CBA B

|<CBA|=a  |<COA|=p N

BD — $rednica kofa ’\‘@»

|<ABD| =, |<CBD|=a, &' D
<a0D|=p, |<cop|=p, ¢

Teza: f =2a

Dowdd:

Z przypadku | otrzymujemy:
Bi1=2a,; —katy AODiABD oparte na tuku AD
B,=2a, —katyCODiCBD oparte na tuku CD

B=p,—P=2a, _0‘1) =2a
RozpatrzyliSmy wszystkie mozliwe przypadki, wiec twierdzenie zostato udowodnione.
Przyktad 4.

Kat srodkowy a na rysunku ponizej ma miare 100°. Wyznaczymy kat wpisany (3.

/\ Kat a jest katem srodkowym, opartym na tuku zazna-

czonym kolorem niebieskim. Kat 3 jest katem wpisanym
@ w koto, opartym na tuku w kolorze czerwonym. Rédwniez
w na tuku czerwonym jest oparty kat Srodkowy .
Z twierdzenia 1. wynika, ze y = 2f3. Obliczamy:
1
y =360° —a =360°—100°=260° [ = Ey =130°
Kat wpisany 8 ma miare 130°.
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Cwiczenie 2. Na rysunku obok kat wpisany & ma 52°.
lle stopni ma kat Srodkowy 3?

Cwiczenie 3. Zastanéw sie, jaka miare ma kat érodkowy " @/
oparty na poétokregu. lle stopni ma wdéweczas "

kat wpisany oparty na tym samym tuku?

Twierdzenie 2.
Kat wpisany oparty na potokregu jest katem prostym.

0

N

Przyjrzyjmy sie teraz dwém katom wpisanym, opartym na tym samym fuku.

é Z twierdzenia 1. wynika, ze
b B=2a, oraz f=2a,

zatem

UdowaodniliSmy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.
Katy wpisane, oparte na tym samym tuku, sg réwne.

Cwiczenie 4. Na rysunku obok wskaz katy wpisane oparte
na tuku AC, a nastepnie katy wpisane, oparte na fuku BD.
Czy trojkaty APB i CDP sg podobne?

.S




Kota i katy 133

Przyktad s.

Na rysunku obok punkty A, B, C, D nalezg do okregu D
o srodku w punkcie O, cieciwa AC jest Srednica tego okre- »

gu. Wyznaczymy katy «, 8, y w tréjkacie ABC, wiedzac, ze
e
<y
B

|<BDC| = 27°.

Katy BACi BDC to katy wpisane, oparte na tym samym tuku BC okregu, zaznaczonym
kolorem czerwonym. Z twierdzenia 3. wynika, ze
|<BAC| = |<BDC
a=27°.
Kat wpisany ABC jest oparty na potokregu. Z twierdzenia 2. mamy:
B =90°, wiec
y=90°—-aq, czyli
y =63°.
Katy tréjkata ABC sg odpowiednio réwne: 27°, 90°, 63°.

, stad

Definicja 4-

Katem dopisanym do okregu w punkcie A nalezagcym do okregu nazywamy kat
wypukty, wyznaczony przez styczng do okregu w punkcie A oraz potprosty zawie-
rajgca cieciwe o konicu w punkcie A.

Czescig wspdlng kata dopisanego i okregu jest tuk. Méwimy, ze kat dopisany jest
oparty na tym tuku.

Twierdzenie 4.
Katy dopisany i wpisany, oparte na tym samym fuku, sg réwne.
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Zatozenie: B
Kat CAB — kat dopisany, oparty na fuku AB,
réwny o
Kat ADB — kat wpisany, oparty na tuku AB, D C
rowny 0
Teza: a=0 p/
A

Dowdd: Przeprowadzimy dowdd w przypadku ostrego kata dopisanego o
D, Znajdujemy kat wpisany AD,B taki, ze odcinek
ADj jest $rednicg okregu. Kat AD,B jest oparty na

B
l tym samym tuku, co kat ADB. Wyznaczamy katy
D ¢ trojkata AD,B:
|<IADlB| =9 -z twierdzenia 3.
p/ |<IDIBA| =90° -z twierdzenia 2.

|<IBAD1| =90°—0 - zwtasnosci sumy katow w tréjkacie

Prosta AC jest styczna do okregu w punkcie A, wiec

|<D,AC| =90°.
Otrzymujemy:

|<<BAD,| +@=90°, czyli 90°-0 +a=90° zatem

a=0, co koniczy dowdd.
Przyktad 6.

Na rysunku ponizej prosta BC jest styczna do okregu w punkcie C, <IDOC| =70° oraz

|CD] = ]DB|. Obliczymy miary katéw tréjkata ABC.

C Kat DAC jest katem wpisanym opartym na tym
\‘\V B samym tuku co kat srodkowy DOC, wiec
1
m ‘<IDAC’ =— ’<IDOC| -z twierdzenia 1.
% 2
Kat BCD jest katem dopisanym, opartym na tym
A samym tuku co kat wpisany DAC, wiec
|<DCB| = |<«DAC| ~ 2 twierdzenia 4.
Obliczamy:

|<DAC| = |<DCB| = % -|«bod = % -70° =35°

Z zatozenia wiemy, ze |CD| = |DB|. Tréjkat DBC jest rownoramienny, stad
|<DBC| =|<tBCD| = 35°

Na koniec wyznaczamy trzeci kat w trojkacie ABC:
|<TACB| = 180° — (|<tBAC| + |<1CBA)
|<<ACB| = 180° — (35° + 35°) = 110°

Katy tréjkata ABC sg réwne odpowiednio: 35°, 35°, 110°.
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S pra wdZ, czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podrgczniku!

1.

Dany jest okrag o srodku w punkcie O. Korzystajac z danych na rysunku poni-
zej, wyznacz kat a.

- —

f)

&
R

SU
%

/AN
N

Punkt O jest Srodkiem okregu. Korzystajgc z danych na rysunku ponizej, wy-
znacz kat a.
a)

Jakg czes¢ okregu stanowi tuk, na ktérym jest oparty:
a) kat wpisany réwny 60° b) kat wpisany rowny 100°?

Punkty A, B, C dzielg okrag na trzy tuki, ktérych stosunek dtugosci jest rowny
2 :3:4. Wyznacz katy tréjkata ABC.
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10.

11.

Wyznacz kat & dopisany do okregu w punkcie A:
a)
A

b)
> e
[y (L9 =<f

Punkt O jest $Srodkiem okregu. Korzystajgc z danych
na rysunku obok, wyznacz katy « i f dopisane do
okregu w punkcie A, jeslia = 2.

Na rysunku obok dany jest okrag o srodku O, B
styczna AB do okregu w punkcie B i kat dopi-

sany rowny 57°. Wyznacz katy trojkatow ACB A

i BCD. CD

Na rysunku obok prosta AB jest styczna
do okregu w punkcie B. Wykaz, ze jesli
BD| = DA, to |cB| = [BA|. z

W tréjkacie prostokatnym ABC na przypro- D

stokatnej AB zbudowano poétokrag, ktory

przeciat przeciwprostokatng CB w punkcie D.

Wykaz, ze |<BAD| = |<ACB|. ' B

Cieciwy AB i CD okregu o srodku w punkcie
O przecinajg sie pod kagtem ostrym a.. Wykaz,
ze jesli wypukte katy srodkowe DOB i AOC s3

ﬁ+y_
2

réowne odpowiednio iy, toa =
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Twierdzenie o stycznej i siecznej

Twierdzenie 1. Twierdzenie o stycznej i siecznej

Jezeli przez punkt P, ktérego odlegtosé od srodka danego okregu jest wieksza niz
promien, poprowadzimy styczng do okregu w punkcie A i sieczng przecinajaca
okrag w punktach Bi C, to |PA]2 = |PB| - |PC]|.

Zatozenie:
Dany jest okrag o(O, r) i punkt P, OP| >r.
pr. PA — styczna do okregu o w punkcie A
B, C— punkty wspdlne okregu i siecznej

Teza:
|PAl2 = |PB| - |PC|
Dowdd:

Rozwazmy dwa tréjkaty APB i APC:

|<ZPAB| = |<IBCA| —kat wpisany BCA i kat dopisany PAB
oparte na tym samym fuku sg rowne

Kat BPA jest wspdlnym katem tréjkagtéw APB i APC

Na mocy cechy (kkk) podobienstwa tréjkatéw mamy:
AAPB ~ AAPC. Zatem

|PA|  |PB| , ,
W :|P_A' stad |PAP*=|PB| - |PC|, co koriczy dowdd.
Przyktad 1.

Z punktu P poprowadzono sieczng, przecinajgcg dany okrag kolejno w punktach B
i C oraz styczna do okregu w punkcie A. Wiedzac, 7e |PA| = 4 oraz |BC| = 6, obliczymy
|PB.

Niech |PB|=x, x> 0.
Z twierdzenia 1. otrzymujemy:
e [pc| - [PaP
x-(x+6)=42
X +6x=16 /[/+9
x> +6x+9=25 — stosujemy wz6r na kwadrat sumy
(x+3)?=25, stad
X+3=5lub x+3=-5
x=2 lub x=—8 Odrzucamy rozwigzanie ujemne.

Dtugos¢ odcinka PB jest réwna 2.
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Cwiczenie 1. Przez punkt P poprowadzono styczng i sieczng do okregu jak w przy-
ktadzie 1. Wyznacz |PA|, jesli |PB| =8, |BC| = 2.

Twierdzenie 2. Twierdzenie o siecznych

Jesli dwie proste przecinajg okrgg odpowiednio w punktach AiBoraz Ci D, a tak-
ze przecinajg sie w punkcie P, ktérego odlegtos¢ od srodka danego okregu jest
wieksza niz promien, to |PA| - |PB| = |Pc] - |PD.

Zauwaz, ze twierdzenie 2. jest prostym wnio-
skiem z twierdzenia 1. Jezeli poprowadzimy
przez punkt P styczng do okregu w punkcie S,
to mamy dwie réwnosci
PS|2=|PA| - |PB| oraz |PS|>=|PC|-|PD
a to znaczy, ze |PA| - |PB| = |PC] - |PD|.

’

Cwiczenie 2. Udowaodnij twierdzenie 2., korzystajac z podobienstwa tréjkatow
PBCi PAD.

Przyktad 2.

Punkt P jest oddalony od $rodka okregu o(O, r) 0 8, gdzie r < 8. Z punktu P popro-
wadzono dwie sieczne: jedng zawierajgcg Srednice okregu AB oraz sieczng CD. Wie-
dzac, ze |CD| =3i |CP| =7, obliczymy promien r tego okregu.

Zauwazamy, ze |AP| =8+r, BP| =8—r,r>0.
oraz|PD|=7-3=4
Z twierdzenia 2. otrzymujemy:
|PB] - |PA| =|PD| - |PC], cayli
(8—r)-(8+r):4.7
64—r>=28 stad r*=36, wiec
r=6, bor>0.

Promien okregu jest rowny 6.

Twierdzenie 3. Twierdzenie o cieciwach
Jesli cieciwy AB i CD okregu przecinaja sie w punkcie P, to |PA| - |PB| = |PC] - |PD|.

Zatozenie:

Dany jest okrag o(O, r) i punkt P, |OP| <r

AB, CD — cieciwy okregu przecinajace sie
w punkcie P

B Teza:
‘ |PA| - |PB| = |PC| - |PD|
A

D

A
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Cwiczenie 3. Udowodnij twierdzenie 3. korzystajgc z podobienstwa tréjkatow
APC i BPD.

Cwiczenie 4. W okregu poprowadzono cieciwy AB i CD, ktdre przeciety sie w pun-
kcie E. Wiedzac, ze |AE| =7, |EB| = 3 i |CE| = 2, oblicz dtugo$¢ odcinka DE.

S pra wdzZ, CZYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Na podstawie danych na rysunkach ponizej oblicz x.

b)
B 12 A

2. Dany jest okrgg o Srodku w punkcie A i promieniu B
9 cm. Przez punkt P odlegty od punktu A o 15 cm
poprowadzono prostg przecinajacg dany okrag ¢
w punktach B i C w taki sposéb, ze |PC| = |BC|. !/ P

Oblicz |BP|.

3. Dwa okregi przecinajg sie w punktach A i B. Pro-
sta PQ jest wspodlng styczng do tych okregdw, od-
powiednio w punktach Pi Q. Wykaz, ze prosta AB
dzieli odcinek PQ na potowy.

4. Na rysunku obok prosta PC jest styczng do da-
nego okregu w punkcie C. Sieczna tego okre-
gu przechodzi przez punkt P i przecina okrag
w punktach A i B. Wykaz, ze jesli |AB| : |PB| =5 : 4,
to |AP|: |PC|=3:2.

5. Cieciwy AB i CD majg dtugos¢: |AB| =19 cm, CD| = 15,5 cm i przecinajg sie
w punkcie P. Wiedzac, ze |AP| : |CP| =2, oblicz dtugosci odcinkéw AP, PB, PC, PD.

1349
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Wybrane konstrukcje geometryczne

Przypomnijmy: wykonanie konstrukcji klasycznej polega na narysowaniu figury geo-
metrycznej spetniajgcej podane warunki, przy uzyciu cyrkla i linijki bez podziafki.
Ograniczenie srodkdw konstrukcyjnych tylko do cyrkla i linijki wprowadzit Platon,
filozof grecki, zyjagcy w IV i lll w. przed Chrystusem. Ze wzgledu na duzy autorytet
Platona, ograniczenia te przyjety sie powszechnie.

Rozwigzanie zadania konstrukcyjnego sktada sie z czterech etapow:

I. Analiza zadania — szkicujemy rysunek tak, jakby zadanie byto rozwigzane, za-
znaczamy elementy dane i szukane. Nastepnie okreslamy, jak od danych przejs¢
do szukanych.

Il. Konstrukcja i jej opis — konstruujemy szukang figure, uzywajac wytacznie cyr-
kla i linijki, oraz opisujemy wykonywane czynnosci.

I1l. Dowdéd poprawnosci konstrukcji — wykazujemy, ze uzyskane przez nas rozwig-
zanie spetnia warunki zadania.

IV. Dyskusja istnienia i liczby rozwigzan — ustalamy warunki, dla ktérych istnieje
rozwigzanie, oraz stwierdzamy, ile istnieje rozwigzan tego zadania.

Aby rozwigzania zadan konstrukcyjnych byty czytelne, a opisy niezbyt dtugie, czesto
postugujemy sie konstrukcjami elementarnymi. Nalezg do nich konstrukcje: syme-
tralnej odcinka, dwusiecznej kata, prostej prostopadtej do danej prostej przecho-
dzacej przez dany punkt, prostej rownolegtej do danej prostej i lezgcej w danej od-
legtosci od tej proste;j.

Cwiczenie 1. Przypomnij sobie dwie konstrukcje: symetralnej danego odcinka
i dwusiecznej danego kata, ktére omowilismy w klasie 1.

Przyktad 1.

Skonstruujemy prostg, prostopadta do danej prostej k, przechodzgcy przez dany
punkt P.

I. Analiza zadania:
p Niech / bedzie szukang prostg, | L k, P € I.
Jesli znajdziemy dwa dowolne punkty, lezace na da-
nej prostej k w jednakowej odlegtosci od punktu P,
B to szukana prosta / bedzie symetralng odcinka AB.
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II. Konstrukcja i jej opis:
1. Kreslimy okrgg o srodku w punkcie P i promieniu wiek-

szym niz odlegtos¢ punktu P od prostej k. Przecina on p
prostg k w punktach A i B.

2. Kreslimy symetralng / odcinka AB, ktéra jest szukang A B k
prosta. /

IIl. Dowdd poprawnosci konstrukc;ji:

|PA| = |PB| — z konstrukgji okregu
Punkt P nalezy do symetralnej / odcinka AB. Z definicji symetralnej odcinka wiemy,
ze jest ona prostopadta do tego odcinka, wiec jest réwniez prostopadta do proste;j k.
Mamy:

ILkiPel,

IV. Zadanie ma tylko jedno rozwigzanie.

Przyktad 2.

Dana jest prosta k i odcinek dtugosci a. Skonstruujemy prostg /, réwnolegtg do pro-
stej k i potozong w odlegtosci a od prostej k.
I. Analiza zadania:

a Niech / bedzie szukang prosta. Niech punkt A nalezy
do prostej k i punkt B nalezy do prostej / oraz |AB| =a.
B / Wodwczas odcinek AB jest prostopadty do prostej ki do
: prostej /.
a
: k
A

II. Konstrukcja i jej opis:

1. Na prostej k zaznaczamy dowolny punkt A.

2. Kreslimy prostg prostopadty do prostej k i przecho-
dzacg przez punkt A.

3. Kreslimy okrag o $Srodku w punkcie A i promieniu a,
ktdéry przecina prostg prostopadtg do k w punktach
B,iB,.

4. Kredlimy proste /; i I, prostopadte do prostej BB,
i przechodzgce odpowiednio przez punkty B,, B,. Sg
to szukane proste.

y "
N

I. Dowdd poprawnosci konstrukcji:
|ABl| = |A32’ =a — z konstrukcji okregu
BB, L kiBB, LI iBB, 11 — z konstrukgji
Zatem |/, || kil H ki odlegtos¢ prostych I, I, od prostej k jest réwna a.

IV. Zadanie ma dwa rozwigzania.
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Cwiczenie 2. Dana jest prosta ki punkt A, lezgcy poza tg prostg. Skonstruuj prosta
I réwnolegtg do prostej k i przechodzacg przez punkt A.

Wazng konstrukcjg jest przeniesienie danego kata w dowolne miejsce ptaszczyzny.

Przyktad 3.

Dany jest kat « i pétprosta OP~. Skonstruujemy kat o mierze «, ktérego jednym
z ramion jest potprosta OP~.

|. Analiza zadania:

1.

Jesli wyznaczymy punkty B, C, L, M (zo-

¢ bacz rysunek obok) takie, ze
loL| =|om| = |AB| = |AC| oraz
\LM| = |BC],
B to trojkaty ABC, OLM beda przystajace.
5 Wéwczas |<BAC| = |<LOM| = c.
Il. Konstrukcja i jej opis:
Kreslimy tuk okregu o srodku A i wy-
branym promieniu r, przecinajacy ra- ¢
miona kata ¢ w punktach Bii C. M
Kreslimy tuk okregu o(O, r), przecina-
jacy potprostg OP~ w punkcie L. A B
Kreslimy tuk okregu o srodku L i pro- o
mieniu |BC, ktory przecina sie z tu- Lp
kiem okregu o(O, r) w punktach Mi N.
Kreslimy potproste OM™ i ON™. Katy N
LOM i NOL sg réwne «.
Dowdd poprawnosci konstrukcji:
|OL‘ = |OM| = |ON| = |AB| = ‘AC| — z konstrukgji
|BC| = |LM| = |LN| — z konstrukgji

Tréjkaty ABC, OLM, ONL sg przystajgce, na podstawie cechy bbb. Zatem

|<BAC| = |<LOM| = |<NOL| = c.

IV. Zadanie ma dwa rozwigzania.

Cwiczenie 3. Dany jest kat a. Skonstruuj kat réwny 2a.

Cwiczenie 4. Skonstruuj kat, ktérego miara jest réwna sumie miar dwéch danych
katow a i B.
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Ciekawg konstrukcje ma szesciokat foremny.

Przyktad 4.

Dany jest okrgg o promieniu r i punkt A lezacy na tym okregu. Skonstruujemy szes-
ciokat foremny, ktérego wszystkie wierzchotki nalezg do tego okregu i jednym z nich
jest punkt A.

|. Analiza zadania:

Niech punkty A, B, C, D, E, F nalezace do okregu o(O, r)
bedg wierzchotkami szesciokata foremnego. Prowadzimy
sze$¢ promieni: OA, OB, OC, OD, OE i OF, ktére wyzna-
czajg szes¢ przystajgcych trojkatéw réwnoramiennych
(cecha bbb). Zauwaz, ze katy miedzy ramionami w tych
tréjkatach sg rowne 60° (360° (6= 60°). Zatem trojkaty:
ABO, BCO, CDO, DEO, EFO, FAO sg réwnoboczne, a ich
boki majg dtugosé r.

Il. Konstrukcja i jej opis:

1. Zakreslamy tuk o srodku w punkcie A i promieniu r,
przecinajacy okragg w punkcie B.

2. Zakreslamy tuk o srodku B i promieniu r, przecinajgcy
okrag w punkcie C, roznym od A.

3. Zakreslamy w taki sam sposob nastepne tuki, wyzna-
czajace punkty D, E, F.

4. Otrzymane punkty, wraz z punktem A, to wierzchotki
szukanego szesciokata.

IIl. Dowdd poprawnosci konstrukcji:
Z konstrukcji wynika, ze trojkaty OAB, OBC, OCD, ODE i OEF sg rGwnoboczne o bo-
kach dtugosci r. Pokazemy, ze tréojkat OFA tez jest rownoboczny. Zauwazamy, ze:
|0A| = |OF| =T
|<ZFOA| =360°—-5 - 60°=360°—300° =60°
Z wiasnosci tréjkata rownoramiennego wynika, ze pozostate katy tréjkata FOA tez sg
réwne 60°. To znaczy, ze tréjkat OFA jest réwnoboczny, stgd |FA| =r.
Wszystkie boki szesciokgta ABCDEF majg dtugosc r. Ponadto kazdy kat wewnetrz-
ny tego szesciokata jest réwny 2 - 60°, czyli 120°. Zatem szesciokat ABCDEF jest
foremny.

IV. Zadanie ma tylko jedno rozwigzanie.

Cwiczenie 5. Dany jest okrgg o promieniu r i punkt A nalezgcy do tego okregu.
Skonstruuj dwa punkty nalezgce do tego okregu tak, aby wraz z punktem A byty
wierzchotkami tréjkata réwnobocznego.
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Przyktad s.

Dana jest prosta k oraz punkty A i B lezgce poza tg prostg. Skonstruujemy na prostej
k punkt C, dla ktérego |<tACB| = 90°.
I. Analiza zadania:

Jesli |ACB| = 90°, to punkt C nalezy do okregu, kté-
rego $rednicg jest odcinek AB.

Korzystamy z wtasnosci: kat wpisany w okrag, oparty na poét-
okregu, jest katem prostym.

Il. Konstrukcja i jej opis:
1. Konstruujemy symetralng odcinka AB,
ktéra przecina odcinek AB w punkcie O.

2. Kreslimy okrag o(0, |AO)).
3. Punkty C, i C, przeciecia okregu z prosta k A
to punkty spetniajgce warunki zadania.

IIl. Dowdd poprawnosci konstrukc;ji:
Punkty C,, C, naleza do prostej k

i do okregu o(0, |A0)) — 7 konstrukgji
Punkt O jest srodkiem odcinka AB —z wlasnosci symetralnej odcinka
AB — $rednica okregu o(O, AO ), wiec

|<XAC13| = |<IACZB| =90° — katy wpisane, oparte na pétokregu

IV. Dyskusja istnienia i liczby rozwigzan:
Niech d oznacza odlegtos¢ punktu O od prostej k, d > 0. Zadanie:

a) ma dwa rozwigzania, |b) ma jedno rozwigza- |c) nie ma rozwigzan, jesli
jesli nie, jesli d> |AQ|
d<|A0|




Wybrane konstrukcje geometryczne

Przyktad 6.
Dany jest odcinek dtugosci b. Skonstruujemy odcinek majacy dtugosc Jeb.

|. Analiza zadania:

b C Korzystamy z wtasnosci: W tréjkacie prostokatnym wyso-
B ko$é h poprowadzona z wierzchotka kata prostego dzieli
przeciwprostokatng na odcinki dtugosci ¢, i ¢, w taki spo-
h séb, ze h = \/c, -c, .
5 W tréjkacie ABC mamy: |[<CACB| = 90°.
Al ¢ O D 6 | Jezelic,=3b, c,=2b, to

h=~/3b-2b =~/6b, b>0
Wodwczas punkt C nalezy do tuku okregu, ktére-
go Srednicg jest bok AB.
1. Konstrukcja i jej opis:

1. Na dowolnej prostej zaznaczamy kolejno ta-
kie odcinki AD i DB, e |AD| = 3b, |DB| = 2b. b c
2. Kreslimy symetralng odcinka AB i wyznacza-
my jego Srodek O.
3. Kreslimy potokrgg o srodku O i promieniu h
|AO|. . . B
4. Kreslimy prostg | prostopadtg do prostej AB A ‘o |ID " B
i przechodzacg przez punkt D. Ta prosta prze-
cina potokragg w punkcie C.
5. Odcinek CD spetnia warunki zadania. /

IIl. Dowdd poprawnosci konstrukgcji:

D € AB oraz CD 1 AB — z konstrukgji prostej /
Odcinek CD jest wysokoscig w trojkacie ABC,
|<IACB| =90° — z konstrukcji pétokregu

DB| = 2b, wiec |cD| = \/6b.

Zatem |CD| = |AD|-|DB|. Poniewaz |AD| = 3b,

IV. Zadanie ma jedno rozwigzanie.

Przyktad 7.

Skonstruujemy styczng do danego okregu o(O, r), ktéra przechodzi przez punkt A
lezacy na zewnatrz kota wyznaczonego przez ten okrag.

|. Analiza zadania:

Niech punkt B bedzie punktem stycznosci szukanej
prostej i okregu o(O, r). Wodwczas \<IOBA| =90°.
Punkt B nalezy do okregu, ktérego srednica jest
dany odcinek OA.
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Il. Konstrukcja i jej opis

1. Kreslimy odcinek OA.

2. Konstruujemy srodek P odcinka OA.

3. Kreslimy okrag o(P, PA|).

4. Wyznaczamy punkty B, i B, przecigcia
okregu o(0, r) i okregu o(P, |PA|).

5. Proste AB, i AB, to szukane styczne.

I. Dowdd poprawnosci konstrukcji:
|OP| = |PA| — z konstrukgji
|<ZOBlA| = |<{OBZA| =90° — katy wpisane w okrag o(P, | PA|), oparte na pétokregu
Promienie OB, i OB, okregu o(O, r) sg prostopadte odpowiednio do prostej AB;
i AB,, wiec te proste sg stycznymi do okregu, poprowadzonymi z punktu A.

IV. Zadanie ma dwa rozwigzania.

SPVaWdi, Czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Dane s3 odcinki dtugosci a, b, ¢, gdzie a < b < c. Skonstruuj tréjkat o bokach

c
majgcych dtugosé: 2a, b, ot

2. Dana jest prosta k i punkty A, B, ktdre nie nalezg do tej prostej. Skonstruuj
na prostej k punkt C lezagcy w jednakowej odlegtosci od punktéw A i B.

3. Dane sg odcinki dfugosci a i b, a < b. Skonstruuj odcinek, ktérego dtugosé jest
réwna:

a) Va’+b® b) Vb’ —a’ c) v2a’+b’°

4. Skonstruuj kat, ktérego miara jest réwna:
a) 60° b) 45° c) 105°

5. Dany jest odcinek dfugosci a. Skonstruuj:
a) trdjkat prostokatny rwnoramienny, o przeciwprostokatnej dtugosci a,
b) kwadrat, ktérego bok ma dtugosc a.

6. Dany jest odcinek dtugosci a. Skonstruuj osmiokat foremny, ktérego najdtuz-
sza przekatna ma dfugosc 2a.

7. Dany jest odcinek dtugosci a. Skonstruuj odcinek majacy dtugosé:

2 5
a) 2 b) 2 o 2
3 5 6

8. Dany jest odcinek dtugosci 1. Skonstruuj odcinek majacy dtugos¢:

a) J12 b) 18 c) 15
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Symetralne bokow tréjkata.
Okrag opisany na trijkacie

Cwiczenie 1. Narysuj trzy tréjkaty réznoboczne: tréjkat ostrokatny, prostokatny
i rozwartokatny. Nastepnie w kazdym tréjkacie poprowadz wysokosci i Srodkowe.
Czy punkt przeciecia sie wysokosci jest punktem przeciecia sie Srodkowych? W ja-
kich tréjkatach srodkowe pokrywajg sie z wysokosciami?

Cwiczenie 2. Sformutuj twierdzenie o Srodkowych w tréjkacie. Czy srodek ciezko-
Sci tréjkata prostokatnego rdownoramiennego znajduje sie w jednakowe]j odlegtosci
od wszystkich wierzchotkéw tego tréjkata? Oblicz te odlegtosci w tréjkacie prosto-
katnym o przyprostokatnych dtugosci 3.

W ponizszym przyktadzie przypomnimy i zastosujemy wtasnosci symetralnej odcin-
ka.

Przyktad 1.

W trdéjkacie prostokatnym ABC przyprostokatne AC i BC majg dfugosé odpowied-
nio 6 i 8. Obliczymy odlegtosé punktu P przeciecia symetralnej boku BC z przeciw-
prostokatng AB od wierzchotkéw Bi C.

C Niech PS — symetralna odcinka BC, P € AB.
|<tPSB|=90° oraz |CS|=|[SB| - Symetralna od-
S cinka BC jest prostg prostopadta do tego odcinka i prze-
chodzgcg przez jego srodek.

Ponadto |CP’ = ‘PB| — Symetralna odcinka jest zbio-
rem punktow réwnoodlegtych od jego koricow.

|<ACB| = 90° = |<tPSB
odcinki AC i PS sg réwnolegte

, wiec — z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia o dwdch
prostych réwnolegtych przecietych trzecig prosta

Zatem:
|AP| _|cs| _ .
m = @ —z twierdzenia Talesa

Poniewaz |CS| = |SB|, wiec |AP| = |PB]. Punkt P jest érodkiem przeciwprostokatnej.
Obliczamy |AB|, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa:

|AB|? = 62 + 82 = 100, zatem |AB| = 10, stad

|PB| =5
Punkt P lezy w odlegtosci 5 cm od punktow B i C. Zauwaz, ze punkt P jest réwno-
odlegty od wszystkich wierzchotkdw tréjkata prostokgtnego ABC.
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Przyktad 2.

W tréjkacie réwnoramiennym ABC dane sg dtugosci bokow: \AB! =24, BC] = \AC’ =20.
Symetralne bokdéw AB i BC przecinajg sie w punkcie P. Obliczymy dtugosci odcinkdw,
na jakie punkt P podzielit wysokosé CD.

C Niech S bedzie srodkiem boku BC, x — dtugoscig
10 odcinka CP, x > 0. Z wtasnosci tréjkata rdwnora-
miennego wynika, ze wysokos¢ CD zawiera sie
20/ x| (2 w symetralnej boku AB, |AD| = |DB| = 12.
Obliczamy wysokos¢ CD:
P\ |cDP? =202 12 (cDP =256, |cD|>0
A b 12 B co|=16
Rozpatrzmy teraz katy w tréjkatach CDB i CPS:
|<IPSC| = |<IBDC| =90° — z definicji symetralnej odcinka
|<IPC$| = |<IBCD| — wspdlny kat tréjkatéw CDB i CPS

Na podstawie cechy (kkk) podobierstwa tréjkatéw mamy:
ACDB ~ ACPS. Wéwczas:

[Pl _ 6] e X
Bc| |cof 20 16
x=12,5

Zatem |PD|=16 —12,5, czyli |PD|=3,5
Punkt przeciecia symetralnych bokéw AB i BC dzieli wysokos¢ CD na odcinki dtugosci
12,5 oraz 3,5.

Cwiczenie 3. Czy w powyzszym przyktadzie punkt P jest Srodkiem ciezkosci tréjka-
ta ABC? Czy punkt P jest punktem przeciecia wysokosci w tym tréjkacie?

Poprowadzmy teraz symetralne bokéw AB i AC w dowolnym trdjkgcie ABC. Syme-
tralne przetnga sie w punkcie, ktéry oznaczymy S.

C Wiemy, ze
) sA
|5A| = |SC| — poniewaz S nalezy do symetralnej odcinka AC
Lewe strony powyzszych réwnosci sg rowne, zatem pra-

we strony tez sg rowne, czyli:

sB| = |sC.
To znaczy, ze punkt S nalezy réwniez do symetralnej od-
cinka BC.

= |SB| — poniewaz S nalezy do symetralnej odcinka AB

Twierdzenie 1.
Symetralne bokéw dowolnego tréjkata przecinajg sie w jednym punkcie.
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Punkt S przeciecia symetralnych bokéw tréjkata ABC
lezy w réwnej odlegtosci od wierzchotkéw tego troj-
kata. Przez wierzchotki A, B, C mozna poprowadzi¢
okrag o $rodku w punkcie S i promieniu [SA|. Okrag,
ktory przechodzi przez wszystkie wierzchoftki tréjkata,
nazywamy okregiem opisanym na trojkacie. Wow-
czas o tréjkacie mowimy, ze jest to trojkat wpisany
w okrag.

Z ostatniego twierdzenia wynika, ze na kazdym trojkgcie mozna opisac okrag.

AN

S s

Srodek S okregu opisanego | Srodek S okregu opisanego | Srodek S okregu opisanego
na tréjkacie ostrokgtnym na tréjkacie prostokatnym na tréjkacie rozwartokat-
lezy wewnatrz tréjkata. lezy na boku tréjkata. nym lezy poza tréjkatem.

okregi opisane na wybranych tréjkatach

tréjkat rownoramienny

W trojkacie rownoramiennym sy-

R — promien okregu metralna podstawy zawiera wyso-

opisanego na tréjkacie | ko$¢ poprowadzong na podstawe.

h — wysoko$¢ opuszczona Zatem srodek okregu opisanego na

h na podstawe tréjkacie rownoramiennym lezy na

[ prostej zawierajgcej wysokos¢ po-
prowadzong na podstawe.

tréjkat réwnoboczny

W tréjkacie réwnobocznym syme-

R — promien okregu tralne bokéw zawierajg wysokosci.
opisanego na trojkacie Tak wiec $rodek okregu opisane-
h — wysokos¢ go na trojkacie réwnobocznym
‘ jest punktem przeciecia wysokosci

2
R= gh w tym tréjkacie.
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tréjkat prostokatny

Srodek okregu opisanego na tréj-
R — promien okregu kacie prostokatnym jest Srodkiem
c opisanego na tréjkacie | przeciwprostokatnej.
¢ — przeciwprostokatna
7 R= 1c
2

Cwiczenie 4. Wyznacz promien okregu opisanego na tréjkacie
a) réwnobocznym o boku dtugosci 3,
b) prostokgtnym réwnoramiennym o przyprostokatnej dtugosci 2.

Przyktad 3.

Wyznaczymy promien okregu opisanego na tréjkacie rownoramiennym ABC, ktore-
go boki majg dtugos¢: |AB| =24, AC| = |BC| =13.

C Zauwazmy, ze |AC* +|BC]? = 132 + 132 =338
B ‘m B Ponadto |ABJ]? = 24 = 576
' Zatem |AC]? + |BC]? < |AB]2

To znaczy, ze trojkat ABC jest rozwartokatny.

Srodek okregu opisanego na tym tréjkacie lezy poza tréjkatem.

Tréjkat ABC jest rdwnoramienny, wiec wysoko$¢ zawiera sie w promieniu CO oraz
|AE| = |EB| = 12

Obliczamy wysokos¢ CE z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata AEC:
|CE)* =132 - 122, stad |CE|=5

Wyznaczamy boki tréjkata prostokatnego OBE:
loB|=R |EO|=R-5 |EB| =12

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata OBE:
(R-5P2+122=R?
R?—10R + 25 + 144 = R?
R=16,9

Promien okregu opisanego na tréjkacie ABC jest rowny 16,9.

Cwiczenie 5. Wyznacz promien okregu R z przyktadu 3. — korzystajgc z metody
przedstawionej w przykfadzie 2.

W dalszej czesci nauki dowiesz sie, jak obliczy¢ promienr okregu opisanego na do-
wolnym tréjkacie.
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SPVaWdi, czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. W trdjkacie ostrokgtnym ABC boki AC i BC majg odpowiednio dfugos¢ 13 cm
i 15 cm, a wysokos$é CD jest réwna 12 cm. Oblicz odlegtos¢ punktu D od syme-
tralnej boku AB.

2. Dany jest tréjkat prostokatny ABC, w ktérym |<ZACB| = 90° oraz |AC| =6 cm
i |AB| =10 cm. Wyznacz dtugosci odcinkéw, na jakie symetralna boku AB dzieli
bok BC.

3. Boki tréjkata majg dtugosé: 10 cm, 17 cm, 21 cm.

a) Jakjest potozony wzgledem tego tréjkata srodek okregu opisanego na nim?
b) Wiedzac, ze promien okregu opisanego na tym trdjkacie jest rowny

5
10§ cm, oblicz odlegtosci srodka tego okregu od bokéw tego tréjkata.

4. Wyznacz dtugos¢ boku tréjkata rownobocznego, jesli promien okregu opisa-
nego na tym tréjkacie:

a) jesto1cm krotszy od wysokosci  b) jest o 2 cm krétszy od boku.

5. Promien okregu opisanego na trdjkacie prostokatnym réwnoramiennym jest
réwny 1. Oblicz obwdd tego tréjkata.

6. Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie prostokgtnym, ktérego przy-
prostokatne majg dtugosé 15 cm i 20 cm.

7. Srednica okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym jest réwna 12 cm.
Oblicz odlegtos¢ punktu przeciecia sie sSrodkowych tego tréjkata od wierz-
chotka kata prostego.

8. W trdjkacie prostokgtnym srodek ciezkosci znajduje sie w odlegtosci 1 cm
od srodka okregu opisanego na tym tréjkacie. Wyznacz promien tego okregu.

9. Dane sg dtugosci bokdw tréjkata rownoramiennego. Sprawdz, czy jest to troj-
kat ostrokatny, czy rozwartokatny. Nastepnie oblicz promien okregu opisane-
go na tym trdjkacie.

a) 13cm, 13 cm, 10 cm b) 17 cm, 17 cm, 30 cm

10. Boki trojkata rdwnoramiennego majg dtugosé: 10 cm, 10 cm, 12 cm. Oblicz:
a) odlegtosc srodka okregu opisanego na tym tréjkacie od jego podstawy,
b) odlegtosc srodka ciezkosci od podstawy tego trojkata.

11. W trdéjkacie prostokatnym ABC przyprostokatna BC ma dtugos¢ 12 cm, a wy-
sokos¢ CD poprowadzona z wierzchotka kata prostego jest rowna 7,2 cm. Wy-
znacz promien okregu opisanego na tréjkacie ABC.

12. W tréjkacie prostokgtnym wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka kata pro-
stego podzielita te przeciwprostokatng na odcinki majgce dtugos¢ 1 cmi9cm.
Oblicz:

a) promien okregu opisanego na tym trdjkacie,
b) dtugosé odcinka symetralnej przeciwprostokatnej, zawartego w tym troj-
kacie.
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Dwusieczne kgtow trijkagta.
Okrag wpisany w tréjkqt

W klasie 1. okreslilismy dwusieczng kata jako potprosta dzielgcg kat na dwa katy
réowne. Wiesz tez, ze dwusieczna kata jest zbiorem punktéw réwnoodlegtych od
ramion kata.

C Przyjmujemy nastepujgcg umowe dotyczaca
dwusiecznej kata w trdjkagcie. Sformutowanie
,odcinek dwusiecznej” bedzie oznacza¢ odci-
nek, ktéry jest czescig wspdlng tréjkata i dwu-
siecznej kata w tym tréjkacie; ,,odcinek CD dwu-
siecznej” bedzie oznacza¢ odcinek dwusiecznej
A D B kata przy wierzchotku C.

Przyktad 1.

Kat przy wierzchotku A tréjkata ABC ma 70°. Dwusieczne katdw trojkata przy wierz-
chotkach B i C przecinajg sie w punkcie S. Wyznaczymy miare kata rozwartego CSB.

Dwusieczna kata ABC podzielita ten kat na dwa
katy réwne «, a dwusieczna kata ACB — na dwa
katy réowne . Obliczamy sume miar katéw
w trojkacie ABC:

70° + 2a + 23 = 180°

a+f =55°

Wyznaczamy miare kata CSB:
|<csB|=180° — (@ +fB)  czyli
|<<CSB| = 180° - 55° = 125°
Miara kata rozwartego CSB jest rowna 125°.

Cwiczenie 1. Czy istnieje tréjkat ABC, dla ktérego kat CSB z przyktadu 1. jest pro-
sty? Odpowiedz uzasadnij.

Cwiczenie 2. Wykaz, ze w tréjkacie réwnoramiennym:
a) dwusieczna kata miedzy ramionami jest prostopadta do podstawy,
b) odcinki dwusiecznych katow tréjkata przy podstawie majg jednakowa dtugosé.
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Twierdzenie 1.
W dowolnym trdéjkacie dwusieczne kagtéw przecinajg sie w jednym punkcie.

Zatozenie:

C
AABC — dowolny tréjkat
O — punkt przeciecia dwusiecznych
katow CAB i ABC. B
Teza: ‘
Punkt O nalezy do dwusiecznej kata ACB. A

Dowdd: Dwusieczna kata jest zbiorem punk-
tow rownoodlegtych od ramion kata. Przez C

punkt O prowadzimy proste prostopadte do a
bokéw AB, BC i AC, ktore przecinajg te boki F
odpowiednio w punktach D, E, F. B
Z wtasnosci dwusiecznej AO~ mamy: A\
|oF| =|oD|. D
Podobnie z wtasnosci dwusiecznej BO™ wyni-
ka, ze
|oD| = |0E|, zatem |OE| = |OF|.
To znaczy, ze punkt O jest rdwnoodlegty od ramion kata ACB, czyli punkt O nalezy do
dwusiecznej kata ACB,

co konczy dowadd.

Z dowodu ostatniego twierdzenia wynika, ze przez punkty D, E, F mozna poprowa-
dzi¢ okrag o srodku w punkcie O, styczny do bokdéw tego tréjkata. Odcinki OD, OE,
OF sg promieniami tego okregu.

Okrag, ktory jest styczny do wszystkich
bokéw tréjkata, nazywamy okregiem
wpisanym w tréjkat. Woéwczas o trojka-
cie powiemy, ze jest to tréjkat opisany
na okregu.

N O

B
AV

'& 4

L2

A

o)

Z twierdzenia 1. wynika, ze w kazdy tréjkat mozna wpisaé okrag. Srodek okregu
wpisanego w tréjkat lezy zawsze we wnetrzu tréjkata.

Cwiczenie 3. Narysuj dowolny tréjkat réznoboczny. Skonstruuj za pomocg cyrkla
i linijki dwusieczne dwéch katdéw tego tréjkata, a nastepnie narysuj okrgg wpisany
w ten trojkat.
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Przyktad 2.

W tréjkat ABC o bokach majacych dtugosé 12 cm, 14 cm, 16 cm wpisano okrag.
Obliczymy dtugosci odcinkdéw, na jakie podzielity boki trojkata punkty stycznosci
z okregiem.

Przyjmijmy oznaczenia:

|AB| =16 cm
IBC| =14 cm
|CA| =12 cm
A,, B, C; — punkty stycznosci okregu
A=XC 16-x B z tréjkatem ABC

Z twierdzenia o odcinkach stycznych wynika, ze
|AB,|=|Ac,|, |BC,[=|BA,| oraz |cA,|=|cB,|
Niech |AB, =x. Wdéwczas |AC,|=x oraz
BA,|=|BC,|=16-x i |cA,|=|cB,|=12-x, wiec
|BC| =(16—-x)+(12—-x)=28—-2x oraz |BC| =14, zatem
28 -2x=14, «czyli -2x=-14, stad x=7
Mamy |AB,|=|Ac,|=7, |BA,|=|BC,|=9, |cA,|=|cB,|=5.
Punkty stycznosci podzielity boki AB, BC i CA odpowiednio na odcinki majgce
dtugosé: 7cmi9cm,9cmiS5cm oraz 5cmi 7 cm.

okregi wpisane w wybrane tréjkaty

trojkat rdwnoramienny

W trdjkacie réwnoramiennym dwu-

r— promien okregu sieczna kata miedzy ramionami zawie-

wpisanego w trojkat ra wysoko$¢ opuszczong na podsta-

r h h — wysokos¢ opuszczona we. Zatem srodek okregu wpisanego
na podstawe w tréjkat rownoramienny lezy na wy-

r sokosci poprowadzonej na podstawe

(w przypadku trojkata nieréwnobocz-
nego — w innym miejscu niz Srodek
okregu opisanego na tym trdjkacie).

trojkat rownoboczny

W tréjkacie réwnobocznym dwu-

r— promien okregu sieczne katow zawieraja wysokosci.
wpisanego w trojkat | Tak wiec Srodek okregu wpisanego

h —wysokosc w trojkat rownoboczny jest punktem

r 1 przeciecia wysokosci w tym trdjkacie
- r= gh (i jest tez srodkiem okregu opisanego

na tym tréjkacie).
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tréjkat prostokatny

Punkty stycznosci okregu wpisanego

a-r r— promien okregu w tréjkat prostokatny z bokami tego
wpisanego w trojkat trojkata dzielg te boki w nastepujacy

a c a, b — przyprostokatne sposob: przyprostokatne a, b na od-
- r' ¢ — przeciwprostokatna cinki majgce dtugosé (a - r) i roraz
b-r a+b—c (b - ) i r, natomiast przeciwprosto-

Kr. r:T katng ¢ na odcinki majgce dtugos¢

b (@a—r)i(b-r).

Cwiczenie 4. Narysuj tréjkat rownoramienny o kacie & miedzy ramionami. Na-
stepnie ustal, jak s3 potozone wzgledem siebie i wzgledem tréjkata srodki okregdw:
wpisanego w ten tréjkat i opisanego na tym tréjkacie, jesli:

a) «a e (0° 60°) b) « e (60°, 90°) c) «a e (90° 180°).

Cwiczenie 5. Wyznacz wysokos$¢ tréjkata rownobocznego, wiedzac, ze promien
okregu wpisanego w ten tréjkat jest o 1 cm krétszy od promienia okregu opisanego
na tym tréjkacie.

Przyktad 3.
Wyznaczymy promien okregu wpisanego w trojkat, ktérego dtugosci bokow sg réw-
ne: 10, 10, 12.

Niech O bedzie srodkiem okregu wpisanego w tréjkat
ABC, r — promieniem tego okregu, D, E — punkty stycz-
nosci odpowiednio boku AB i boku AC z tym okregiem.

Wodwczas:
’AD’ = ’DB| -z wtasnosci tréjkata réwnoramiennego
|<BDC| = 90°
|<ICEO| =90° -z wifasnosci stycznej do okregu

Obliczamy wysoko$¢ CD, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa:
|CD|>=10? - 62 =64, stad |CD|=8.
Z twierdzenia o odcinkach stycznych mamy:

\AE| =|AD| = 6.
Wyznaczamy dtugosci bokdw tréjkata prostokgtnego EOC:
|CE|=10-6=4, [EO| =, |co|=8-r.

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa w tréjkacie prostokgtnym EOC:
r+42=(8-r, czyli r+16=64-16r+r
r=3

Promien okregu wpisanego w tréjkat ABC jest réwny 3.
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Cwiczenie 6. Zastosuj podobienstwo tréjkgtéow ADC i EOC do wyznaczenia pro-
mienia okregu wpisanego w trojkat ABC w przykfadzie 3.

Cwiczenie 7. Wykaz, ze promien okregu wpisanego w tréjkat prostokatny o przy-

prostokatnych dtugosci a, b i przeciwprostokatnej dtugosci c jest rowny Lb_c.

Przyktad 4.

W tréjkacie prostokgtnym ABC suma dtugosci przyprostokatnych AC i BC jest row-
na 42 cm. Wiedzac, ze promien okregu wpisanego w ten okrag jest o 9 cm krotszy
od promienia okregu opisanego na tym tréjkacie, wyznaczymy te promienie.

Niech a, b oznaczajg dtugosci bokéw odpowiednio BC i AC, ¢ — dtugos¢ boku AB.
Korzystamy ze wzoru na promien r okregu wpisanego w tréjkat prostokatny:
+b—
r:a 5 C, stad 2r=a+b-c

Przeciwprostokatna ma dtugosc c, gdzie ¢ = 2R. Otrzymujemy:
2r=a+b—2R, czyli
2r+2R=a+b, zatem  2r+2R=42.

Na podstawie danych zadania zapisujemy uktad réwnan:

2r+2R =42 R=15
{ stad {

R—-r=9 r=6

Szukane promienie sg réwne 15 cm i 6 cm.

Twierdzenie 2. O podziale boku przez dwusieczng kata wewngtrz-
nego tréjkgta

W dowolnym tréjkacie ABC, w ktédrym CD jest odcinkiem dwusiecznej kata we-

wnetrznego tego tréjkata, prawdziwa jest rownosé:

|0 _|Ac]
08| e8|’
Zatozenie: C

ABC — dowolny trojkat,
CD~ - dwusieczna kata wewnetrznego
tego tréjkata

Teza:
|aD| _ |Ac]
g |cB|

>

D
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Dowdd: Przez wierzchotek B tréjkata prowadzimy prostg rownolegta do dwusiecz-
nej CD. Punkt wspdlny tej prostej i prostej AC oznaczamy przez E.

E, Zauwazamy, ze:
|<IACD| = |<IDCB| —z zatozenia CD™ jest dwusieczng
C kata ACB

|<IACD| = |<ICEB| — katy odpowiadajace dla pary
prostych réwnolegtych CD i EB
przecietych prostg AE

|<IDCB| = |<ICBE| — katy naprzemianlegte wewnetrzne

A D dla pary prostych rownolegtych

CD i EB przecietych prostg CB

vs)

Z powyzszych trzech réwnosci wynika, ze
|<<CEB| = |<<CBE|.
Trojkat CBE jest tréjkatem réwnoramiennym, wiec
|CE| = [cB|.
Z twierdzenia Talesa dla kata EAB przecietego prostymi rownolegtymi CD i EB otrzy-
mujemy

|AD| _ |Ac]
o8| |cE|’

a0 _lac|

|DB| = |CB , co konczy dowdd.

ale |CE|=|cB

, wiec

Przyktad s.

Podstawa AB tréjkata rdwnoramiennego ABC ma dfugos¢ 6 cm. Dwusieczna kata

przy wierzchotku A dzieli ramie BC na odcinki CD i DB, dla ktérych |CD| : |DB| =3 : 2.

a) Obliczymy dtugosé ramienia AC.

b) Wykazemy, ze punkt przeciecia dwusiecznych AD™ i CE™ dzieli odcinek CE dwu-
siecznej w stosunku 1 : 3 —liczagc od punktu E.

Ad a)
c Z warunku |CD|: |DB| =3 : 2 wynika, ze istnieje liczba x,
x>0, dla ktére;j:
3x |CD| = 3x oraz |DB| = 2x.
SX D Wowczas
Ix |AC| = 5x, poniewaz |AC| = |BC|.
A B

Na mocy twierdzenia 2. otrzymujemy:

lco|  |Ac] 3x  5x . 3 5
—=—, Stad —=—, czryli —=—
|BD| |AB 2x 6 2x 6
10x =18, wiec x=1,8 lAC|=5-1,8=9

Ramie AC ma dtugosé¢ 9 cm.
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Ad b)
c Wiemy, ze |AB| =6, |AC| =|BC| =9,
O — punkt przeciecia dwusiecznych AD i CE.
9 D |AC| = |BC]|, wiec dwusieczna CE™ zawiera $rodkowa
tréjkata ABC. Stad
/> |AE| = |EB| = 3.
A3 E 3 B

Poniewaz E € AB oraz O € AD, wiec AO jest odcinkiem dwusiecznej kata EAC
w tréjkacie AEC. Mamy:

[E0| |AE| o B
m:m — z twierdzenia o dwusiecznej
ol _3_1
loc| 9 3

Pokazalismy, ze |EO| : |0C|=1: 3.

SPVaWdi, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Jaka miare ma kat rozwarty miedzy dwusiecznymi katdw ostrych w tréjkacie
prostokgtnym?

2. W tréjkacie rownoramiennym dwusieczne réwnych katdw przecinajg ramio-
na tréjkata pod katem 120°. Oblicz miary katéw tego tréjkata. Rozwaz dwa
przypadki.

3. W trdjkat ABC wpisano okrag. Punkty A,, B;, C; sa punktami stycznosci
tego okregu, odpowiednio z bokami BC, AC i AB. Wiedzac, ze |BIC| =4 cm,
|C,B| =8 cmi|AC,| =6 cm, oblicz obwdd tréjkata ABC.

4. W tréjkat o bokach dtugosci 4 cm, 5 cm, 6 cm wpisano okrag. Oblicz dtugosci
odcinkow, na jakie punkty stycznosci tego okregu z bokami tréjkata podzielity
te boki.

5. Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat rownoboczny, ktérego bok ma
dtugosc 15 cm.

6. Promien okregu wpisanego w tréjkat rownoboczny jest réwny 4 cm. Oblicz:
a) promien okregu opisanego na tym tréjkacie b) obwdd tego trdjkata.

7. Oblicz dwoma sposobami promien okregu wpisanego w trojkat, jesli jego
boki majg dtugosé:
a) 15cm, 15cm, 18 cm b) 17 cm, 17 cm, 30 cm.

8. Wyznacz dtugos¢ przyprostokatnej trojkata prostokagtnego rdwnoramienne-
go, wiedzac, ze promien okregu wpisanego w ten tréjkat jest rowny 2 — V2.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

W tréjkacie prostokgtnym przyprostokatne majg dtugos¢ 9 cmi 12 cm. Oblicz:

a) promien okregu wpisanego w ten tréjkat,

b) dtugosci odcinkéw, na jakie punkt stycznosci tego okregu z przeciwpro-
stokatna dzieli te przeciwprostokatna.

Oblicz dtugosc¢ przeciwprostokatnej tréjkata prostokatnego, wiedzac, ze suma
dtugosci przyprostokatnych jest rowna 23 cm, a promien okregu wpisanego
w ten tréjkat jest rowny 3 cm.

W trdjkacie prostokgtnym dtugosci przyprostokgtnych réznig sie o 17 cm.
Wiedzac, ze suma promienia okregu wpisanego w okrag i promienia okregu
opisanego na tym trdjkacie jest réwna 15,5 cm, oblicz:

a) dtugosci bokéw trojkata b) promienie tych okregdw.
Katy zaznaczone na rysunku ponizej sg rowne. Oblicz x.
a) b) c)

8 5

6 X X

Podstawa AB tréjkata rownoramiennego ABC ma dtugosé 7,2 cm. Dwusieczna
kata CAB przecina ramie BC w takim punkcie D, ze |BD| =4 cm. Oblicz obwéd
tréjkata ABC.

W tréjkacie prostokgtnym przyprostokatne majg dtugosé 5i 12. Jakie dtugosci
majg odcinki przeciwprostokatnej, wyznaczone przez dwusieczng kata pro-
stego?

W tréjkacie prostokgtnym dwusieczna kata prostego dzieli przeciwprostokat-
ng na odcinki dtugosci 5 i 10. Wyznacz dtugosci przyprostokatnych.

W trdjkacie ABC dwa boki majg dtugos¢: |AB| =10, AC| = 8. Dwusieczna kata
BAC przecina bok BC w punkcie E. Przez punkt E poprowadzono prostg row-
nolegta do boku AB, przecinajgcg bok AC w punkcie D. Oblicz |DE\.

W tréjkacie rownoramiennym ABC, AC\ = \BC, dwusieczna BD™ dzieli ramie

AC na odcinki dtugosci 6 i 9, liczac od punktu A.

a) Oblicz dtugos¢ podstawy AB.

b) Niech O bedzie punktem przeciecia sie dwusiecznych trojkata ABC. Czy
dwusieczna kata AOC zawiera sie w dwusiecznej BD™?

Udowodnij twierdzenie: W dowolnym tréjkg- E
cie ABC, w ktérym CD™ jest dwusieczng kqta C
zewnetrznego ECB i punkt D nalezy do prostej

AB, prawdziwa jest rownos¢ M = M

DBl |cB| A B D

1549
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Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 4.

Test
1.

W okregu o promieniu 61 cm poprowadzono cieciwe dtugosci 1,2 m. Odlegtos¢
cieciwy od srodka okregu jest rowna:
A.9cm B.11lcm C.21cm D.29cm

Kat a na rysunku obok jest réwny: _—
A. 40° B. 30° W’
C. 25° D. 20° b

v

Kat srodkowy wycinka kofa o promieniu 5 jest réwny 72°. Dtugos¢ tuku tego
wycinka jest réwna:

A.m B.m+10 C.2m D.2n+10

Kat a na rysunku obok jest réwny:

A. 1000 B. 1300 ‘
C. 160° D. 200° W

Odcinek stycznej, poprowadzony z punktu A do punktu stycznosci z okregiem
o promieniu 8 cm, ma dtugosc 15 cm. Odlegtos¢ punktu A od srodka tego okregu

jest rowna:

A.9cm B. 10 cm C.13cm D.17 cm
Dane s3 okregi: o(A, 6) oraz o(B, 4). Jesli |AB| = 3, to te okregi:

A. sg roztaczne wewnetrznie B. sg styczne wewnetrznie
C. sie przecinajg D. sg styczne zewnetrznie

Punkty A, B, C nalezg do okregu. Styczna do okregu w punkcie C przecina sie
z sieczng AB w punkcie D, przy czym |BD| < |AD|. Jesli |AB| = 4 oraz |BD| = 9, to:

A.lcoj=3V13  B.[cD|=2V13  C.|cp|=12 D.|cD|=6

W tréjkat rwnoramienny wpisano okrag. Punkt stycznosci okregu z ramieniem
tréjkata podzielit to ramie na odcinki dtugosci 3 cm i 4 cm, liczac od wierzchotka
przy podstawie. Obwadd tego trdjkata jest rowny:

A.22cm B.21cm C.20cm D. 18 cm

Promien okregu opisanego na tréjkacie prostokgtnym o przyprostokatnych dtu-
gosci 6 i 8 jest rowny:
A.2 B. 4 C.5 D.6

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!



Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 4.

10. Réznica miedzy promieniem okregu opisanego na trdéjkacie rdwnobocznym,
a promieniem okregu wpisanego w ten tréjkat jest réwna 1. Bok tego tréjkata
ma dtugos¢:

A3 B.2 C.3 D. 243
11. Poétprosta CD™ na rysunku obok jest dwusieczng kata C
ACB. Jesli |Ac| = 6, |AD| = 3 1|DB| = 2, to bok BC tréjkata 4
ABC ma dtugos¢: 6
A3 B. 3,5
C.4 D. 4,5
AT3 7 B
12. Promien okregu wpisanego w tréjkat prostokatny o przyprostokatnych 5 i 12
jest rowny:
A.2 B.3 C.5 D.6,5

Zadania otwarte

13. W tréjkacie rownoramiennym ABC podstawa AB ma dtugosc 6+/3. Punkt Cjest
srodkiem okregu o promieniu 3, stycznego do podstawy AB w punkcie D. Oblicz:
a) dtugosé ramion tréjkata ABC,
b) dtugos¢ cieciwy, ktorej koricami sg punkty przeciecia okregu z ramionami
tréjkata ABC,
c) dtugosc tuku okregu, zawartego w tréjkacie ABC.

14. Dwa okregi o promieniu 4 cm s3g styczne zewnetrznie do siebie i jednoczesnie
styczne wewnetrznie do trzeciego okregu. Wiedzac, ze $rodki tych okregdéw sg
wierzchotkami tréjkata rownobocznego, oblicz dtugosé trzeciego okregu.

15. Punkty A, B, C nalezg do okregu, zobacz rysunek B
obok. Kat DAB dopisany do okregu jest rowny 65°,
a kat wpisany ABC jest rowny 45°. Wyznacz stosu-
nek dtugosci tukéw, na jakie punkty A, B, C dzielg
okrag.

A

16. Przez punkt P poprowadzono styczng do okregu w punkcie C oraz sieczng okregu
przechodzacy przez srodek O tego okregu, ktora przecina okrgg w punktach A
i B, kolejno od punktu P. Wiedzgac, ze |<ICPA| = 38°, oblicz miary katow tréjkata
ABC.

17. Cieciwy AB i CD maja dtugoéé: |AB| =11 cm,
cieciw dzieli je w taki sposéb, ze |PD| = 2|PB|. Oblicz |AP

CD| =10 cm. Punkt P przecigcia tych
PD.

PB

cP

’ ’ 7

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

lo1
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Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 4.

18.

19.

20.

21.

D 22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.
30.

Prosta PC jest styczna do okregu w punkcie C. Z punktu P poprowadzono pro-

stg, ktéra przecina okrag kolejno w punktach A i B. Wiedzac, ze |PC| = /75 oraz
|PA| : |AB| =3 : 2, oblicz:

a) dtugosc¢ odcinkéw PA i AB,

b) stosunek dtugosci cieciw BCi AC.

Przyprostokatne trdjkata prostokatnego majg dtugosé 15 cm i 20 cm. Dtuzsza
przyprostokatna jest srednicg okregu o. Oblicz dtugos¢ cieciwy wyznaczonej
przez ten okrgg na przeciwprostokatnej tego tréjkata.

Punkt przeciecia sie symetralnych bokdéw tréjkata prostokatnego znajduje sie
w odlegtosci odpowiednio 8 cm i 15 cm od przyprostokatnych. Oblicz:

a) promien okregu opisanego na tym tréjkacie,

b) promien okregu wpisanego w ten tréjkat.

Sprawdyz, czy tréjkat o bokach 8, 5, 5 jest ostrokatny, prostokatny czy rozwarto-

katny. Nastepnie wyznacz odlegtos¢ srodka okregu opisanego na tym tréjkacie
od srodka ciezkosci tego tréjkata.

W trdjkat prostokatny wpisano okrag. Niech punkty A, B beda punktami stycz-
nosci tego okregu z przyprostokatnymi, a punkt C — z przeciwprostokatng tego
trojkata. Wykaz, ze |[<TACB| = 45°.

W tréjkat rownoramienny ABC wpisano okrag, ktory jest styczny do ramion

w punktach D i E. Wiedzac, ze |AB| = 16 cm, |AC| = |BC| = 17 cm, oblicz dtugo$¢
odcinka DE.
Boki tréjkata rownoramiennego ABC majg dtugos¢: |AB| =18 cm,

|AC| = |BC| =15 cm. W tréjkat wpisano okrag i poprowadzono styczng do okregu,
réwnolegty do podstawy AB i przecinajgcg boki AC i BC w punktach D i E. Oblicz
dtugos¢ odcinka DE.

Przyprostokatne AB i AC tréjkata prostokatnego majg odpowiednio dtugosé
8 i 6. Dwusieczna najmniejszego kata przecina przeciwlegty bok w punkcie D.
Oblicz |AD| i [DC|.

Skonstruuj kat o mierze réwnej:
a) 15° b) 120° c) 135°
Dany jest odcinek dtugosci a. Skonstruuj odcinek majacy dtugosc:

a) aV3 b) a7 <) V2a

3

Dany jest odcinek dtugosci a. Skonstruuj szesciokat foremny, ktérego najdtuzsza
przekatna ma dtugosc a.

Skonstruuj tréjkat ABC, majgc dtugosé boku AB i dwie wysokosci AD i BE.

Skonstruuj romb, majgc dane dtugosci jego przekatnych a i b.

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!



5 . Trygonometria

Trygonometria kqta ostrego
— powtdrzenie wiadomosci z klasy 1.

Definicja 1.

W trdjkacie prostokgtnym dany jest kat ostry a.

a) Sinusem kata ostrego  w trojkacie prostokgtnym nazywamy stosunek dtu-
gosci przyprostokatnej lezgcej naprzeciw kata a do przeciwprostokatne;.

b) Cosinusem kata ostrego a w trdjkacie prostokatnym nazywamy stosunek
dtugosci przyprostokatnej przylegtej do kata  do przeciwprostokatne;j.

c¢) Tangensem kata ostrego o w trdjkacie prostokgtnym nazywamy stosunek
dtugosci przyprostokatnej lezgcej naprzeciw kata  do drugiej przyprostokat-
nej.

d) Cotangensem kata ostrego o w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek

dtugosci przyprostokatnej przylegtej do kata a do drugiej przyprostokatnej.

. a b

sina=— cosa = —

c c c
a

a b

tga=— ctga=—

b a

b

UWAGA: Definicja sinusa, cosinusa, tangensa i cotangensa nie zalezy od wyboru
tréjkata prostokagtnego o kacie ostrym «, poniewaz wszystkie takie trojkaty sg po-
dobne i stosunki dtugosci odpowiednich bokédw w tych tréjkatach sg réwne.

Sinus i cosinus kata ostrego to liczby z przedziatu (0, 1), natomiast tangens i cotan-
gens kata ostrego — to liczby z przedziatu (0, +oo).

Cwiczenie 1. Przyprostokatne tréjkata prostokatnego maja dtugoéé 8 cm i 15 cm.
Oblicz funkcje trygonometryczne najmniejszego kata w tym tréjkacie.

Cwiczenie 2. Oblicz dtugosci bokow tréjkata C

ABC na rysunku obok, wiedzac, ze wysokos¢ v

CD jest réwna 8,19 cm. Skorzystaj z przyblizo-

nych wartosci odpowiednich funkcji trygono-

metrycznych danych na kofcu podrecznika. : 22— p
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Przyktad 1.

W tréjkacie prostokatnym na rysunku obok tangens kata b a
4a—-b

a+2b’ a

a jest réowny 1,5. Obliczymy wartos¢ utamka

c
Wiemy, ze tg =% =1,5, czyli a=1,5b. Obliczamy wartos¢ wyrazenia, dokonujgc

podstawienia 1,5b w miejsce a:
4a-b 4-1,5b-b 5b 10
a+2b 1,5b+2b 3,50 7

L . . 10
Wartos$é utamka jest réwna 7

Cwiczenie 3. Wiedzac, ze sinus kata a w tréjkacie prostokatnym

na rysunku obok jest rowny E' oblicz wartos¢ wyrazenia:

b c
a) c’ —202 b) b c 11c—5a
c c 5a+c¢ a
Cwiczenie 4. Skonstruuj w tréjkacie prostokatnym kat ostry ¢, jeéli:
a) tga=4 b) ctga=2,5 c) sinaz% d) cosaz%

Cwiczenie 5. Korzystajac z danych na rysunku ponizej, oblicz wartosci funkcji try-
gonometrycznych:
a) kata 45° b) katéw 30°i 60°

a2 20 A

! a3
B 45° 60°

a a

Sporzadz tabele wartosci funkcji trygonometrycznych katéow 30°, 45°, 60°.

Cwiczenie 6. Oblicz wartoé¢ wyrazenia: sin 60°- tg 45°- cos 30°- ctg 45°- tg?30°.

W klasie pierwszej ustalilismy, ze wraz ze wzrostem kata ostrego:
e ros$nie wartosc¢ sinusa i tangensa,
¢ maleje wartos¢ cosinusa i cotangensa.
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Jezeli 0° <a <3 <90°, to:

a) sina<sinf i tga<tgp,
b) cosa>cosf i ctga>ctgp.
Przyktad 2.

a) Jezelitgx =0,9 i« jest katem ostrym, to @ € (30°, 45°), poniewaz
tg 30° < 0,9 < tg 45°

1 2
b) cos50° (5, g} poniewaz cos 60° < cos 50° < cos 45°

Cwiczenie 7. Ustaw w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej liczby:

3

1
a) 7, cos 20°, E' cos 85° b) sin 70°, tg 45°, cos 40°, ctg 30°.
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Twierdzenie 1. Podstawowe tozsamosci trygonometryczne
Jesli  jest katem ostrym, to:
1) sin’a +cos’a =1,

sina
2) tga= ;
cosa
cosa
3) ctga=——mr,
sina

4) tga-ctga=1.

Przyktad 3.

3
Wiedzac, ze sina = < i a jest katem ostrym, obliczymy cos &, tg a i ctg ..

| sposdb — Korzystamy z tozsamosci trygonometrycznych.
Z jedynki trygonometrycznej obliczamy cos a:

2
3
[—j +cosa=1
5

9
cosla=1—-—
25

cos’a = 16

4 4
cosa=— Vv cosa=-——
5 5
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. . . 4
Ale cosinus kata ostrego jest dodatni, wiec cos a = E Wadwczas

tga=—:—=

vl w
v |
Nlw

4
oraz ctga = E —ztwierdzenia1.2i1.4

. . 4 3
Otrzymalismy, ze cosa = E’ tga=—, ctga = 5
Il sposdb — Korzystamy z konstrukcji tréjkata prostokatnego, ktérego jednym z ka-
tow jest kat ostry c.

Konstruujemy na przyktad tréjkat prostokatny o przyprostokatnej dtugosci 3 i prze-
ciwprostokatnej dtugosci 5. Wowczas kat naprzeciw danej przyprostokgtnej ma
miare a.
Na podstawie twierdzenia Pitagorasa obliczamy dtugos¢
drugiej przyprostokatnej:

b?>= 25-9=16, stad b=A4. > 3
Z definicji funkcji trygonometrycznych mamy:

4 3 4
cosa=—, tga=—, ctga:?

. ) 2
Cwiczenie 8. Wiedzac, ze a jest kagtem ostrym oraz cos o = 3 oblicz dwoma

sposobami wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata c.

Twierdzenie 2.

Jesli a jest katem ostrym, to:
1) sin(90°—a)=cosa,

2) cos (90° - a) =sina,

3) tg (90° - a) =ctga,

4) ctg (90o —a) =tga.

Przyktad 4.
a) sin241° + sin249° = sin41° + [sin (90° — 41°)]? = sin?41° + cos?41° = 1
b) ctg 77° - ctg 13° = ctg(90° — 13°) - ctg 13° =tg 13° - ctg 13° =1

Cwiczenie 9. Oblicz:
a) cos?28° + cos?62° b) tg 40° - tg 50° - tg 60°
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Przyktad s.
Wykazemy, ze jesli @ € (0°, 45°)(45°, 90°), to zaleznoéé

cos’(90°—a) —cos’a
tg’a—tg’(90°— )

jest tozsamoscig trygonometryczna.

=sin’a-sin’(90°— )

_ cos’(90°—a)—cos’a sin’a —cos’a sin’a —cos’a
tg’a—tg’(90°— ) \L tg’a—ctg’a \L sinfa cos’a
cos’a  sin*a

tw. 2.2 tw. 1.2
tw. 2.3 tw. 1.3
1
sm a—cosia (sm 0s’a) -sina-cos’a
sm a—sin‘a \L sm 0s’a sm 2 +cos a) i

COS a- sm (04
wzor
na rdznice
kwadratow

=sin’a-cos’a =sin’a-sin’(90° —a) =P

Wykazalismy, ze lewa strona réwna sie prawej dla dowolnego kata « z podanego
zakresu, wiec rozpatrywana rownos¢ jest tozsamoscig trygonometryczng

SP rawdz, czYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

. . . 6 .
1. Wiedzac, ze a jest katem ostrym oraz sin & + cos a = o oblicz:
a) sina-cosa b) sin*a + cos*a

5
2. Wiedzac, ze a jest katem ostrym oraz tg @ —ctga = = oblicz:
a) tg?a +ctg’a b) tg*a + ctga

3. Wykaz, ze dla dowolnego kata ostrego « prawdziwa jest rownosc:
a) [sina—sin(90° —a)]* + [cos & + cos (90° — )]’ = 2,
b) ctg(90°—a)-ctga=(tga—1)-[tg(90°—a)+1].

. ., . . Sina-cosa . . 7
4. Oblicz warto$¢ wyrazenia —————, wiedzac, Zze tga=—.
cos'a—sin"a 5
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Sinus, cosinus, tangens i cotangens
dowolnego kata ptaskiego

Zatdézmy, ze mamy dany dowolny kat ptaski a. Umieszczamy ten kat w uktadzie wspot-
rzednych w nastepujacy sposob. Jedno ramie kata, ktére bedziemy nazywac pierw-
szym ramieniem kata, pokrywa sie z dodatnig pdétosig OX. Drugie ramie znajduje sie
w pierwszej lub drugiej ¢wiartce uktadu wspodtrzednych — jesli kat a jest wypukty
—albo w trzeciej lub czwartej ¢wiartce uktadu wspétrzednych — jesli kat a jest wklesty.

y y
(a]
P o X o[>

O tak umiejscowionym kacie powiemy, ze jest w potozeniu standardowym.

Definicja 1.
Niech dany bedzie kat & w potozeniu standardowym. Na drugim ramieniu tego
kata wybieramy dowolny punkt P(x, y) rézny od punktu O(O, 0).

a)

b)

d)

Tangensem kata a nazywamy liczbe bedacg ilorazem rzednej punktu P przez
odcietg tego punktu; jesli odcieta punktu P jest rowna 0, to tangens kata «
nie istnieje.

y

tga==  x#0
X

Cotangensem kata a nazywamy liczbe bedacg ilorazem odcietej punktu P
przez rzedng tego punktu; jesli rzedna tego punktu jest réwna 0, to cotangens
kata a nie istnieje.

ctgazi y#0
y

Sinusem kata a nazywamy liczbe bedacg ilorazem rzednej punktu P przez
odlegtos¢ punktu P od poczatku uktadu wspdtrzednych.

4

Cosinusem kata a nazywamy liczbe bedacg ilorazem odcietej punktu P przez
odlegtos¢ punktu P od poczatku uktadu wspodtrzednych.

sina =

X

X2 +y?

Cosax =
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Z definicji 1. wynika, ze:

a) nieistnieje tangens 90° i tangens 270°,

b) nie istnieje cotangens 0° i cotangens 180°,

c) sinus i cosinus sg okreslone dla dowolnego kata.

UWAGA: Definicja sinusa, cosinusa, tangensa i cotangensa kata « nie zalezy od wy-

boru punktu P na drugim ramieniu kata.

Jesli bowiem na koricowym ramieniu kata a wybierzemy punkt Pl(xl, yl), to:

1) liczby x, x, (podobnie Vv, yl) majg takie same znaki,

2) rzuty prostokatne M i M, punktéw P i P, na 0§ OX wyznaczajg dwa odcinki PM
i P,M,, réwnolegte do siebie. Z twierdzenia Talesa wynikajg réwnosci:

‘P1(X1:y1) ’ ° |PM|:|P1M1| WiQC X:ﬁ oraz 5:ﬁ
P(x, y) lom| - |om, X X% Y1
N e M| |PM
M, (x;, 0) M(DO) ? X u=|1 1|' wigc zy 7 zyl 2
|0P| |0P1 \/x +y \/x1+y1
ou_jow, 5
o M _[MVI]

. X
, wiec \/X2+y2 _\/xf+yf.

UWAGA: Jesli a jest katem ostrym, wiekszym od 0°, to definicja 1. jest rGwnowazna
definicji funkcji trygonometrycznych kata ostrego w tréjkacie prostokgtnym.

0Pl o,

Zatézmy bowiem, ze kat ostry a jest w potozeniu standardowym. Wdowczas drugie
ramie kata znajduje sie w pierwszej ¢wiartce uktadu wspodtrzednych.

Na drugim ramieniu kata a wybieramy punkt P(x, y) hY b )

rézny od punktu O(O, 0). Rozwazmy trojkat prostokat- '

ny OAP, jak na rysunku obok. Wtedy: y
loAl=x  |aP|=y x>0iy>0 [
OP| = ,X2+ 2 z twierdzenia Pitagorasa 0 X A X
| | y dla tréjkata OAP

Mamy
y _|AP| x _|oA|
tga=—=—~ ctga =—=—
x |oA| y |AP|
y AP x___|oAl

sint =——=— COSOt = ———==
X 4y |0P| ,x2+y2 |OP|

Mozemy zatem powiedzie¢, ze podana w tym temacie definicja 1. rozszerza definicje
funkcji trygonometrycznych kata ostrego na przypadek dowolnego kata ptaskiego.
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Cwiczenie 1. Kat a znajduje sie w potozeniu standardowym. Wiadomo, ze na dru-
gim ramieniu tego kata lezy punkt P(—5, 12). Oblicz sinus, cosinus, tangens i cotan-
gens kata a.

UWAGA: Znaki wartosci funkcji trygonometrycznych kata a zalezg od tego, w ktérej
¢wiartce uktadu wspotrzednych znajduje sie drugie ramie tego kata.

. . - : y
Poniewaz dla dowolnego punktu P(x, y) réznego od punk x<0 'x>0

tu 0(0, 0) wyrazenie /x” +y> jest liczbg dodatnia, to znaki y>0 | y>0
wartosci funkcji trygonometrycznych zalezg od wspédtrzed-
nych punktu P. Jesli drugie ramie kata a znajduje sie:

x<0 | x>0
a) w | ¢wiartce uktadu wspoétrzednych, y<0 | y<0oO
to x>01iy>0.
Wtedy wszystkie funkcje trygonometryczne kata o s dodatnie.

b) w Il éwiartce uktadu wspétrzednych,to x<0 i y>0.
Wtedy sinus « jest dodatni, a pozostate funkcje trygonometryczne kata a sg
ujemne.

c) w lll ¢éwiartce uktadu wspodtrzednych,to x<0 i y<0.
Wtedy tangens « i cotangens « sg dodatnie, natomiast sinus « i cosinus « s3
ujemne.

d) w IV éwiartce uktadu wspétrzednych,to x>0 i y<O0.
Wtedy cosinus « jest dodatni, a pozostate wartosci funkcji trygonometrycznych

sg ujemne.
Y

. ie iaki ki ¢ci funkii sina | + sina | +
Zapamietanie, jakie sg zna |.wartosa unkcji trygo- osal = osal &
nometrycznych, utatwia ponizsza ,,rymowanka”: tga | - tga | +
ctga| — ctga| +

W pierwszej wszystkie sg dodatnie _ , %
d . '—t |k . sina | — sina | —
w drugiej — tylko sinus osal = Py
w trzeciej tangens i cotangens tga | + tga | -
a w czwartej — cosinus. ctga| + ctga| -

Przyktad 1.
Postugujac sie definicjg 1. obliczymy wartosci funkcji trygonometrycznych katéw:
a) 0° b) 90°

Ad a) Niech kat 0° bedzie w potozeniu standardowym. Wéweczas oba ramiona kata
beda sie pokrywaé z dodatnig potosig OX. Na drugim ramieniu kata, czyli na do-
datniej pétosi OX, wybieramy dowolny punkt, np. P(l, 0). Wiesz juz, ze nie istnieje
cotangens 0°.
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14 Obliczamy:
0 0 0
1 tg0°=—=0 Sin0°=——==—=0
' ; 1 Vi’+0* 1
. 1 1
0"\ . cos0°=——=—-=1.
o 7 pro X V12 +0* 1

Ad b) Kat 90° umieszczamy w potozeniu standardowym. Drugie ramie tego kata
pokrywa sie z dodatnig pétosig OY. Wybieramy na nim dowolny punkt, np. P(O, 1).
Nie istnieje tangens 90°.

AY Mamy:
0 1 1
+P(0,1) ctg90°=—=0 sin90° = ——=—=1
; 1 V1’ +0* 1
\ 0 0
90° , c0s90° = ——==—=0.
0 1 X V1’+0* 1

Cwiczenie 2. Postugujac sie definicjg 1., oblicz wartosci funkcji trygonometrycz-
nych katéw:
a) 180° b) 270°

Whiosek:

e sinus & oraz cosinus @ to liczby nalezgce do przedziatu (-1, 1),
-1<sina<1 oraz -1<cosa<l

e tangens « i cotangens & mogg by¢ dowolnymi liczbami rzeczywistymi.

Przyktad 2.
Postugujgc sie definicjg 1., obliczymy wartosci funkcji trygonometrycznych
kata 120°.

Zatdzmy, ze kat 120° jest w potozeniu standardowym. Na drugim ramieniu kata wy-
godnie jest wybraé punkt P tak, aby jego pierwsza wspétrzedna byta rowna —1. Aby
wyznaczy¢ drugg wspotrzedng tego punktu, rozwazmy tréjkat prostokatny AOP, jak
na rysunku ponize;j.

p(-1,43)4Y Zauwazamy, ze |<TAOP| = 60°.
Trojkat AOP jest ,potowq” trdjkata réwnobocznego,
1, stad
PA|=+/3-|a0|=+/3 - 1=13
Ai, 120° . ~ Otrzymujemy:
10 1 X P(-1,43).

171
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Obliczamy:

tg 120°=£i=—ﬁ ctg120° = —==-—

&

sin120°= —————— = —— cos 12002_—:7

NE

Cwiczenie 3. Postepujacanalogicznie jak w przyktadzie 2., wykaz, ze tg 150°=—?,

3

1 —
ctg 150° =—+/3, sin 150° = E' cos 150° = T

Cwiczenie 4. Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 135°, znajdujg-
cego sie w potfozeniu standardowym.

Przyktad 3.

Skonstruujemy w uktadzie wspétrzednych kat «, dla ktérego:

a) sinazg b) tga=2

Ad a) Mozemy skonstruowacd punkt P lezagcy na drugim ramieniu szukanego kata,
spetniajgcy dwa warunki:

1) druga wspdtrzedna punktu P jest réwna 2,

2) odlegtos¢ punktu P od punktu O(O, 0) jest réwna 3.

Y Punkty spetniajace warunek 1) tworzg pro-

AN 4 /| . .
AN 4 V4 stg v = 2. Punkty spetniajgce warunek 2)
\\ 3 // wyznaczaja okrag o $rodku w punkcie (0, 0)

>P< i promieniu 3.

Kreslimy prostg i okrag. Figury te przecinaja
: " x sie wpunktach P, iP,. Punkty P, i P, wyzna-

-1 czaja dwa katy w potozeniu standardowym:
\ / jeden ostry &, i drugi rozwarty «,.

K

a,

LN/

/
\
\

Zadanie ma dwa rozwigzania.
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Ad b) W tym przypadku wystarczy skonstruowac taki punkt P, ktérego wspotrzed-
ne (x, y) spetniajg warunek:

Z=2, czyli y=2x
X

Ay Kreslimy prostg o réwnaniu y = 2x.

2 P 1,2) Jesdli wybierzemy punkt, ktérego obie wspodt-
rzedne sg dodatnie, np. Pl(l, 2), to wyznaczy on
%/ a, kat ostry ;.

1 I Jesli wybierzemy punkt, ktéry ma obie wspodt-
P.=1.-2) . rzedne ujemne, np. Pz(fl, 72), to wyznaczy on
kat wklesty a,.

Zadanie ma dwa rozwigzania.

Cwiczenie 5. Jaka jest zaleznos¢ miedzy katami a, i a, z przyktadu 3. w podpunk-
cie a), a jaka w podpunkcie b)?

S pra wdZ, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podrgczniku!
1. Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata a, jesli istnieja.

a) Ay b) Ay

—14 4 T + T T T T T >
4 3 -2 -1 (01 2 3 24 X
ol al
-3+ 2+
P(4,-3)
-4+ -3+
54 4l
c d
: Ay ) Ay
ﬁ \ P(-2;4,8) T
Il Il i i i i A - 4+
T T T T T T T T »
4 3 2\ /01 2 3 4y
11 3l
21 21

=l \
o
P(-2,-4) . T ——

!
—‘4—3—2—1 012321
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Na drugim ramieniu kata a w potozeniu standardowym lezy punkt P, ktérego
odlegtos¢ od poczgtku uktadu wspoétrzednych jest rdwna 15. Wyznacz wspot-
rzedne punktu P, jesli:

a) sina =g i a e(90° 180°) b) cosa = _?1 i a e (180°,270°)

Na drugim ramieniu kata & w potozeniu standardowym lezy punkt P(x, —4).
Oblicz x, wiedzac, ze:
a) tga=8 b) ctga=-3

12 4
c) sina=—-—— d) cosa=—
13 5

W ktérej ¢wiartce uktadu wspétrzednych znajduje sie drugie ramie kata a?

Wyznacz na podstawie definicji wartosci funkcji trygonometrycznych kata:
a) 225° b) 210° c) 240° d) 315°

W ktorej ¢wiartce uktadu wspoétrzednych znajduje sie drugie ramie kata «
w potozeniu standardowym, jesli:
a) sina<0icosa>0 b) cosa<0itga<0?

Skonstruuj w uktadzie wspoétrzednych kat o mierze o, & € {0°, 360°), wiedzac,
ze:

3 5
a) sina=— b) cosa=——
4 6

[y

c) tga= d) ctga=4

Podaj wszystkie mozliwe rozwigzania.

Skonstruuj w uktadzie wspétrzednych kat o mierze «, jesli:

a) ctga=-11iae(270° 360°) b) sinaz_?z i a e (180°,270°)
c) cosa= —% i a e (90°, 180°) d) tga=5 i a € (180° 360°)

Skonstruuj w uktadzie wspoétrzednych kat o mierze a, a € {0°, 360°), jesli:

1
a) cosazﬁitga>0 b) tga=-2,5isina>0

1 3
c) sinaziictga<0 d) ctgazzicosa<0
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Podstawowe tozsamosci trygonometryczne

Przypomnijmy: tozsamoscig trygonometryczng nazywamy zaleznos$¢, w ktérej
zmienne wystepujg wytgcznie w argumentach funkcji trygonometrycznych i ktéra
jest prawdziwa dla wszystkich wartosci tych zmiennych, dla ktérych funkcje sg okre-
Slone.

Mamy:
Ay
X
tg azx, x#0 ctga=—, y#0
P(x, y) X y
X
sinaz% cosa:?
o\ . VX“+y x> +y
0 X

Z definicji tangensa « i cotangensa a wynika, ze dla wszystkich katéw, dla ktérych
tg o i ctg a sg okreslone, prawdziwa jest zaleznos¢:
X
tga-ctgazz-—zl
Xy
Jedli podzielimy sin & przez cos «, cos a # 0, to otrzymamy kolejng zaleznos¢:

sinay X y VX+y: y

= : = . ==—=tga
cosa \/X2+yz \/X2+yz \/x2+y2 X X
Podobnie, jesli sin a # 0, to:
cosa

— =ctga
sina

Ustalmy teraz zwigzek miedzy sinusem « i cosinusem a:

2 2
2 2 2 2
L \2 2 y X y X X +y
sina) +(cosa) = + = + = =1
( ) ( ) [W} [WJ X2+y2 X2+y2 X2+y2
Otrzymalismy jedynke trygonometryczna:
sinfa +cos?a =1

Twierdzenie 1.
1) sin?a + cos?a =1, jeslia € (0°, 360°),

2) tga="% jeslic e (0° 360°) i % 90° i @ # 270°,
cosa
3) ctgor =22 jedlia e (0°,360°) i o # 180°,

SInx

4) tga-ctga=1,jedlia e (0°360°)ica#90°ia+180°ia # 270°.
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Cwiczenie 1. Skonstruuj w uktadzie wspotrzednych kat «, wiedzac, ze tg a = 5.
Ile rozwigzan ma to zadanie? Jakie znaki majg wartosci pozostatych funkcji trygono-
metrycznych kata a?

Przyktad 1.

Wiedzac, ze tg a =-5, obliczymy sin «, cos «, ctg a.

Tangens « jest ujemny, jesli € (90°, 180°) L (270°, 360°). (Il éw. i IV ¢w.)
Najpierw obliczymy ctg a:
1
ctgo =—
tga
Aby obliczy¢ sin @ i cos a, korzystamy ze wzoréw 1) i 2) twierdzenia 1.
sina + cos?a =1 oraz
_sina

czyli  ctga = !
’ 5

-5

cosa

Z drugiej zaleznosci otrzymujemy:
sina=-5-cosa.
Dokonujemy podstawienia (75 - COS a) do pierwszego wzoru w miejsce sin a:
(-5-cosa)?+cos?a=1
25 - cos’a + cosa =1
26-cos’a=1 /: 26

1 1
coszazg, stad |cosa=———— Vv cosa=

J26

Istniejg dwa katy spetniajgce warunki zadania.

1
5)
l.a € (90°, 180°) Il.a € (270°, 360°)

1
tga=—— tga=—=
ctga c ctga

1
cosa=——— cosa=

V26

1 5 . 1
sina=-5| —— |=—— sina=-5-— =
(\/%J J26 J26 26

Jedlia e (90°, 1800), to szukane wielkosci sg réwne:

. 5
sinat = ——, cosa =—

1 1
——, g =——
26 V26 & 5

Jedlia e (2700, 3600), to sina =— , cosoL =

1 1
Y ——, Ctgor =——.
J26 26 BT
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Cwiczenie 2. Wiedzac, ze sin a # 0, doprowadz do najprostszej postaci wyrazenie:
ctga - sina - cos a + sin’c.

Przyktad 2.

Sprawdzimy, czy ponizsza réwnosc¢ jest tozsamoscig trygonometrycznag:

[1—cosa sina j
+ tga =

sina 1-cosa cosoa ’

jeslia € (0°,360°) i #90°ia = 180° i  # 270°.

Przypomnijmy: aby pokazaé, ze dana rownos¢ jest tozsamosciag, wystarczy tak prze-
ksztatci¢ jedng strone tej réwnosci, zeby otrzymac druggy. Na ogdt tatwiej jest prze-
ksztatcac strone bardziej rozbudowang — w tym przypadku strone lewa.

1-cosa sina
L= - + -tga = — utamki w nawiasie sprowadzamy
sina 1-cosa do wspdlnego mianownika i dodajemy
2.
(1-cosa) +sin’a

= go = — stosujemy wzér skréconego mnozenia
sina-(1—cosar)

. 1
1-2-cosa+cos’a+sin‘a skt

; : = — wykorzystujemy twierdzenie 1.1i 1.2
1,sm6-(1—cosa) cosa a nastepnie skracamy utamki

1-2-cosa +1 2-(1-cosar)

B (1-cosa)-cosa B (1-cosa)-cosa B

2
= = P
cosa

Rozpatrywana przez nas rownos¢ jest tozsamoscig trygonometryczna.

Przyktad 3.

2coso +3sin
Obliczymy tangens «, je$li ——— - Z -1
4sinoe —5cosa

Mianownik utamka po lewej stronie rownosci jest rézny od 0 wtedy,

5
gdy 4sina — 5cos a # 0, czyli gdy tg . # 7

. . sina . - .
Wiemy, zetga = , 0ile cos a # 0. Zatézmy, ze cos a = 0 dla pewnego
cosa

kata a, dla ktérego prawdziwa jest dana réwnos$¢. Wéwczas sin a # 0 (dlaczego?)

3sina

oraz =1. Zatozenie cos a = 0 prowadzi do sprzecznosci: % =1.

4sina
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Zatem cos a # 0. Mozemy podzieli¢ licznik i mianownik utamka przez cos a:
N sina
2cosa +3sina cosg _ 2+3-tga

4sing —5cosac 4 SINQ o 4-tgo—5
cosa
Otrzymujemy réwnosc:
2+3-t
—gazl, stgd 2+3-tga=4-tga—-5, czyli tga=7
4.-tga -5

Tangens a jest rowny 7.

Cwiczenie 3. Rozwiaz zadanie z przyktadu 3., przeksztatcajac dang réwnoéé do po-
staci 7-cosa =sina.

Przyktad 4.
Ustalimy, jaka najmniejszg warto$¢ moze przyjmowac wyrazenie tg a + ctg «, jesli
a € (0°,90°).

| spos6b — Korzystamy z nierébwnosci omoéwionej w klasie pierwszej: S, > S, , gdzie
S, oznacza $rednig arytmetyczng liczb dodatnich, za$ S, — $rednig geometryczng
tych liczb.

Z zatozenia wynika, ze « jest katem ostrym, zatem tga >0 ictga > 0.
Otrzymujemy:

tgatctga . o . .
# >.\Jtga -ctga — stosujemy nieréwnos¢ S, > S, dlaliczbtgaictga
tga +ctgo

% >1 — korzystamy ze wzoru tga - ctga =1
tga+ctga =2 — obie strony nieréwnosci pomnozyliSmy przez 2

Ostatnia nieréwnos$¢ pokazuje, ze jeslia € (Oo, 900), to suma tg a + ctg & nie moze
by¢ mniejsza od 2. Ponadto, jesli & = 45°, to otrzymujemy
tg 45° +ctgd45°=1+1=2.

Jesdlia e (O°, 900), to najmniejsza wartos$¢ wyrazenia tg a + ctg « jest rowna 2.
Il sposdb — Korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia.

Z zatozenia wynika, ze tg @ > 0 i ctg @ > 0. Zatem, jeslia € (0°, 90°), to prawdziwa
jest nieréwnos¢

(Vga ~etga ) >0



Podstawowe tozsamosci trygonometryczne

przy czym rownosc
2
(\/tga —\/ctga) =0 jest spetniona wtedy, gdy a = 45°.

Wykonujemy dziatania:

tgo —2\/tgo -y/ctgo +ctga >0
tga —2./tga -ctga +ctga >0

poniewaz
tga-ctga=1
wiec otrzymujemy
tga+ctga>2
ledlia e (0°, 900), to najmniejsza wartos¢ wyrazenia tg a + ctg a jest rowna 2.
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Cwiczenie 4. Wykaz, ze jedli a € (90°, 180°), to najwieksza warto$¢ wyrazenia
tg a + ctg a jest réwna —2. Skorzystaj z faktu, ze woéwczas —tga >0 oraz —ctga > 0.

Twierdzenie 2.
Jesli liczby rzeczywiste a, b spetniajg zalezno$¢ a? + b% = 1, to istnieje taki kat «,

a €(0° 360°), ze sina=a i cosa =b.

Cwiczenie 5. Wykaz, korzystajac z twierdzenia 2, ze miejsca zerowe funkgji

y =2x° —\/gx—O,ZS sg sinusem i cosinusem pewnego kata.

S pra wdzZ, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Wyznacz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata «, jesli:

8
a) cosa=-0,6 b) sinaz—ﬁ c) tga=3 d) ctga =-2.
2. Wyznacz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ¢, o ile istnie-
ja, jesli:
11
a) sina=="iae (90°, 180°) b) ctga=—22 i a  (270°, 360°)

c) cosaz—% i @ €(180°270°) d) tga=-1i a e (90° 180°)

e) cosa=-1 f) sina=1.
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D 3.

Wykaz, ze dana réwnos¢ jest tozsamoscig trygonometryczng, jesli
a € (0°,360°) i #90°ia = 180° i« # 270°.

a) 1-2sina=cos*a—sin*a

b) (1—cosa)(1+ cosa)=sin*a +sin’c - cos’a

c) (ctga-1)tga+1)=ctga—tga

d)

sinfa cos’ o

+ =2-sina-cosa
tga ctga

Sprawdz, czy podana rownosc jest tozsamoscia trygonometryczng, jesli
a e (O°, 360°) i #90°ia = 180° i« # 270°.

1 2—cos’a
a) sina - (,——sinaj = cos’x b) —— =1+2tg’a
sina cos a
tga —sina 1 1 2
c) 1-cosa= o mne d) — + =
tga 1-sina 1+sina cos” a

Wiedzac, ze o € (90°, 180°) oraz tg2 + ctg’a = 6,41, oblicz tg a + ctg c.

1
Wiedzac, ze a € (90°, 180°) oraz sina - cosa = _Z' oblicz sin a —cos «.

Ji-cos’a 1++1-sin*a
Wykaz, ze jedli « e (180°, 270°), to 1+ , =0
1+cosa sina

1—\/1—cosza \/1—sin2a 2cos a
+ = :
cos o 1-sina 1-sina

Wykaz, ze jeslia e (270°, 360°), to

Zbadaj, czy istnieje kat o, a € (0°, 360°), dla ktérego:

a) sinazé i cosa:—% b) sina¢=-0,9 i cosa=-0,1
3 7 3

c) sina=——itga=3 d) cosa=— i tga=3—

) . ® ) | e -
1 . 3 7 . \15

e) cosa=—& i ctga=—— f) cosa=—itga=———
J3 2 8 7

. Wykaz, ze rozwigzania réwnania 3x% + 4x + E =0 s3 odpowiednio sinusem

i cosinusem pewnego kata.
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Wybrane wzory redukcyjne

Wzory redukcyjne pozwalajg zapisa¢ wartosci funkcji trygonometrycznych pewnego
kata za pomoca wartosci funkcji trygonometrycznych innego, najczesciej mniejsze-
go kata. W klasie 1. wprowadzilismy pierwszg grupe tych wzoréw: wzory redukcyjne
dla katéw 90° — . Przypomnijmy:

Twierdzenie 1.

Jeslia € (0°, 90°), to:
1) tg(90° - a) =ctga,
2) ctg(90° - a) =tga,
3) sin(90° —«)=cosa,
4) cos(90° — ) =sin c.

Teraz wyprowadzimy wzory redukcyjne dla katéow 90° + «.

Niech katy a i 90° + a beda w potozeniu standardowym, jak na rysunku ponizej.
Na drugim ramieniu kata & wybieramy punkt P(x, y) rézny od punktu O(O, 0). Na dru-
gim ramieniu kata 90° + « wybieramy taki punkt P,(x,, y,), ze |OP,| = |OP|.

Ay DlapunktowAiA,, wybranychjaknarysunku
P, (X, v1) obok, trojkaty prostokatne OAP i OA,P, s3
A przystajace (cecha kbk), bo:
Py 0P| =|oP|
N |<AOP| = |A,0P,| =
0 % |<oPA| = |<OP,A,| = 90° —

Z tego wynika, ze:
1) |0A|=|0A,|= x| = |y,| oraz liczby x i y, maja takie same znaki, zatem

Y =X
2) |PA|=1|PA,| = y| = |x,| oraz liczby x, i y maja przeciwne znaki, wigc
X =—Y
Obliczamy, korzystajgc z definicji funkcji trygonometrycznych:
tg(90° + ) = Hh_x_ X =—ctga
X =y Yy
ctg(90° + ) = LoV Y =—tga
Yy, X X
sin(90° + a) = i _ X2 - ZX = =cos«
\/X1+y1 \/(—y) -i-X2 \/X +ty
cos(90° + ) act 4 =-sin«

\/lery1 \/(—y)2+x \/x +y’
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Udowaodnilismy twierdzenie 2.

Twierdzenie 2.
1) tg(90° + @) =—ctg a, jedli e (0°, 180°) LU (180°, 270°),
2) ctg(90° + ) =—tg a, jeslia € (0°,90°) L (90°, 270°),
3) sin(90° + a) = cos a, jedli a € (0°, 270°),

4) cos(90° +a) =-sin a, jesli a € (0°, 270°).

UWAGA: Rysunek do dowodu ostatniego twierdzenia zostat wykonany w przypad-
ku, gdy « jest katem ostrym. W przypadku gdy a € (90", 2700), zaleznosci miedzy
wspotrzednymi punktéw P i P, sg takie same i dowdd przebiega identycznie.

Niech teraz katy a i 180° —a beda w potozeniu standardowym. Na drugim ramie-
niu kata a wybieramy punkt P(x, y) rézny od punktu O(O, 0). Na drugim ramieniu
kata 180° —a lezy punkt P,(x,, y,), dla ktérego |OP,| = |OP

Ay Zaznaczamy punkty AiA,, jak na rysunku obok.
Woéweczas tréjkaty OAP i OA,P, s przystajace
P, 1) (uzasadnij to doktadnie).
U Plx, y) Otrzymujemy:
ot X X=X oraz Yyi=Yy
A, 0 A X
Obliczamy:
tg(180° —a)=22=Y = Y _ 454
X, X X
X, —X X
ctg(180° ~a)=L=—=-==<ctga
yi v y
. o N__ Y y _ Y o
sin(180 a)—\/z == ; 2—\/2 ==sina
Xty (—X) +y Xty
cos(180° —« all X =—cosa

X
)_\/xf+yf _\/(—x)2+y2 a \/X2+yz

Prawdziwe jest nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 3.
1) tg(180° —a)=—tga, jeslia € (0°,90°) U (90°, 180°),
2) ctg(180° —a)=—ctgq, jedlia  (0°, 180°),
3) sin(180° — ) =sin «, jedli a € (0°, 180°),
4) cos(180° —a) =—cos a, jesli a € (0°, 180°).
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UWAGA: Twierdzenie 3. mozna tez wyprowadzi¢ z twierdzenia 2. i 1. Na przyktad:
tg(180° — r) = tg[90° + (90° — )] = —ctg(90° — ) =~ tg &
\ \!

twierdzenie 2.1 twierdzenie 1.2

Cwiczenie 1. Udowodnij podobnie pozostate wzory z twierdzenia 3.

Podamy jeszcze wzory redukcyjne dla kata 180° + ..

Twierdzenie 4.
1) tg(180° +a)=tga, jeslia e (0°, 90°)(90°, 180°),
2) ctg(180° + ) =ctg a, jedli « € (0°, 180°),
3) sin(180° +a)=-sin a, jeslia € (0°, 180°),
4) cos(180° +a) =—cosa, jedlia e (0°, 180°>.

Cwiczenie 2. Udowaodnij twierdzenie 4., korzystajac jedynie z twierdzenia 2.

Przyktad 1.

Obliczamy, postugujgc sie wzorami redukcyjnymi:

V3

a) sin 120° = sin(90° + 30°) = cos 30° = — albo
sin 120° = sin(180° — 60°) = sin 60° =
b) tg 150° = tg(90° + 60°) = —ctg 60° = —

albo

tg 150° = tg(180° — 30°) = —tg 30° = —

w|$‘ w|$‘ N|$‘ N

c) sin 160° + cos 110° = sin(180° — 20°) + cos(90° + 20°) = sin 20° — sin 20° = 0
albo
sin 160° + cos 110° = sin(90° + 70°) + cos(180° — 70°) = cos 70° — cos 70° = 0.

Cwiczenie 3. Oblicz cos 135° — korzystajac z poznanych wzordéw redukcyjnych.

Twierdzenia 1. i 2. pokazuja, ze wzory redukcyjne dla kata 90° — o oraz dla ka-
ta 90° + a pozwalajg zastgpic¢ wartosci funkcji trygonometrycznych wartosciami in-
nych funkcji trygonometrycznych: sinus dowolnego kata moze by¢ wyrazony za po-
moca funkcji cosinus i odwrotnie. Podobnie tangens moze by¢ wyrazony za pomocg
funkcji cotangens i odwrotnie. Méwimy, ze funkcja cosinus jest kofunkcja dla funkcji
sinus (i odwrotnie) oraz funkcja cotangens jest kofunkcjg dla funkcji tangens (i od-
wrotnie).
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Te sytuacje uzyskamy réwniez w przypadku, gdy funkcje trygonometryczne kata
270° — a, kata 270° + « oraz kata 360° — a, bedziemy chcieli wyrazi¢ za pomoca
funkcji trygonometrycznych kata . Sprébuj wyprowadzié te wzory w przypadku,
gdy a jest katem ostrym.

Istnieje prosty sposdb zapamietania wzoréw redukcyjnych.
Zaktadamy, ze « jest katem ostrym, a nastepnie:

1) Sprawdzamy, jaki znak ma interesujgce nas wyrazenie i zapisujemy go po pra-
wej stronie réwnosci.

2) Jesli we wzorze liczba poprzedzajgca +a albo —a jest nieparzystg wie-
lokrotnoscig kata 90°: (90° + a), (90° — &), (270° + ), (270° — ), to funkcja
zmienia sie na kofunkcje. Jesli liczba poprzedzajgca + a albo — « jest pa-
rzysta wielokrotnoscia kata 90°: (180° + ), (180° — @), (360° — ), to funkcja
pozostaje bez zmiany.

Wykonanie punktu 1) utatwi Ci ,,rymowanka”, ktéra znajduje sie na str. 170

Przyktad 2.
Obliczymy na dwa sposoby: a) sin 240° b) cos 330° c¢) tg 135°

Ad a)
1) sin 240° <0, wiec po prawej stronie rownosci wpiszemy znak minus: —.
2) Zauwazamy, ze

240° =180° + 60° albo 240° =270° - 30°.
sin 240° =sin(2 - 90° + 60°) sin 240° = sin(3 - 90° — 30°)
Pozostaje funkcja sinus. Zmieniamy na kofunkcje, czyli na cosinus.

V3 V3

sin(2 - 90° + 60°) = — sin 60° = - sin(3 - 90° - 30°) = —cos 30° = -~

Ad b)
1) cos 330° >0, wiec po prawej stronie rownosci bedzie znak plus: +.
2) Zauwazamy, ze

330° =360° - 30° albo 330° =270° + 60°.
cos 330° = cos(4 - 90° - 30°) cos 330° = cos(3 - 90° + 60°)
Pozostaje funkcja cosinus. Zmieniamy na kofunkcje, czyli na sinus.

3

cos(4 - 90° —30°) = cos 30° = ? cos(3 - 90° + 60°) = sin 60° = >
Ad c)
1) tg135° <0 — po prawej stronie rownosci bedzie znak minus: —.
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tg 135° =tg(2 - 90° — 45°) tg 135° =tg(1 - 90° + 45°)
Pozostaje funkcja tangens. Zmieniamy na kofunkcje, czyli na cotangens.
tg(2-90° - 45°) = g 45°=-1 tg(1-90° +45°) = ctg 45° =1

Cwiczenie 4. Oblicz, stosujac metody z przyktadu 2.: a) tg300°  b) ctg 225°.

SPVaWdi, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
1. Oblicz:

a) sin(180° —45°) b) sin(90° + 60°)
c) tg(90° +30°) d) ctg(90° +45°)
e) cos(180° - 60°) f) cos(180° -30°)
2. Oblicz, stosujgc wzory redukcyjne
a) cos 225°-tg150° b) sin 210° - tg 225°
c) sin 240° : ctg 300° d) cos 300° : sin 315°

3. Wykaz, ze dana liczba jest wymierna.
a) (2+cos150°)(2 —sin300°) b) (tg120°—tg45°)-(ctg315°+tg240°)
c) cos 0°+ 3sin 90°—2 - tg 180° d) sin(270° +30°) - cos(270° + 60°)

4. Oblicz, bez uzycia tablic trygonometrycznych i kalkulatora:

a) cos 0° - cos 30° - cos 60° b) tg 40° - tg 50° - tg 60°
c) tgdl®-tgd3°-tgd7°-tgd9° d) sin 210° - sin 240° - sin 270°
e) sin?10° + sin?45° + sin280° f) cos?100° + cos?190°

5. Wykaz, ze:

5in129°-cos141° . b) cos’ 112°—sin? 158° 0

a)
cos”39° tg128°

6. Wykaz, ze prawdziwa jest rownos¢:
a) sin 150° - cos 300° —tg 179° - tg 89° = 1%
b) sin?65° +sin?155° —tg 198° - tg 108° =2
7. Wyznacza,a € (00, 3600), wiedzac, ze:

1
a) tga=1isina<0 b) cosazgitga>0
. 3 1 .
) smaZT i cosa<0 d) cosa:—E i tga<0
1 . . . 1
e) ctga=— isina<0 f) sina=—— i cosa>0
3 2

8. Zapisz wzory redukcyjne dla kata 360° —« i je udowodnij, korzystajac z defi-
nicji funkcji trygonometrycznych.
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Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 5.

Test
1.

Punkt P(—3, —4) nalezy do drugiego ramienia kata a znajdujgcego sie w potoze-
niu standardowym. Wowczas:

A.cosoc=§ B.cosaz—E C.cosaz—E D.cosozz—i
4 4 5 5

Prosta y = —2x zawiera koncowe ramie kata « znajdujgcego sie w potozeniu stan-
dardowym. Wéwczas:

Atga=-2 B.tga=7 C.ctga=2 D.ctga=7

Punkt P jest punktem przeciecia okregu o srodku w punkcie (O, 0) i promieniu 3
oraz prostej y = —2. Jesli punkt P nalezy do koricowego ramienia kata znajduja-
cego sie w potozeniu standardowym, to:

2 2 2 2
A.cosa=—— B.sina=—— Ctga=— D.ctga=—
3 3 3 3

Sinus kata 210° jest réwny:
s Bt ¢t D.
2 2 2

oG

Cosinus kata 300° jest rowny:

Al 5 V2 1 b Y2
2 2 2 2

Tangens kata 90° + a jest réwny:
A.tga B.ctga C.—ctga D.—tga

3
Jedli sina = -~ i a jest katem pewnego tréjkata lezgcym naprzeciw najdtuz-

szego boku, to:
A.a =90° B.a=120° C.a=135° D. a =150°

e =24 .
Jedlisina=——icosa >0, to:
25

3 7 7 3
Atga=-3— B.tga=—— Ctga=— D.tga=3—
g 7 & 24 g 24 g 7

Liczba sin170° - tg 100° jest réwna:
A. —cos 10° B.—sin10° C.sin10° D. cos10°

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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Zadania otwarte

10.

11.

12.

13.

14.

15.

D 16.

17.

18.

19.

20.

D 21.

Punkt P(f48, 14) nalezy do drugiego ramienia kata a w potozeniu standardo-
wym. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata «.

Skonstruuj w uktadzie wspétrzednych kat «, wiedzgac, ze:

1
a) cosazg iae(270°,3600) b) sinaz—z c)tga=3isina<0
Oblicz na podstawie definicji wartosci funkcji trygonometrycznych kata:
a) 270° b) 330° c) 225°

Wiedzac, ze sina = 18—7 iae (0°, 360°), oblicz wartosci pozostatych funkcji try-

gonometrycznych kata «.

Wiedzac, ze ctga =—3 i sina <0, oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonome-
trycznych kata «.
5cosa —4sina

Wiedzac, ze 3— =-2 dla pewnego kata &, oblicz tangens kata a.
sina

Wykaz, ze dla kata ostrego a réwnos¢:

sin(180°+a) 1 . ) .
ctg (270°—a) - 1=——— jest tozsamoscig trygonometryczna.
cos(180°—a) cos’ o

Korzystajgc ze wzordw redukcyjnych, oblicz wartos$é wyrazenia:
sin 210°- cos 120°- tg 225° - ctg 240°.

Podaj miare kata «, jesli wiadomo, ze:

a) sina:? i o e(90°,180°) b) cosa:—? i a e(90° 180°)

c) tga=-1i ae(270° 360°) d) sina:% i a e (0° 180°)

Oblicz wartos¢ utamka, bez uzycia tablic trygonometrycznych i kalkulatora:

€0s120°-ctg 90° +tg 225°-sin150°
tg 210°-ctg 30°+cos 135°-sin 45°

Oblicz wartos¢ wyrazenia:
a) sin 120° - cos 180° - tg 210° b) ctg 150° - sin 30° - cos 45°

1-cos’a 1-sin‘a
Wykaz, ze jedli « e (90°, 180°), to \/ + \/ =0.
sina cosa

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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6 « Geometria analityczna

Odcinek w uktadzie wspétrzednych

Geometria analityczna to dziat matematyki, w ktérym podstawowg role odgrywa
uktad wspodtrzednych na ptaszczyznie. Uktad wspdirzednych na ptaszczyznie byt
wstepnie omawiany juz w szkole podstawowej. Pojawiat sie tez w trakcie dotych-
czasowej nauki w szkole sredniej. Przypomnimy i uporzadkujemy dotychczasowa
wiedze na ten temat.

Ay Uktadem wspdtrzednych na ptaszczyznie
nazywamy dwie prostopadte osie liczbowe
OX i OY, o wspdlnym poczatku w punkcie O.
Dzieki niemu kazdemu punktowi ptaszczy-
(3,1) zny mozna przypisa¢ uporzadkowang pare
liczb w sposdb jednoznaczny.

] Osie uktadu wspodtrzednych dzielg ptasz-
czyzne na cztery czesci, zwane ¢wiartkami
uktadu wspodtrzednych. Oznaczamy je: |, I,
1l IV. Pierwsza ¢wiartka to ta, w ktérej znaj-
duja sie punkty o obu wspétrzednych nie-
ujemnych. Kolejne ¢wiartki numerowane sg
przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara.

[

|
w
|
i

ll

i

1
&

<

Jesli np. punkt o wspodtrzednych (1, 3) chcemy nazwac punktem A, to piszemy

A(1, 3) lub A = (1, 3). My stosujemy ten pierwszy, krétszy rodzaj zapisu. Zaznaczanie
i odczytywanie punktéw w uktadzie wspdtrzednych oméwione byto w szkole pod-
stawowej — podobnie jak wyznaczanie dtugosci odcinka o podanych koncach, czy
tez wyznaczanie wspétrzednych srodka takiego odcinka.

Przyporzadkowanie punktom w uktadzie wspétrzednych uporzagdkowanych par liczb
umozliwito opisywanie niektdrych figur geometrycznych réwnaniami lub nierow-
nosciami, a takze badanie zagadnien geometrycznych metodami algebraicznymi.

W klasie pierwszej pokazaliSmy na przyktad, ze proste w uktadzie wspdtrzednych
mozna opisa¢ pewnymi rownaniami.



Odcinek w uktadzie wspétrzednych

Zagadnienie geometryczne, polegajgce na badaniu potozenia wzgledem siebie
dwdch prostych, jest réwnowazne zagadnieniu algebraicznemu, polegajgcemu
na badaniu liczby rozwigzan odpowiedniego uktadu réwnan.

zagadnienie geometryczne zagadnienie algebraiczne

k

a,x+by=c
a,x+by=c,

proste k, | majg 1 punkt wspdlny uktad réwnan ma 1 rozwigzanie

k
s farvtr s

a,x+by=c,

proste k, | sg rownolegte uktad réwnan jest sprzeczny

k=1
{f:11x+b1y=c1

a,x+by=c,

proste k, I sie pokrywaja uktad réwnan jest nieoznaczony

Podstawy geometrii analitycznej stworzyli matematycy francuscy zyjacy w XVII w.
Jednym z nich byt Pierre de Fermat (czyt. ferma) — z zawodu prawnik, matematyka
zajmujacy sie jedynie w czasie wolnym. Wprowadzit on po raz pierwszy uktad wspoét-
rzednych, wyprowadzit réwnania linii prostej, paraboli, okregu oraz hiperboli.
Drugi to Kartezjusz — wybitny filozof, ktéry chciat stworzy¢ uniwersalng meto-
de, mozliwg do wprowadzenia we wszystkich dziedzinach nauki i prowadzaca
do powstawania wiedzy pewnej. Punktem odniesienia byta dla Kartezjusza precyzja
whnioskowania matematycznego. Wyniki swych badan zawart on w traktacie filozo-
ficznym Rozprawa o metodzie. Dodatkiem do tego traktatu byto dzieto Geometria,
ktére zawierato zastosowanie w geometrii opisanej w traktacie metody. Polegata
ona na pofaczeniu algebry i geometrii, przez co geometria zyskata ogdélng metode
rozwigzywania problemdw, a algebra stata sie bardziej intuicyjna poprzez ilustracje
geometryczne.

Geometria Kartezjusza miata przefomowe znaczenie w rozwoju matematyki. Zyjacy
ponad 150 lat po Kartezjuszu wybitny matematyk francuski Pierre Simon de Laplace
okreslit to nastepujgco: ,Dzien, w ktédrym Kartezjusz sformutowat swojg metode,
mozna uznac za dzien narodzin wspoétczesnej matematyki”.
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W tym rozdziale usystematyzujemy i uzupetnimy informacje dotyczace réwnania
prostej. Omoéwimy takze réwnanie okregu oraz sposoby rozwigzywania uktadéw
réwnan, z ktérych jedno jest réwnaniem prostej, a drugie — réwnaniem okregu lub
rownaniem paraboli, bedacej wykresem funkcji kwadratowej.

Przypomnijmy dwa twierdzenia charakteryzujgce odcinek potozony w ukfadzie
wspotrzednych.

Twierdzenie 1.
Jesli A(xl, yl) i B(xz, yz), to dtugosé odcinka AB wyraza sie wzorem

48] = (o - %)+ (v2-.)’

Dowdd tego twierdzenia wynika bezposrednio z twierdzenia Pitagorasa.

Twierdzenie 2.
Jesli punkt S jest sSrodkiem odcinka AB, gdzie A(xl, yl) i B(xz, yz), to
S(x1+x2 y1_+y2\.

’

2 2

Cwiczenie 1. Punkt S(-2, —1) jest $érodkiem odcinka AB, gdzie A(2, 1). Wyznacz
wspotrzedne punktu B oraz dtugos¢ odcinka AB.

Przyktad 1.

Koricami odcinka AB sg punkty A(f4, 71) i B(12, 7). Wyznaczymy taki punkt P nale-
73cy do odcinka AB, ze |AP|: |PB|=3:1.

Naszkicujmy rysunek pomocniczy, na ktérym punkt P jest szukanym punktem.
Warunek |AP| : |BP| =3 : 1 jest réwnowazny réwnosci

B —> —>
P AP =3. PB

A Przyjmujemy oznaczenie P(x, y) i otrzymujemy
ﬁ:I:x—(—4),y—(—l)]=[x+4,y+1]
ﬁz[lZ—Xﬂ—y], wiec

—
3. PB =[36-3x,21-3y].
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Réwnos¢ wektorow ﬁ i3 ﬁ oznacza rownos¢ odpowiednich wspotrzednych:
Xx+4=36-3x A y+1=21-3y
x=8 A y=5

Punkt P ma wspotrzedne (8, 5).

Cwiczenie 2. Rozwigz zadanie z przyktadu 1., stosujgc dwukrotnie twierdzenie 2.

Cwiczenie 3. Koricami odcinka AB s3 punkty A(—4, —8) i B(1, 2). Wyznacz taki
punkt P nalezacy do odcinka AB, ze |AP|:|PB|=1:4.

Niech w uktadzie wspétrzednych dany bedzie tréjkat ABC, gdzie A(x,, y,), B(x,, y,),
C(x3, y3). Wyznaczymy wspdtrzedne érodka ciezkosci S tego tréjkata.
Przypomnijmy: Srodek ciezkosci tréjkata jest punktem, w ktdérym przecinaja sie
srodkowe tego tréjkata. Wiemy tez, ze srodek ciezkosci dzieli kazdg srodkowg
w stosunku 1 : 2.

Wykorzystamy te wtasnos$é w naszych obliczeniach.

Przyjmujemy oznaczenia: S(x, y), D — érodek boku AB tréjkata ABC. Szkicujemy
rysunek.

Clxs vs)
Blx,, y.)
D
Alxy, )
Wyznaczamy wspotrzedne punktu D oraz wspoétrzedne wektordw Ccs'isD.
D u, nty, korzystamy z twierdzenia 2.
2 2
+ +

E):[X_ny_ys] ﬁz[)(lzxz —X, y12y2_y:|

Poniewaz punkt S dzieli Srodkowg CD odpowiednio w stosunku 1 : 2, wiec
—> —>
CS =2-5SD

x—xy—y]=2-| 2 Nl czyli
2 2
[X—x3, ¥y —ys] =[x, + %, — 2%, y, +y, — 2], zatem

X—X3=X; +X,—2X AN Y=Yi=Y t+Y,—2y
+X, + +y, +
x K R SJaaazied
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1492 6. Geometria analityczna

Otrzymalismy nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 3.
Jesli punkt S jest srodkiem ciezkosci tréjkata ABC, gdzie A(xl, yl), B(xz, yz)

i C(x3, y3), to
S X +Xy+ Xy Yy, TV,
3 ' 3

Cwiczenie 4. W trojkacie ABC dane sa: A(-4,-2), C(8, 8) oraz S(5, 1), gdzie S jest
srodkiem ciezkosci tréjkata ABC. Wyznacz wspofrzedne wierzchotka B.

Cwiczenie 5. Na ptaszczyznie dane sa trzy punkty: A, B i S. Skonstruuj punkt C,
wiedzgac, ze punkty A, B, C sg wierzchotkami trojkata, ktérego Srodkiem ciezkosci jest
punkt S. Przy jakim potozeniu punktéw A, B i S istnieje rozwigzanie zadania?

Sprawdi, CzZYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
1. Oblicz dtugosci bokéw tréjkata ABC, wiedzac, ze A(-6, —3), B(4, -3), C(2, 1).

Sprawdz, czy trojkat ABC jest prostokatny.

2. Wyznacz wspétrzedne srodka odcinka AB, jesli:

a) A(-10, 4), B(6, -2) b) A(-2,5), B(4, -3)
) A(-2,4), AB =[2, 8] d) B(-3,-5), AB =[1,-3]

3. Dany jest tréjkat o wierzchotkach A(-2, —3), B(4, 5), C(0, 1). Oblicz dtugosci
srodkowych AD, BE i CF i wspodtrzedne srodka ciezkosci tego tréjkata.

4. W tréjkacie ABC dane sa wierzchotki A(4, 8) i B(~12, 4) oraz $rodek ciezkosci
(-3, 3). Oblicz:
a) wspotrzedne wierzchotka C b) obwdd tréjkata ABC.

5. Punkt 5(72, 3) jest sSrodkiem ciezko$ci trojkata ABC, zas punkt D(f6, O) —$rod-
kiem boku AB. Oblicz:
a) dtugosc¢ srodkowej CD b) wspdtrzedne punktu C.

6. Dane sg punkty A(2, -5) i B(-4, 7). Wyznacz wspétrzedne punktu P nalezace-
go do odcinka AB, jesli:

|AB| 3

Pl _2

e
e -

[AP|

Pl _3

2 lapP| 4

3 d)



Réwnanie kierunkowe prostej

Réwnanie kierunkowe prostej

W klasie pierwszej omowilismy wtasnosci funkcji liniowej. Wiesz, ze wykresem funk-
cji liniowej y = ax + b jest pewna prosta na ptaszczyznie. Mowimy wowczas, ze te
prostg opisuje rownanie kierunkowe y = ax + b. Wspdtczynnik a nazywamy wspot-
czynnikiem kierunkowym, wspétczynnik b — wyrazem wolnym.

Definicja 1.

Réwnaniem kierunkowym prostej nazywamy réwnanie majgce posta¢ y=ax+ b.

Réwnaniem kierunkowym mozna opisac tylko te proste, ktére nie sg prostopadte
do osi OX.

Kat nachylenia prostej do osi OX

Rysunki ponizej przedstawiajg przyktadowe proste opisane réwnaniem y = ax, jesli
a>0,a<0oraza=0.

1) a>0 2) a<0 3) a=0
14
+4
143
12
11 \ y=0
32-1 91/2 3 4 5 X
B a=0°
1-2
1-3
+-a
1-s

Kazdej prostej odpowiada pewien kat, zwany katem nachylenia prostej do osi OX.
Jedno ramie takiego kata pokrywa sie z dodatnig potosig OX, a drugie ramie lezy w |
lub Il ¢wiartce uktadu wspodtrzednych i zawiera sie w danej prostej.

Kat nachylenia prostej opisanej réwnaniem kierunkowym y = ax do osi OX jest:
e ostry, jeslia>0
e rozwarty, jeslia<0
e réwny 0°, jeslia=0.

Twierdzenie 1.
Prosta opisana réwnaniem y = ax jest nachylona do osi OX pod takim katem «,

a € (0°,180°) i #90° ze tga = a.

193
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Dowdd: Rozwazmy ponownie proste opisane rownaniami postaci y = ax.

1. 2. 3.
\Y AY Y
P(xy, y,) P(Xl' yl)
a) - ?\ \ P(x,, y,)
0 X 0 X 0 X
/ o=0°
y=ax y =ax y=ax
a>0 a<0 a=0

Na drugim ramieniu kata a nachylenia prostej do osi OX wybieramy dowolny punkt
P(x,, y;) rézny od punktu (0, 0). Na podstawie definicji tangensa otrzymujemy:

Y1

X1

tga=

Wiemy réwniez, ze punkt P(xl, yl) nalezy do prostej majgcej rGwnanie y = ax, wiec
wspotrzedne punktu P spetniajg to réwnanie, stad y, = ax;. Otrzymujemy:

ax
tgazﬁz—lza,

X1 X

co koriczy dowdd.

Przyktad 1.

Napiszemy rownanie prostej, przechodzacej przez poczatek uktadu wspdtrzednych
i nachylonej do osi OX pod katem 60°.

Szukang prostg opisuje rownanie y = ax. Z twierdzenia 1. wynika, ze
a=tg60°, a= \/5

Szukane réwnanie prostejto y = \/gx.

czyli

Przyktad 2.

Wyznaczymy kat nachylenia prostej o réwnaniu y =-x do osi OX.

Wspodtczynnik kierunkowy w réwnaniu kierunkowym prostej jest rowny —1, zatem
tga=-1,

gdzie a jest katem nachylenia prostej do osi OX. Zauwazamy, ze kat « jest rozwarty.

Wyznaczamy miare kata «, korzystajac z wiasnosci tangensa:

tg45°=1 oraz tg(180°-B)=-tgp
Mamy:

tg (180° — 45°) = —tg 45° = -1, zatem

a=135°

Prosta o réwnaniu y = —x jest nachylona do osi OX pod katem 135°.
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Zauwaz, ze prosta opisana réwnaniem y = ax + b powstaje w wyniku przesuniecia
réwnolegtego prostej y = ax o wektor [0, b]. llustruje to rysunek ponizej.

Proste o réwnaniach

y=ax oraz y=ax+b,
sg réwnolegte, a wiec sg nachylone do osi
OX pod tym samym katem.

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.
Prosta opisana réwnaniem kierunkowym y=ax+ b jest nachylona do osi OX pod

takim katem a, a € <O°, 180°) ia#90° zetga=a.

UWAGA: Wspodtczynnik kierunkowy a w rownaniu kierunkowym prostej y =ax + b
nazywamy tez wspétczynnikiem katowym — ze wzgledu na zwigzek z katem nachy-
lenia tej prostej do osi OX.

Cwiczenie 1. Wyznacz wspétczynnik katowy w réwnaniu kierunkowym prostej
nachylonej do osi OX pod katem 150°. Wiedzgc dodatkowo, ze ta prosta przecina

0$ OX w punkcie (\/5, 0), napisz rownanie kierunkowe tej proste;.

Réwnolegtos¢ prostych opisanych rownaniami kierunkowymi

Rozwazmy dwie proste opisane réwnaniami y = ax + b oraz y = a,x + b,. Te proste
sg rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy s nachylone do osi OX pod tym samym ka-
tem «, czyli tylko wtedy, gdy

a=tga=aqa,

Twierdzenie 3.
Proste o réwnaniach y = ax + b oraz y = a;x + b, s rownolegte wtedy i tylko
wtedy, gdy a =a;.

Cwiczenie 2. Wyznacz wzér funkgji liniowej f, ktérej wykres przecina oé OY
w punkcie A(0, -5) i jest réwnolegty do prostej k:y=-3x+7.
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Réwnanie prostej przechodzgcej przez dwa dane punkty

Wyznaczymy teraz réwnanie prostej przechodzgcej przez dwa punkty o wspoétrzed-
nych (x,, y,) oraz (x,, y,), gdzie x, # x,.
Warunek x; #x,
znaczy, ze rozpatrywana prosta nie jest prostopadta do osi OX.
Mozna jg wiec opisaé rownaniem kierunkowym y = ax + b.
Po podstawieniu wspdtrzednych (xl, yl) do tego réwnania otrzymujemy:
y,=ax,+b, stad b=y, —ax;
Réwnanie prostej mozna zapisaé¢ w postaci
y=0x+y, —axy, czyli
(1) y—y,=alx—x,).
Do otrzymanego réwnania wstawiamy wspoéfrzedne drugiego punktu.

VoY
v,—yi=a(x,—x), stad a=22—"1
Xy =X
Dokonujemy podstawienia do réwnania (1):
Y,V
y—y, =21 (x—x,).
X; =X,

OtrzymaliSmy nastepujacy wniosek.

Réwnanie prostej przechodzgcej przez dwa punkty o wspoétrzednych (xl, yl) oraz

(x5, v,), gdzie x, # x,, mozna zapisa¢ w postaci: y—y, = sl (x—xy).

2 1

Prostopadtos¢ prostych opisanych réwnaniami kierunkowymi

Naszkicujemy we wspdlnym ukfadzie wspétrzednych dwie proste opisane réwna-
niami kierunkowymi y = ax + b oraz y = a,x + b, gdzie a > 0 i a, < 0. Nastepnie wy-
prowadzimy warunek na prostopadtos¢ tych wykresow.

Prosta opisana réwnaniem y = ax + b

Y
9 przecina o$ OX w punkcie A i jest nachy-
lona do osi OX pod takim katem ostrym
/ N\ a,zetga=a.
-~ = Bﬁ ) > Prosta opisana réwnaniem y =a, x + b,
o**b - przecina o$ OX w punkcie B i jest nachy-
V% A lona do osi OX pod takim katem rozwar-
< .
¢ tymp, zetgf=a,.

Proste te nie sg rownolegte do osi OX, bo z zatozenia a #0i a, # 0. Nie s3 tez prosto-

padte do osi OX, bo sg wykresami funkcji.

Oznaczmy przez C punkt przeciecia tych prostych i rozwazmy katy tréjkata ABC.
|<BAC|=a oraz |<ABC|=180°-p
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Kat ACB jest prosty wtedy i tylko wtedy, gdy
|<BAC| + |[<ABC| =90°, czyli
a +180° — 8 = 90°
B=90°+a

Otrzymana réwnos¢ jest rownowazna rownosci

tg 8 =1g(90° + ),
bo tangens dla dowolnych dwdéch miar ze zbioru (90°, 180°) przyjmuje rézne war-
tosci. Zatem

1 , tga#0, boa e (0° 90°)
tga

tgf-tga=-1, stad a,-a=-1

tgf=—ctga, czyli tgf=-

Cwiczenie 3. Wykaz, ze proste opisane réwnaniamiy=ax+b i y=a,x+ b,, prze-
cinajace sie w punkcie lezacym na osi OX sg prostopadte tylko wtedy, gdy a - a, =-1.

Twierdzenie 4-
Wykresy funkcji liniowych y=ax+ b oraz y=a,x+ b,, gdziea#0ia, #0 s3
prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy ich wspdtczynniki kierunkowe spetniajg

warunek a-a,=-1.

Cwiczenie 4. Wyznacz réwnanie prostej /, ktéra jest prostopadta do prostej
k:y =7+ 4xi przecina prostg k w punkcie o odcietej —4.

Przyktad 3.
Wyznaczymy réwnanie symetralnej odcinka AB, jesli A(f4, 3), B(2, 0).
Szkicujemy rysunek pomocniczy. Zauwazamy, ze

X, # Xg.
Szukamy réwnania kierunkowego prostej, prostopadtej
do odcinka AB i przechodzacej przez jego Srodek.

S(x3, y4)

Wyznaczamy wspétczynnik kierunkowy prostej AB: B(2,0)

0-3 1

a =
Yo (-4) 2
Symetralna odcinka AB ma réwnanie y = ax + b, gdzie

a- (__J =-1 — korzystamy z twierdzenia 4.

Zatem a=2.
Réwnanie symetralnej przyjmuje postac y = 2x + b.
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Teraz znajdujemy wspotrzedne punktu S(xl, yl), bedacego srodkiem odcinka AB.

—4+2 3+0 1 3
Xl = = —1 oraz yl = T = 15, Stad S(_l, E]

2
Poniewaz punkt S nalezy do symetralnej, wiec jego wspotrzedne spetniajg rownanie
tej symetralne;j.
1,5=2-(-1)+b stad b=35
Symetralna odcinka AB ma réwnanie y = 2x+ 3,5.

SPV'aWdZ/., CczYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Podaj kat nachylenia do osi OX prostej opisanej réwnaniem:

a) y=—\/§x b) y=-1 c) y:1+i d) y:\/g—x

3

2. Korzystajac z tablic matematycznych lub kalkulatora, podaj przyblizong miare
kata nachylenia do osi OX prostej o réwnaniu:
a) y=2,356x+ 1,428 b) y=-0,81x—7,115

3. Napisz wzér funkcji liniowej f, ktérej wykres jest nachylony do osi OX pod
katem a i przechodzi przez punkt A, jesli:
a) a=45° A(3,-2) b) a=0°, A(1,4)
) a=150° A(0,2) d) a=135°, A(14,-20)

4. Oblicz wspdtczynniki kierunkowe prostych AB i CD. Czy te proste sg réwnole-
gte?
a) A(0,0),B(-1,-4),c(0,-3),D(7,25) b) A(5,7),B(2,1),((-3,-2), D(-4, 0)

5. Napisz réwnanie kierunkowe prostej /, rownolegtej do prostej k i przechodza-
cej przez punkt A, jesli:

1
a) kiy=-2x+5, A(—E,4j b) k:y=2-+/5, A(3,-6)
6. Napisz réwnanie kierunkowe prostej, do ktérej nalezg dane punkty A i B.

a) A(-2,1),B(3,-4) b) A(8,2),B8(4,-10) ¢) A(N2,~5), B(—2,35)
7. Napisz rownanie kierunkowe prostej /, prostopadtej do prostej k i przecho-

dzacej przez punkt A, jesli:
a) kiy=05x—1; A(-4,0) b) kiy=3+x; A(4,5) c) k:y:—gx; A6, 1)

8. Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka o konicach A, B, jesli:
a) A(-6,13), B(10,-3) b) A(4,7), B(-2,7) c) A(0,8), B(-6,0)

9. Wykres funkcji liniowej f jest prostopadty do prostej k i przecina te prostg
na osi OY w punkcie o rzednej 4. Wyznacz wzor funkcji f, wiedzac, ze tangens
kata nachylenia prostej k do osi OX jest rowny —2.
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Réwnanie ogélne prostej

Réwnaniem kierunkowym mozna opisac tylko te proste w uktadzie wspdtrzednych,
ktére sg wykresami funkcji liniowych. Takim rownaniem nie mozna opisac prostych
prostopadtych do osi OX.

Omoéwimy teraz typ rownania, ktérym mozna opisa¢ dowolng prostg w ukfadzie
wspotrzednych.

Definicja 1.
Réwnaniem ogdlnym prostej nazywamy rdwnanie majgce postaé Ax+ By +C=0,
gdzie A + B2 = 0.

Warunek A? + B? # 0 oznacza, ze wspotczynniki A i B nie moga by¢ jednoczesnie
réwne zeru.

Kazde réwnanie zapisane w postaci kierunkowej tatwo jest zapisaé w postaci ogdl-
nej.

Kierunkowa posta¢ réwnania prostej

Ogodlna postaé réwnania prostej

y=2x-3
Woéwczas a=2, b=-3

—2x+y+3=0
A=-2,B=1,C=3

y=—4x
Woébwczas a=-4, b=0.

4x+y=0
A=4,B=1,C=0

y=6
Woéwczas a=0,b=6

y—6=0
A=0,B=1,C=-6

Roéwnanie ogdlne prostej Ax + By + C= 0 mozna przedstawi¢ w postaci kierunkowej

. A
tylko wtedy, gdy B # 0; otrzymujemy y = —Ex——.

C
B

Cwiczenie 1. Doprowad? réwnanie ogélne 10x — 2y + 3 =0 do postaci kierun-
kowej.

Cwiczenie 2. Naszkicuj w ukfadzie wspétrzednych prosta opisang réwnaniem
ogdélnym 2x + 6 = 0. Czy rownanie tej prostej mozna doprowadzi¢ do postaci kie-
runkowej?

Zauwaz, ze wiele réwnan w postaci ogélnej moze opisywac tg samg prosta,
na przyktad:

1
—2x+y+4=0 6x—3y—12=0 x75y72=0

Powyzsze trzy réwnania sg rownowazne.

1499
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Przyktad 1.
Wyznaczymy réwnanie ogdlne prostej przechodzacej przez punkty:
a) (1,2)i(-4,1) b) (2,3)i(2,-5)

Ad a) | sposdb — Korzystamy bezposrednio z rGwnania ogdlnego proste;j:
Ax+ By +C=0.

Wstawiamy odpowiednio wspotrzedne punktéw w miejsca x, y i otrzymujemy ukfad
dwdch réwnan z trzema niewiadomymi:
{A+ZB+C=0

—4A+B+C=0

Jesli od pierwszego réwnania odejmiemy drugie, to otrzymamy

5A+B=0, stad

B=-5A
Zauwazmy, ze A # 0. JeSli A =0, to B =-5A =0, co jest sprzeczne z warunkiem
A%+ B%2> 0. Do jednego z réwnan uktadu w miejsce B podstawiamy —5A i wyznacza-
my C w zaleznosci od A:

—4A -5A+C=0, wiec

C=9A
Teraz rownanie Ax + By + C = 0 mozna zapisa¢ nastepujgco:

Ax—5Ay+9A =0, gdzie A#0.
Dzielgc rownanie stronami przez A, otrzymujemy

X—5y+9=0 —szukane réwnanie ogdlne prostej

Il sposéb — Zauwazamy, ze punkty (1, 2) i (-4, 1) nie wyznaczajg prostej prostopadtej

do osi OX. Mozemy wiec skorzystac z rGwnania prostej w postaci kierunkowej:
y=ax+b.

Podstawiamy do tego réwnania odpowiednio w miejsce x i y wspotrzedne obu

punktéw i otrzymujemy uktad réwnan

2=a+b
, stad

1=—4a+b

1
a=—

5
p=2

5

. L , 1 9 . . .
Zatem réwnanie kierunkowe ma posta¢ y = —x + —. Teraz zapisujemy je w postaci
ogolne;j:

1 9
—x-y+—==0
5 y 5
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Ad b) Zauwazamy, ze prosta wyznaczona przez punkty (2, 3) i (2, 75) jest zbiorem
punktéw, ktérych pierwsza wspoétrzedna jest rowna 2. Zatem prostg opisuje réwna-
nie x = 2, stad

x—2=0 — szukane réwnanie ogdlne prostej

UWAGA: Nie istnieje rownanie kierunkowe prostej x — 2 = 0. Prédba wyznaczenia
réwnania kierunkowego prostej przechodzacej przez punkty (2, 3) i (2, — 5) prowa-
dzi do sprzecznego uktadu rownan (sprawdz to!).

Cwiczenie 3. Wyznacz réwnanie prostej przechodzgcej przez punkty (—5, 4) oraz
(—5, - 1) — najpierw sposobem | przedstawionym w przykfadzie 1 a), nastepnie spo-
sobem przedstawionym w punkcie b).

Réwnolegtosé¢ prostych opisanych réGwnaniami ogoélnymi
Wyznaczymy teraz warunek na rownolegtos¢ prostych opisanych réwnaniami ogdl-
nymi.

Dane sg dwie proste réwnolegte ki /, opisane réwnaniami:
k: Ax+By+C=0, A>+B?=0, l: Ax+By+C, =0, A2+B.2#0.

Zatézmy, ze B # 0 i B; # 0. Woéwczas mozemy zapisa¢ powyzsze rdwnania w postaci
kierunkowej:
A C A C
kiy=——x—-—= oraz ly=—"x-=L
B~ B B,” B,
Wiesz, ze proste opisane réwnaniami kierunkowymi sg réwnolegte wtedy i tylko
wtedy, gdy majg jednakowe wspdtczynniki kierunkowe, czyli wtedy, gdy

A A
——=-=, stad
B B
AB,=A,B
AB,—A,B=0

Niech teraz B=0. Wéwczas prosta k jest prostopadta do osi OX. To znaczy, ze prosta /
jest réwnolegta do prostej k wtedy, gdy jest prostopadta do osi OX, czyli wtedy, gdy
B, =0.
Obliczamy:

AB,—AB=A-0-A,;-0=0.
Z drugiej strony, jedli spetnione sg warunki: AB,—A;B=0iB=0,to

AB,=0 oraz A0, wiec

B,=0

Udowaodnilismy nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 1.
Jesli A2+ B%*+#0 oraz A,*>+ B,>#0, to proste opisane rébwnaniami Ax + By + C=0
i Ajx + By + C; =0 s3 réwnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy AB; —A,B=0.

Z twierdzenia 1. wynika nastepujgcy wniosek.

Dowolng prostg réwnolegta do prostej o réwnaniu Ax + By + C=0, gdzie A>+ B2 =0,
mozna opisaé réwnaniem Ax + By + C, = 0.

Przyktad 2.

3
Sprawdzimy, czy proste k: 2x+ 4y +5=0i [ —Exf 3y + 7 =0 sg réwnolegte.

Wykonujemy obliczenia — zgodnie z twierdzeniem 1.

2~(—3)—(—§)-4=—6+6=0

Proste ki | sg rownolegte.

Przyktad 3.

Wyznaczymy réwnanie ogélne prostej m, ktdra jest réwnolegta do prostej
n: 6x — 3y + 5=0ido ktérej nalezy punkt (72, 6).

Zgodnie z ostatnim wnioskiem, rGwnanie prostej m mozna zapisa¢ w postaci

6x—3y+C=0

Wyznaczamy C, wstawiajgc w miejsce x i y wspétrzedne danego punktu:
6-(-2)-3-6+C=0, stad
Cc=30

Prostg m mozna opisac¢ rdwnaniem ogélnym 6x — 3y +30=0.

Cwiczenie 4. Naszkicuj w jednym uktadzie wspodtrzednych proste n i m z przy-
ktadu 3.

Cwiczenie 5. Wyznacz réwnanie ogdlne prostej k rownolegtej do proste;j

I: 3x — 5y + 1 = 0 i przechodzacej przez poczatek uktadu wspétrzednych na dwa
sposoby:

1) skorzystaj z ostatniego wniosku,

2) skorzystaj z réwnolegtosci prostych opisanych réwnaniami kierunkowymi.
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Prostopadtos¢ prostych opisanych réwnaniami ogélnymi
Wyznaczymy teraz warunek, przy ktérym proste opisane rownaniami ogélnymi sg
prostopadte.

Rozpatrzmy réwnania prostych k oraz | w postaci ogdlnej:
k: Ax+By+C=0, A>+B>=0, I: Ax+By+C, =0, A?+B2#0.
Zatézmy, ze B # 0 oraz B, # 0. Woéwczas mozemy przeksztatci¢ dane réwnania do

postaci kierunkowej:
A C A
kiy=——x—— oraz I:y=——1x—ﬂ
B B B, B,
Proste opisane réwnaniami kierunkowymi sg prostopadte, gdy iloczyn ich wspét-
czynnikéw kierunkowych jest réwny —1. Zatem proste k i / s prostopadte tylko wte-

dy, gdy

A A
A Y G Wy U czyli wtedy, gdy
B B,
AA, =-BB,, stad
AA, +BB,=0.

Niech teraz B = 0. Wéwczas prosta k jest prostopadta do osi OX. Wtedy prosta / jest
prostopadta do prostej k, jesli jest rownolegta do osi OX, czyli wtedy, gdy A, =0. Dla
takich prostych réwnosc

AA,+BB;=0
tez jest prawdziwa.

Z drugiej strony, jesli jest spetniony warunek AA; + BB, =0oraz B=0, to
AA;=0 oraz A=#0, zatem
A, =0,

co znaczy, ze prosta / jest rownolegta do osi OX, wiec proste k i / s prostopadte.

UdowodniliSmy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.
Jesli A2+ B?#0 oraz A2+ B,>#0, to proste opisane réwnaniami Ax + By + C=0
i A;x+ By + C, =0 s3 prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy AA; + BB, =0.

Z twierdzenia 2. wynika nastepujgcy wniosek.

Dowolng prostg prostopadty do prostej opisanej rownaniem Ax + By + C=0, gdzie
A? + B> # 0, mozna opisa¢ réwnaniem: —Bx + Ay + C, = 0.

Cwiczenie 6. Sprawdyz, korzystajgc z twierdzenia 2., czy proste k: 2x+3y—7=0

1 1 1
il: ——x+—y+4— =0 sg prostopadte.
3 5y 5 ap p
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Przyktad 4.
Wyznaczymy réwnanie ogdlne prostej k przechodzgcej przez punkt (2, —1) i prosto-
padtej do prostej /: 9x — 4y — 7 =0.

Zgodnie z ostatnim wnioskiem, rGwnanie prostej k mozemy zapisa¢ w postaci

Ax+9y+C=0

Obliczamy wspotczynnik C:4 -2 +9 - (—1) +C=0,stagdC=1
Prostg k mozna opisac¢ rownaniem: 4x + 9y + 1 =0.

SPVaWdi, czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1.

Prostg k mozna opisa¢ rownaniem kierunkowym y = 0,5x + 2. Ktére z poda-
nych réwnan ogdlnych opisuje prostg k?
a) x—2y—4=0 b) 3x—6y+12=0 <c) 2x+y—-4=0 d) x—-2y+4=0

Dane jest rownanie ogdlne prostej k. Wyznacz, o ile istnieje, rownanie kierun-
kowe tej prostej.

a) x—y+2=0 b)3x—3y=0 c¢) 2x+2=0 d) 4y—12=0

Oblicz brakujgcy wspétczynnik w réwnaniu ogélnym prostej k, jesli kat nachy-
lenia tej prostej do osi OX jest rowny a.

a) k:2x+By—3=0, a=45° b) k:—4x+By+7=0, o =90°

) kiAx+3y+8=0, a=150° d) k:Ax—~2y =0, a=120°

Sprawdyz, czy proste k i | sg rownolegte, jesli:
a) kix—3y+5=0, I:4x—12y+1=0 b) k:x—3y+4=0, [:-2x+6y=0
c) k:5x—4y+1=0, :4x—5y—1=0 d) k:x+3=0, x+y+3=0

Sprawdz, czy proste ki | sy prostopadte, jesli:

a) kix+5y+4=0, I:—x—-2y=0 b) k:3x—2y+9=0, I: 2x+3y—8=0
c) k:05x—y—-3=0,/:-0,5x—0,25y+1=0

d) k:0,2x+4=0, I: 5y-0,25=0

Wyznacz réwnanie ogdlne prostej /, rownolegtej do prostej k i przechodzgce;j
przez punkt P, jesli:

a) k:—2x+5y+1=0, P(0,-3) b) k: 3x—2y+4=0, P(-1,0)

c) k:5x—-5=0, P(4,-9) d) k: 3y+6=0, P(-5,2)

Wyznacz réwnanie ogdlne prostej /, prostopadtej do prostej k i przechodzacej
przez punkt P, jesli:

a) k:x+2y+3=0, P(4,0) b) k: 2x+4—+/3=0, P(2,-1)

o k2x-3y=0, P(—2,-1) d) k: 3x+6y-2=0, P(0,5)

e) k:0,5x+0,2y—10=0, P(-6,8) f) k: —0,75x+0,25y+7=0 P(-2,2)
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Réwnanie okregu

Wiesz, ze okrgg o srodku w punkcie S i promieniu r, to zbidr wszystkich punktow
ptaszczyzny P, ktérych odlegtosé od srodka S jest rowna r, czyli |SP| =r,r>0.
Wyznaczymy rdwnanie opisujace zbidr wszystkich punktéw w prostokatnym ukta-
dzie wspotrzednych, ktére lezg w odlegtosci r od ustalonego punktu S(xs, ys).

Obliczamy dtugos¢ odcinka SP: \y

|5P|=\/(X—x5)2+(y—y5)2 P(x,/y)(\
zatem Xs

O R
Obie strony réwnania s3 nieujemne, Sl s)
wiec mozemy je podnies¢ do kwadratu
i w ten sposdb otrzymamy réwnanie
rownowazne:

(X =xs)2+(y—ysf=r

-

Otrzymalismy réwnanie okregu o srodku w punkcie S(xs, ys) i promieniu r, r > 0.
Wspotrzedne kazdego punktu nalezgcego do tego okregu spetniajg rdwnanie
(x=xg2 +(y—ys)?=r

| odwrotnie, jesli wspétrzedne punktu P(x, y) spetniaja to réwnanie, to punkt P(x, y)
nalezy do okregu o $rodku w punkcie S(xs, ys) i promieniu r, r > 0.

Definicja 1.
Réwnanie (x — xs)? + (y — ys)? = r, gdzie r > 0, nazywamy réwnaniem kanonicz-
nym okregu.

Z réwnania kanonicznego okregu fatwo odczytaé wspétrzedne Srodka okregu i jego
promien.

Przyktad 1.

Réwnanie x+ (y—9)2 =10 opisuje okrag o sSrodku w punkcie o wspdtrzednych (0, 9)
i promieniu réwnym +/10. Sprawdzimy, czy punkty A(3, 8), B(2, 6) nalezg do tego
okregu.

Po podstawieniu wspétrzednych punktu A w miejsce x i y do rbwnania okregu otrzy-
mujemy zalezno$¢ prawdziwa:

(-3)*+(8-9)2=10, czyli 9+1=10
Jesli podobnie podstawimy wspotrzedne punktu B, to otrzymamy réwnosc:
22+(-3)2=10, ktéra jest sprzeczna.

Punkt A nalezy do danego okregu, natomiast punkt B nie nalezy do tego okregu.
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Cwiczenie 1. Naszkicuj w uktadzie wspdtrzednych okrag z przyktadu 1. Zaznacz
punkty Ai B.

Cwiczenie 2. Napisz réwnanie okregu o srodku w punkcie (—2, 4) i promieniu 16.
Podaj przyktadowe dwa punkty, ktére nalezg do tego okregu.

Przeksztatcimy teraz réwnanie (x - XS)Z + (y - ys)2 = r?, gdzie r > 0, korzystajac ze
wzoru na kwadrat réznicy. Mamy

X2 = 2XX+ X+ Y =2y +yiL=r?

X+ y?—2Xx —2yy + X+ yss—r*=0
WprowadZmy oznaczenia:

a=-2xs, b=-2y, c=x*+y?’-r
Otrzymujemy réwnanie x*>+y?+ax+by+c=0, ktére jest rwnaniem okregu, o ile
X +y —c>0, czyli > + b> — 4c > 0 (dlaczego?).

Whiosek: Jesli a> + b2 — 4¢ > 0, to réwnanie x* + y? + ax + by + ¢ = 0 opisuje okrag

Vol +b* —4c

o $rodku w punkcie S(xs, y5) i promieniu r, gdzie r == orazx =—§,
b
Vs :_E-

Réwnanie x*> + y? + ax + by + ¢ = 0, gdzie a*> + b> — 4c > 0, nazywamy réwnaniem
okregu w postaci zredukowanej lub réwnaniem ogdélnym okregu.

Cwiczenie 3. Réwnanie x?+ y?—6x + 8y + 16 = 0 opisuje okrag, bo
(—6)2 +82—4-16 > 0. Stosujgc wzory z ostatniego wniosku, wyznacz $rodek i pro-
mien tego okregu. Nastepnie narysuj ten okrag w uktadzie wspdtrzednych.

Rownanie okregu w postaci zredukowanej mozna doprowadzi¢ do postaci kano-
nicznej.

Przyktad 2.

Doprowadzimy réwnanie okregu x>+ y?> —6x + 8y + 16 =0 do postaci kanonicznej.
Przeksztatcamy lewg strone réwnania:

X +y?—6x+8y+16=0

x> —6x+9-9+y>+8y+16=0

%,—/

(x-3)"—9+(y+4)' =0

_

(x=3)+(y+4)=9, stad S(3,4), r=3.
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Przyktad 3.

Postepujgc podobnie, jak w przyktadzie 2, sprawdzimy, czy rdwnanie
x*+y?—4x—10y + 29 =0 opisuje okrag.

Mamy:
x> —4x+y’ —10y+29=0
_

(x—2)" —4+(y—5)" -25+29=0

(x—2P+(y-5)=0
Suma kwadratéw jest rowna zero tylko wtedy, gdy kazdy sktadnik tej sumy jest row-
ny zero. Zatem ostatnie réwnanie spetnia tylko jedna para liczb (2, 5).

Réwnanie x2 + y? — 4x — 10y + 29 = 0 nie jest rdwnaniem okregu, lecz opisuje punkt
o wspdtrzednych (2, 5).

Przyktad 4.
Napiszemy réwnanie okregu wyznaczonego przez trzy punkty: A(—3, 1), B(5, —3),
(6, 4).

Srodek okregu jest punktem réwnood- Y
legtym od punktéw A, B, C, wiec jest on
punktem przeciecia symetralnych odcin- N
kéw AB i BC.
A(-3,1) s,

Rozwigzanie moze sie sktadac z nastepu- 9 d
jacych etapow: >
1) Wyznaczamy $rodek D odcinka AB. B(5,-3)

D(l, —1) twierdzenie 2. ze str. 190
2) Obliczamy wspoétczynnik kierunkowy a, prostej AB.

a, = _—1 a, = i , zobacz str. 196

2 5-(-3)

3) Wyznaczamy rdwnanie symetralnej odcinka AB.

y=2x—-3 (przeprowadz’ oinczenia) zobacz przyktad 3. ze str. 197

4) Woyznaczamy srodek E odcinka BC.

glstl
22

5) Obliczamy wspétczynnik kierunkowy a, prostej BC.

a,=7
6) Wyznaczamy rownanie symetralnej odcinka BC.
-1 9
y=—Xx+—

7 7
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7) Wyznaczamy $rodek S okregu. W tym celu rozwigzujemy uktad rownan

y=2x-3
x=2
-1 9 iotrzymujemy , stad 5(2, 1)
V=504 -

8) Obliczamy promien okregu, na przyktad

r=|sAl=5

9) Zapisujemy rownanie okregu wyznaczonego przez punkty A, Bi C.

(x—2)2+(y-1)=25

SPVaWdi, Czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Dane jest rownanie okregu w postaci kanonicznej. Podaj srodek i promien

tego okregu.
a) (x+27+(y—1)=4 b) (x—3)2+y2:6%

c) XX+y’=121 d) (7x77)2+(y+4)2=5

Dany jest Srodek Si promien r okregu. Napisz réwnanie tego okregu w postaci
kanonicznej; nastepnie doprowadz je do postaci zredukowane;j.
a) S(6,0),r=3 b) S(-2,3),r=1 c) S(7,-1),r=9

Dane jest rownanie okregu w postaci zredukowanej. Napisz réwnanie okregu
w postaci kanonicznej. Podaj wspétrzedne srodka i promien okregu.

a) X+y?-2x-3=0 b) X>+y?—4x+6y—12=0
c) X*+y*+16x+2y=0 d) x*+y?—20y +36=0
e) xX*+y?+10x-2y+10=0 f) x2+y?—Bx+y=0

Naszkicuj w uktadzie wspodtrzednych zbiér punktéw, opisany danym rowna-
niem.
a) xX*+y’+6x=0 b) x> +y?>—2xy=0

1
c) xX2+y’—12x+36=0 d) x2+y2—3x—3y+5=0

Dane jest rownanie okregu oraz punkty A i B. Sprawdz, ktére z tych punktéw
nalezg do okregu.

a) x+y?+5x=0, A(-1,2), B(-2,/6)

b) x*+(y—1)2=13, A(2,-2), B(4,-1)

Napisz rownanie okregu o srodku w punkcie S, przechodzacego przez punkt A.
a) S(0,-1), A(-3,3) b) S(2,-4), A(7, 8)

Napisz rdwnanie okregu przechodzgcego przez punkty A i B, ktérego srodek
znajduje sie na prostej k.
a) A(2,-2),B(6,0), kiy=x—2 b) A(-6,-3),B(-1,2), k:2x+y+8=0
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Wyznaczanie w uktadzie wspétrzednych
punktow wspélnych prostych, okregéw
[ parabol

Naszkicujmy w jednym uktadzie wspétrzednych okrag opisany réwnaniem
x>+ (y —2)> = 25 oraz prosta o réwnaniu ogdlnym —2x +y — 12 =0.

Jesli rysunek wykonamy wystarcza-
jaco starannie, to zauwazymy, ze
dana prosta i okrgg majg dwa punk-
ty wspdlne, ktérych wspdtrzedne sg
odpowiednio réowne:

(-5,2) i (-3,6).

Sprawdz rachunkiem, ze podane — Pt——— ————
. .. . . 8-7/654-3-2-11912 3 45 6x

pary liczb spetniajg zaréwno réwna- +-1

nie prostej, jak i réwnanie okregu. x+y=12 T2

Doktadne wspotrzedne punktow wspdlnych prostej i okregu mozna wyznaczy¢ alge-
braicznie. W tym celu wystarczy rozwigzac uktad réwnan

{xz +(y—2)2 =25

-2x+y—-12=0

X+ (y=2)2=25

(5,2)

Stosujemy metode podstawiania. Wyznaczamy y z drugiego rownania i wstawiamy
odpowiednie wyrazenie w miejsce y do pierwszego rownania.

X +(2x+12-2)" =25 x*+(2x+10)" =25

y=2x+12 y=2x+12

Porzadkujemy i rozwigzujemy pierwsze réwnanie. Jest to réwnanie kwadratowe
z niewiadoma x.

x* +4x” +40x+100=25
y=2x+12

x> +8x+15=0 A=a,JA=2, x="8"2 |yp x= 212
2-1 2-1
y=2x+12

Otrzymujemy:

x=-5v x=-3 x=-5 x=-3
P v
y=2x+12 y=2x+12 y=2x+12
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Stad

x=-5 x=-3
Vv
y=2 y=6

Uktad réwnan ma dwa rozwiazania: (-5, 2) i (-3, 6).

Przyktad 1.
X +y*+6x—-2y—31=0
5x+4y =30

Rozwigzemy uktad réwnan: { i przedstawimy interpretacje
graficzng tego uktadu.

Z drugiego réwnania wyznaczamy np. X i otrzymane wyrazenie wstawiamy w miej-
sce x do pierwszego réwnania

—4 2 —4
(y+6)4¢%+6(y+6)—2y—31:0
5 5
—4
X=—y+6
=

Porzadkujemy pierwsze réwnanie. Jest to réwnanie kwadratowe z niewiadoma y.

16 , 48 24
——yz—?;y+36+yz—?;y+36—2y—31=0

25
—4
X=—y+6
5
y> —10y +25=0
—4
X=—Yy+6
5 y
2
(y-5) =0 {y=5
_4 g
x=?y+6 x=2

Uktad réwnan ma jedno rozwigzanie: (2, 5).

Aby przedstawic interpretacje graficzng ukfadu, ustalmy najpierw, jaki zbiér punk-
téw opisuje kazde z réwnan tego uktadu. Przeksztatcamy pierwsze rownanie:

X +y?+6x—2y—31=0

X 4+6x+9-9+y’-2y+1-1-31=0

(x+3)+(y-1)2=41
Powyzsze réwnanie opisuje okrag o srodku w punkcie (73, 1) i promieniu Ja1.

1
Drugie rdwnanie opisuje prostg, do ktérej nalezg punkty: (6, O), (0, 7§j
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Szkicujemy prosta i okrag
w jednym uktadzie wspétrzed-
nych.

Na podstawie rysunku odczy-
tujemy, ze ten okrag i dana (x+3)2+(y—1)>= 41
prosta majg tylko jeden punkt
wspélny: (2, 5).

X
Rozwigzaniem uktadu réwnan
jest para liczb (2, 5).
Przyktad 2.
2 2
Rozwigzemy uktad réwnan (X_4) +(y—1) B 13.
-x+4y =15

Postepujemy podobnie, jak w przykfadzie 1.

(4y-15-4)" +(y-1)" =13

x=4y-15

(4y —19)2 +(y - 1)2 =13 Porzadkujemy pierwsze réwnanie.

x=4y—-15

17y2 —154y+349=0 A=154>—-4-17-349=23716-23732=-16<0

x=4y—-15

Okazuje sie, ze rownanie kwadratowe nie ma rozwigzan, bo wyrdznik tego réwnania

jest ujemny. Wobec tego uktad réwnan tez nie ma rozwigzan, czyli jest sprzeczny.

UWAGA: Prébujgc podac rozwigzania powyzsze-
go ukfadu na podstawie jego interpretacji gra-
ficznej, mozemy popetni¢ btad. Rysunek obok
pokazuje, ze nawet starannie wykonane wykre-
sy mogg doprowadzi¢ do btednego wniosku, ze
prosta jest styczna do okregu, a uktad réwnan

ma jedno rozwigzanie.

Dopiero duze powiekszenie rysunku na kompu-
terze ujawnia, ze prosta jest rozfgczna z okre- T3 =4+ (y=1)2=13
giem, czyli uktad réwnan jest sprzeczny.
Sprawdz to.
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Z . . , |—x+3y=13
Cwiczenie 1. Rozwiaz algebraicznie uktad réwnan . i podaj
X +y +8x+4y—-5=0

jego interpretacje graficzng w uktadzie wspétrzednych.

Przyktad 3.

2
=x"—-8x+13
Rozwigzemy uktad rownan y .
5x+y=11

Podobnie jak w poprzednich przyktadach stosujemy metode podstawiania.
y=-5x+11
—5x+11=x"—8x+13

y=-5x+11
x> =3x+2=0 A:l,\ﬁzl,x:E lub x:E
2-1 2-1
y=-5x+11 x=1 x=2
= v

x=1v x=2 y=6 y=1

Uktad réwnan ma dwa rozwiazania: (1, 6) oraz (2, 1).
2
=x"—-8x+13
Zauwaz, ze pierwsze réwnanie uktadu Y opisuje parabole, a dru-
S5x+y=11
gie rownanie opisuje prostg. Naszkicujmy te wykresy we wspolnym uktadzie wspoét-
rzednych.
Mamy Y y=(x—4)%-3
y=x*>—-8x+13=x*>—-8x+16 -3, stad 8T
y=(x—4)*-3 al ale
Osig symetrii paraboli jest prosta x = 4, a jej wierz- sl |
chotek znajduje sie w punkcie (4, -3). ol
3 S5x+y=11

Prostg i parabole przedstawia rysunek obok. Po- 2+
twierdza on poprawnos¢ rozwigzania algebraiczne- T (2,1)
go danego ukfadu réwnan. 21191 2\3 4 5/6 7 8Xx
Czy tatwo bytoby rozwigzaé dany uktad tylko sposo- :;__
bem graficznym?

y=-0,5x*-3x-0,5
—2x+y=12

Cwiczenie 2. Rozwiaz algebraicznie uktad réwnan { . Przed-

staw jego interpretacje graficzng w uktadzie wspotrzednych.
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SP ra Wdi, czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Rozwiaz algebraicznie dany ukfad réwnan.

1
y=-x X—y+4=0 [y=7x2—2x—1
a) b) 5 c) 2
y+2x=0 ly=(x+2) Ix—y-9=0
Przedstaw interpretacje graficzng tego uktadu w uktadzie wspétrzednych.
2. Rozwiaz algebraicznie dany uktad réwnan.
a) Jx2+y2=4 b Sy =0 c x2+(y—2)2:9
ly-1=0 (x—1)’ +(y-5)" =13 X—2y—4=0
Przedstaw interpretacje graficzng tego uktadu w uktadzie wspétrzednych.

3. Przedstaw interpretacje graficzng danego uktadu w uktadzie wspétrzednych.
Nastepnie rozwigz ten uktad algebraicznie.

3x+6=0 L [y=1-4 ; (x-y+3=0

a ©
y=2x*-3 5x+6=3y (x+2)" +(y-3)" =2
Xx+2y=0 3 y=(x+3) . (x> +y* +10x-8=0
X’ +y*+2y=4x 2x+y+7=0 1x—2y:8

4. Zapisz réwnania dwdch krzywych znajdujgcych sie na rysunku ponizej.
Nastepnie oblicz wspétrzedne punktéw wspdlnych tych krzywych, wiedzac,
ze rysunek przedstawia:

a) okrag o i prostg k b) okrag o i prosta k
k| Y
5
N
-5 _iO 5 X g

+2
-4 o) / X

= A

d) parabole p i prostg /

Y w(@3)
0

as

/
3 \ X
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Zastosowanie uktadow réwnan do rozwigqzy-
wania zadai z geometrii analitycznej

Przyktad 1.

Dana jest prosta k o réwnaniu 2x + y =5 i dwa punkty A(5, —1), B(3, 5). Wyznaczymy
na prostej k taki punkt C, ze |AC| = |BC|.

Wykorzystamy nastepujacg wiasnosc: symetral-
na odcinka jest zbiorem punktéw réwnoodle-
gtych od jego koncow.

Punkt wspdlny danej prostej i symetralnej odcin-
ka AB jest szukanym punktem C.

1)

2)

3)

4)

5)

Wyznaczamy srodek S odcinka AB.

5(4, 2) — twierdzenie 2 str. 190
Obliczamy wspétczynnik kierunkowy a, pro-
stej AB.

01:5_(_1):_3 G=yB_yA
3-5 X5 —X,
Obliczamy wspoétczynnik kierunkowy a, symetralnej odcinka AB.
a, = 1 a,-a,=-1
3

Wyznaczamy réwnanie symetralnej odcinka AB.

y:§x+b S(4,2)
2:1-4+b, stad b:g
3 3

. S, . 1 2
Symetralng odcinka AB opisuje réwnanie y :§x+§.

Wyznaczamy punkt C, rozwigzujac uktad réwnan:
=3

(Sprawdz!)

2x+y=5 y=

N0

13 9
Szukanym punktem jest punkt C(7, ;j
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Przyktad 2.
Dana jest prosta k o réwnaniu 2x +y = 5 i dwa punkty A(5, -1), B(3, 5). Wyznaczymy
na prostej k taki punkt D, ze |[<CADB| = 90°.

Wykorzystamy witasnosc: kat wpisany oparty na pétokregu jest katem prostym.

1%
1) Znajdujemy réwnanie okregu, ktorego Srodek S \-6 B(3, 5)
jest srodkiem odcinka AB, a promien jest rowny 5
|AS|.

5+3 —-1+5
S| —, li S(4, 2
(2 : jczy. (4,2)

|ASP=(5-4)+(-1-2)2=10
Réwnanie okregu:
(x—4)2+(y-2)=10
2) Wyznaczamy punkty wspdlne prostej k i okregu.

2x+y=5 x=1 x=3
{(x—4)2+(y—2)2:10 - Hy=3 ) {y=—1]

Istniejg dwa punkty D,(1, 3), D,(3, -1), dla ktérych
|<<AD,B| = |<AD,B| = 90°.
Dwa punkty spetniaja warunki zadania: D,(1, 3) i D,(3, -1).

Cwiczenie 1. Korzystajgc z odpowiedniego rdwnania okregu, wyznacz na prostej
k: 2x —y = 0 punkt B, ktérego odlegtos¢ od punktu A(5, 0) jest rowna 24/10.

Przyktad 3.

Znajdziemy na paraboliy = (x— 2)? punkty A i B, ktére wraz z wierzchotkiem paraboli
W wyznaczg tréjkat rownoboczny.

Osig symetrii paraboli jest prosta x = 2. Jeden z wierz-
chotkéw tréjkata réwnobocznego pokrywa sie z wierz-
chotkiem W paraboli, wiec pozostate dwa wierzchot-
ki A'i B sg potozone symetrycznie wzgledem prostej
x = 2. Zatem odcinek AB jest réwnolegty do osi OX,
a prosta AW jest nachylona do osi OX pod katem 60°
(zobacz rysunek obok).

1) Wyznaczamy réwnanie prostej AW.

y=ax+b

a=tg60°= \/5 — twierdzenie 2. str. 195
y=3x+b W(2,0)

y=\/§x—2\/§
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2)

3)

Wyznaczamy wspétrzedne punktu A.

2
Y (X ) = X % {X 2+\/§ (2, 0) — wspodtrzedne punktu W
y=~3x-23 y=0 y=3

Wspétrzedne punktu A sg rowne (2+\/§, 3).

Punkt B jest potozony symetrycznie do punktu A wzgledem prostej x = 2, zatem

X=2+\/§—2\/§ i y=3, czyli B(Z—\/§,3).

Szukane punkty majg nastepujgce wspétrzedne: A(2+\/§, 3) i B(Z—\/g, 3).

UWAGA: Wspétrzedne punktu B mozna tez obliczy¢, wyznaczajac najpierw réwna-

nie
pod

prostej BW. W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze jest ona nachylona do osi OX
katem 120°.

SPVaWdi, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1.

10.

Dane s3g punkty: A(72, 5), B(4, 73). Wyznacz na prostej k: y = 2x + 4 punkt C
tak, aby |AC| = |BC|.

Oblicz wspétrzedne ortocentrum tréjkata ABC, jesli A(-5, 1), B(4, 1), C(-2, 9).
Dany jest trojkat ABC, gdzie A(—3, —2), B(ll, 10), C(O, 7). Wyznacz:

a) réwnanie prostej zawierajgcej Srodkowg CS,

b) punkt D, bedacy spodkiem wysokosSci poprowadzonej z punktu B.

Punkt W jest wierzchotkiem paraboli y = x> — 6x + 5. Znajdz na tej paraboli
punkt A, wiedzac, ze prosta AW jest nachylona do osi OX pod katem 135°.

Wyznacz wspotrzedne srodka okregu opisanego na trdjkgcie ABC, jesli
A(-5,2), B(0, 2), c(-2, 6).

Prosta k: x —y + 7 =0 przecina okrag (x +3)*+(y —2)> =10 w punktach A
i B. Oblicz dtugos¢ cieciwy AB.

Dane sa punkty: A(-2, 2), B(3, 2). Wyznacz na prostej k: x —y +5 =0 punkt C
tak, aby: a) |AC| = |AB| b) [BC| =|AB|.

Dane sa punkty: A(-6, 1), B(2, 1). Wyznacz na osi OY punkt C tak, aby tréjkat
ABC byt prostokatny.

Dane sg punkty: A(73, 72), B(5, 72). Oblicz wspédtrzedne punktu C, wiedzac,
ze |<IACB| =90°, a tangens kata nachylenia prostej AC do osi OX jest réwny 2.

Wyznacz na paraboli y=0,25(x + 3)? punkty A, B, C, wiedzac, ze tréjkat ABC
jest prostokatny i rGwnoramienny, a bok AB jest rownolegty do osi OX.
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Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 6.

Test

1. Wspotrzedne srodka odcinka o koncach A(—S, 6), B(3, —4) sg rowne:
A.(4,1) B.(1,-1) C.(-1,1) D.(1, 4)

2. Srodek ciezkosci tréjkata o wierzchotkach A(-10, —7), B(-3, —4), (1, 5) ma
wspotrzedne:
A.(-4,-2) B.(-6,-3) C.(-6,-2) D. (-4,-3)

3. Dtugosé odcinka o koricach A(\/§—1,2) i B(\/§+1,0) jest rowna:
A 243 +2 B.2 C.3 D. 2.2

53
4. Jesli A(—3, —5), B(E' E), to prostg AB opisuje réwnanie ogdlne:

A 11x—7y—32=0 B. 13x— 11y —16 =0
C.13x+11y+94=0 D.7x—11y—34=0

5. Prosta k:y=2x—3 jest prostopadta do prostej /: y = (a + 3)x — 2, jesli:

A.a=—1 B.a:—31 C.a:1 D.a=—21

2 2 2 2

6. Wskaz réwnanie prostej rownolegtej do prostej o réwnaniu 3x—4y + 10=0.
A.3x+4y=0 B.-4x+3y =0 C.—6x+8y=5 D. 9% + 12y =30

7. Prosta k:px+2y—1=0 jest prostopadta do prostej I: 6x —4y + 1 =0, jesli:

1 1
A.p=-3 B.p=3 Cp=1- D.p=-1=
p p p=13 p=-13

8. Kat nachylenia prostej \/gx +3y—1=0 do osi OX jest rowny:
A.150° B. 135° C.120° D. 30°
9. Roéwnanie (x — 3)2 + (y + 1)2 =4 opisuje okrag o Srodku w punkcie S i promie-

niu r. Zatem:
A.S(-3,1),r=4 B.S(-3,1),r=2 C.5(3,-1),r=4 D.5(3,-1),r=2

2 2
Xty =2
10. Uktad réownan v :
X+y=2
A. nie ma rozwigzan B. ma tylko jedno rozwigzanie
C. ma dwa rozwigzania D. ma wiecej niz dwa rozwigzania

11. Réwnanie x?>— y? = 0 opisuje:
A. punkt O(0, 0) B. prostg y = x
C. prostg y = —x D. sume prostych y = x oraz y = —x

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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Zadania otwarte

12.

13.

14.

15.
16.

17.

D 18.
19.

20.

D 21.

22.

23.

24.

Odcinek o koncach A(f7, 4) B(3, 71) podziel kolejno punktami C, D, E, F na pie¢
réwnych czesci.

W réwnolegtoboku ABCD dane sa wierzchotki A(-3,-1) i B(5, 1). Punkt S(2, 4)
jest punktem przeciecia przekatnych ACi BD. Oblicz:

a) wspotrzedne wierzchotkéw C, D,

b) dtugosci bokéw réwnolegtoboku ABCD.

Dana jest prosta k: 4x — 2y + 3 = 0. Wyznacz réwnanie proste;j /:
a) rownolegtej do prostej k i przechodzacej przez punkt P(—1, - 5),
b) prostopadtej do prostej k i przechodzgcej przez punkt P(—2, 0).

Wyznacz réwnanie ogélne symetralnej odcinka AB, jesli A(-9, 7), B(5, — 3).

Wyznacz réwnanie kierunkowe prostej k, nachylonej do osi OX pod katem «
i przecinajgcej o$ OX w punkcie o odcietej rowne;j 3, jesli:
a) a=150° b) tgax =4.

Prosta k jest nachylona do osi OX pod katem 60°. Prosta / jest prostopadta do
prostej k i przecina prostg / w punkcie P(\/§,3). Oblicz wspédtrzedne punktow
przeciecia prostych ki | z osiami uktadu wspdtrzednych.

Wykaz, ze tréjkat o wierzchotkach A(-2, 0), B(8, 0), C(6, 4) jest prostokatny.

Napisz réwnanie okregu o promieniu 4, wspoétsrodkowego z okregiem
0:X>+y>+2x—6y+9=0.

Rozwiaz algebraicznie dany uktad rownan. Nastepnie przedstaw jego ilustracje
graficzna.

4x—5y+15=0 b) y+3=2x"

—3x+2y+1=0 2x+y=1

X+y=2 _a) _a3) =
0 o d) (x 4) +(y 3) 20

X +y +4x=0 x—2y—8=0

Wykaz, ze proste k: x+3y—7=0 i I: 2x—y + 7 =0 przecinajg sie w punkcie na-
lezacym do okregu o $rodku w punkcie S(1, 2) i promieniu J1o0.

Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A(-5, 0) i B(1, 4), jesli
jego Srodek nalezy do prostej k: y =2x— 1.

Dane s3g punkty A(l, —4), B(l, 2). Wyznacz punkt C tak, aby trojkat ABC byt pro-
stokatny, a jego wysokos¢ CD zawierata sie w osi odcietych.

Dane sg punkty A(fS, 71), B(7, 71), C(3, 7). Oblicz wspotrzedne Srodka okregu
opisanego na tréjkacie ABC.

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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7 Geometria ptaska — rozwigzywanie
o trojkatow, pole trojkgta, pole kota

Twierdzenie sinuséw

Cwiczenie 1. Boki tréjkata ABC majg dtugosci a, b, c, a kat przy wierzchotku A jest
réwny a. Oblicz promien R okregu opisanego na tréjkacie ABC. lle jest rowny iloraz
'L ? Wykonaj obliczenia, jesli:

sina

a) a=6, b=8, c=10 b) a=b=c=6 c) a=b=10,c=12

Twierdzenie 1. Twierdzenie sinuséw

W dowolnym tréjkacie stosunek dtugosci boku do sinusa kata lezgcego naprze-
ciwko tego boku jest staty i rowny dtugosci srednicy okregu opisanego na tym
tréjkacie.

Zatozenia: C
a, b, c — dtugosci bokéw tréjkata ABC N

a, 3,y — katy lezace odpowiednio naprzeciwko
bokéw a, b, ¢

R — promien okregu opisanego na trojkgcie ABC B
O — $rodek okregu b/

Teza:

>

a b c

sina sinf3 - siny
a
Dowdd: Wykazemy, ze —— = 2R. Rozwazymy trzy przypadki.
sina

| przypadek: Kat « jest ostry. Punkt O jest wewnatrz tréjkata.

Prowadzimy Srednice CD okregu i tgczymy punkt D z punktem B. Poniewaz kat CBD
jest oparty na poétokregu, wiec powstaty tréjkat CDB jest
prostokatny. Kat wpisany CDB jest oparty na tym samym
tuku BC, co kat wpisany CAB,
wiec |[<<CDB| = |<(CAB| = .

A? B Wyznaczamy sinus kata CDB:

‘V/ Bl _a o _

sina =1— stad =2R

A D

ol "R’ sina
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Il przypadek: Kat « jest prosty. Punkt O jest na boku tréjkata.
W tréjkacie prostokatnym przeciwprostokatna jest jednoczesnie srednicg okregu

A opisanego na tréjkacie, stad
7> a=2R.
» Kat « jest rowny 90°, wiec sin a = 1.
¢ 2
B Otrzymujemy: .a =—R =2R
sina 1

Il przypadek: Kat « jest rozwarty. Punkt O jest na zewnatrz tréjkata.
Analogicznie jak w przypadku |, prowadzimy srednice CD okregu i otrzymujemy troj-

A kat prostokatny CDB, w ktérym
fo— N\ ¢ <DBC|=90°, |pd=2R oraz |BC|=a.
Z whasnosci katéw: srodkowego i wpisanego w okrag, opar-

B v tych na tym samym tuku, wynika, ze:
\ — kat wklesty BOC jest rowny 2«
D — kat wypukty BOC jest réwny 360° — 2, stad

1
|<BDC| = 5(3600 —2a)=180°—a

_ _ _ IBC| a
Obliczamy sinus kata BDC: sin(180° — ) = _|DC| =38
a
Ze wzoru redukcyjnego otrzymujemy sin(180° fa) =sina, zatem —— =2R. W kaz-

sina
dym z trzech omawianych przypadkéw pokazaliémy, ze prawdziwa jest réwnosc

b
‘L = 2R. Podobnie mozna wykaza¢, ze —— =2R oraz L =2R.
sina sinf3 siny
Przyktad 1.

W tréjkacie ABC mamy dane: a = 70°, f = 65° oraz |AB| = \/§ Wyznaczymy $rednice

okregu opisanego na tym tréjkacie.

, . . c . . .
Z twierdzenia sinusow wynika, ze —— =2R. Wiemy, ze c = \/g Wyznaczamy sin y:
siny

C
DN y = 180° — (70° + 65°) = 45°, stad

2
siny =sin 45° =7, zatem

B J8 2
V 2R:—2=\/§-$=\/Z-2=4.

2
Srednica okregu opisanego na tréjkacie ABC jest réwna 4.
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Przyktad 2.
Obliczymy miare kata a w tréjkacie ABC, jesli a = 4\/§, b =3,2 oraz sin § = 0,4 (zo-
bacz rysunek ponizej).

Zauwazamy, ze a > b. Zatem « > 3. Kat 8 jest ostry i sin 8 ~ 0,4, odczytujac z tablic
lub korzystajac z kalkulatora, stwierdzamy, ze 8 ~ 24°. Szukany kat @ nalezy do prze-
dziatu (24°, 156°).

C Na podstawie twierdzenia sinuséw:
b 443 3,2
sinae  sinf sina 0,4
ALE P g

8-sina=4\/§, stad sinazg
Otrzymujemy dwa rozwigzania.
a=60° a=120°

c c

3,2 4\/§ 4\/5
3,2
2489 B B ﬁL B

Przyktad 3.

Promien okregu opisanego na tréjkacie ABC o katach «, 3, y jest rowny \AC!. Obliczy-
my miare kata [ tego trdjkata, wiedzac, ze cosinus kata « jest ujemny.

Z twierdzenia sinusdw otrzymujemy rownos¢

|Ac| S
—— = 2R oraz wiemy, ze |AC| =R, zatem
sinf3
R 1
——=2R, stad sinf==.
sinf3 2

Poniewaz cos a < 0, wiec « jest kgtem rozwartym.
Z tego wynika, ze pozostate katy trdjkata sg ostre, w szczegdlnosci kat 5 jest ostry.

1
sinf8= > i Be(0°90°), wiec B=30°

Cwiczenie 2. W tréjkacie ABC dane sa dtugoéci bokéw a i b oraz kat a. Jaka miare
moze miec kat f3, jesli:

a)a=ﬁ,b=1,a=45° b)azx/g,b=\/ﬁ,a=30°?
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Przyktad 4.

W rozdziale 4. omoéwiliSmy twierdzenie charakteryzujgce dwusieczng kata we-
wnetrznego tréjkata: W dowolnym tréjkqcie ABC, w ktdrym CD jest odcinkiem dwu-
|AD| |AC|

siecznej kqta wewnetrznego tego tréjkqta, prawdziwa jest réwnosc: |DB| 8|

Udowodnimy to twierdzenie, korzystajgc z twierdzenia sinuséw.
Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku obok.

Stosujemy twierdzenie sinuséw do trojkata ADC.

|AD| |AC| _
~— =-——, stad otrzymujemy
sinx siny
1) |AD| sinx
|AC| siny
Stosujemy twierdzenie sinuséw do trojkata BCD.
|DB| = |CB| ale sin(180°fy)=siny wiec Mzm czyli
sinx  sin(180°—y)’ ' sinx  siny’
|DB| sinx
(2)
|CB| siny
Prawe strony rownosci (1) i (2) sg rowne, mozemy wiec przyrownacé lewe strony tych
réwnosci.
|AD| |DB| . |AD| |AC]|
— = czyli —="—.
|AC]| |pB|  |cH|

SprawdZz, czy rozumiesz. odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Oblicz dtugosc boku a oraz promien okregu opisanego na tréjkacie ABC, jesli:
a) a=30°p=45° b=42 b) a=45°8=120° b=6.

2. Oblicz miare kata « tréjkata ABC, w ktérym:
a) a:20\/§,b:10\/§, sin 3 =0,25 b) a:4,c:2\/g, y = 60°.

3. W tréjkacie ABC dane s3: a, c oraz cos «. Oblicz cos y, jesli:

21
a) a=ﬁ,c=1,cosa=70,75 b) a=2,c=4,cosa=g.

4. Suma dtugosci bokéw BC i AC tréjkata ABC jest rowna 20,5 cm. Wiedzac, ze
. 5 . 2 . . o
sina =— orazsinf§ = 3’ wyznacz promien okregu opisanego na trojkacie

ABC.
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Twierdzenie cosinuséw

Kolejnym waznym twierdzeniem opisujgcym zwigzek miedzy bokami i katami tréj-
kata jest twierdzenie cosinusow.

Twierdzenie 1. Twierdzenie cosinuséw

W dowolnym tréjkacie kwadrat diugosci jednego boku jest réwny sumie kwa-
dratow dtugosci dwdéch pozostatych bokdéw, zmniejszonej o podwojony iloczyn
dtugosci tych bokdw i cosinusa kata zawartego miedzy nimi.

Zatozenie:
a, b, c — dtugosci bokow tréjkata ABC
a, 3,y — miary katow tréjkata ABC

Teza:
a*=b%+c?—2bc-cosa
b?=0a?+c?—2ac-cos 3
c?=a%+b?>—2ab - cosy

Dowdd: Udowodnimy pierwszy z tych wzordw. Rozpatrzymy trzy przypadki.

| przypadek — kat « jest ostry. Wowczas przynajmniej jeszcze jeden kat tego trojkata
jest ostry. Przyjmijmy, ze jest to kat 8. Wowczas:

Punkt D jest spodkiem wysokosci poprowa-
dzonej z wierzchotka C (katy « i B s ostre,
wiec punkt D lezy miedzy punktami A i B).
W trdjkacie prostokgtnym ADC mamy:

|cD| = b - sina oraz |AD| = b - cos «,

p B wiec

IDB|=c—b-cosa
Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata BCD
otrzymujemy:

|CB] = |DB|* + |cDP

Zatem
a?=(c—b-cosa)*+(b-sina)?=c?>—2bc-cosa+b?- (cos’a + sin‘a) =
=b?>+c2—2bc - cosa, czyli Y
a’>=b?+c*—2bc- cosq, co koriczy dowéd w | przypadku.

Il przypadek — kat  jest prosty. Wowczas cos & = 0. Na mocy twierdzenia Pitagorasa
mozemy zapisac
a?=b>+c?=b*+c*-2bc-cosa,  cokohczy dowdd w Il przypadku.
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Il przypadek — kat « jest rozwarty

Spodek wysokosci CD lezy na przedtuzeniu
boku AB. Wtedy |<CAD|=180°-« oraz
|AD| = b - cos(180° —a) = b - cos a,
|cD|=b - sin(180° —a) =b - sin .
|- B Z twierdzenia Pitagorasa dla ADBC mamy
D" —bcosa A ¢ a?=(b-sina)+[c+(-b-cosa)]?, stad
a*=b?>+c?—2bc-cosa,
co koriczy dowdd w Il przypadku.
Zatem wzér a? = b?+c? —2bc - cos a jest prawdziwy dla dowolnego kata . Podobnie
mozna udowodnic¢ pozostate dwa wzory.

bsina

Przyktad 1.

Dtugosci dwdch bokow tréjkata wynoszg 4\/5 i 6, a miara kata zawartego miedzy
tymi bokami jest rowna 150°. Obliczymy dtugos¢ trzeciego boku tego tréjkata.

Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku ponize;j.

C Mamy:
e S
A c B ¢ — dtugos¢ trzeciego boku.

Z twierdzenia cosinuséw otrzymujemy:
2
=(43) +62-2-44/3 - 6 - cos 150°, gdzie

e

cos 150° = —cos 30° = T c0s(180° — &) = —cos &

c2=48+36+72
=156

c=2\/§

Trzeci bok tréjkata ma dtugosc 2+/39.

Jesli mamy trzy boki tréjkata, to mozemy zastosowac twierdzenie cosinuséw do ob-
liczenia miary dowolnego kata tego tréjkata. W tym celu wyznaczamy cosinus tego
kata z odpowiedniego wzoru (zobacz twierdzenie 1).

W dowolnym tréjkacie — przy oznaczeniach z twierdzenia 1. — prawdziwe sg wzory:

b*+c* —a? a*+c? —b? a*+h*—c?
cosqg=——— cosf=—— cosy=——
2bc 2ac 2ab
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Cwiczenie 1. w tréjkacie rownoramiennym ABC dane sg dtugosci bokéw:
BC| = 3 cm oraz |AB| = |AC| = /3 cm. Oblicz miare kata BAC na dwa sposoby:

a) stosujgc twierdzenie cosinuséw,
b) prowadzac wysokos¢ tréjkata na podstawe i stosujac funkcje trygonometryczne
kata ostrego w tréjkacie prostokgtnym.

Przyktad 2.

Obliczymy dtugos¢ srodkowej CD w trojkacie ABC, jesli dane sg dtugosci bokow troéj-
kata:a=5,b=6, c=10.

C Wprowadzmy oznaczenia:
|<DAC| =, a e (0°, 180°)
|CD| =x, x>0, gdzie

CD - srodkowa trojkata.

D C

Rozpatrujemy tréjkaty ADC oraz ABC.
Wyznaczymy w obu tréjkatach cosinus kata a. W tréjkacie ADC otrzymujemy:

2
b? +ch —x*
— aleb=6ic=10, stad
2b-—c
2

cosa =

0 36+25-x7  61-x°
60 60

cosa

Analogicznie obliczamy cos a w tréjkacie ABC:

_36+100-25 111

cosa = , zatem
120 120
61—-x> 111 11 22
X =——, stad x===, czyli x=——, x>0
60 120 2 2

. 22
Srodkowa CD ma dtugosc -

Przyktad 3.
Wykazemy, ze jesli a, b, ¢, gdzie 0 < a < ¢ < b, sg dtugosciami bokdéw trdjkata oraz
b—c a+c

:b—, to kat lezacy naprzeciwko boku majgcego dtugos¢ b jest rowny 120°.
a +c
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Zatozenie:
a, b, c — dtugosci bokéw tréjkata ABC B
a<c<b, c
|<ABC| =1 a A
bzc_axc c b
a b+c

Teza: [#=120°
Dowdd: Z zatozenia bzc_axc otrzymujemy (b —c)(b+c)=a(a +c), stad
a b+c
b*=a’+c?+ac
Natomiast z twierdzenia cosinuséw mamy:
b?=a%+c?>—2ac-cosf
Poréwnujemy prawe strony rownosci:
a’+c?+ac=a*+c*>—2ac- cosf,
2ac - cos B =-ac

-1
cosp=—
P 2

-1
Poniewaz f§ € (0°, 180°) icosf= - wiec f=120°, co koniczy dowdd.

SpVaWdi, Czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Wykaz, stosujac twierdzenie cosinusow, ze tréjkat o bokach dtugosci:
a) 5cm, 7cm, 8 cm jest ostrokatny,
b) 10cm, 7 cm, 6 cm jest rozwartokatny.

2. Dwa boki tréjkata majg dtugosé ai b, a kat trdjkata zawarty miedzy tymi bo-
kami jest rowny y. Oblicz dtugos¢ trzeciego boku tego trojkata, jesli:
a) a=4cm,b=5cm,y=60° b) a=6cm, b=9cm, y=135°.

3. Dwa boki tréjkata ABC majg dtugosc: |AB| =/3-1 oraz |BC| =3+1.
Oblicz miare kata ABC, jesli:

a) |Acl=+8-22 b) |AC = v8+2/2.

4. Oblicz dtugosci przekatnych réwnolegtoboku, ktérego boki majg dtugosc
3 cmi9cm, akat ostry jest rowny 60°.

BC| =4 cm,

5. Boki tréjkata ABC majg dtugosc: |AB| =8cm, AC| =6.cm.

Oblicz dtugosci Srodkowych AD i BE.
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Zastosowanie twierdzenia sinusow i twierdzenia
cosinusow do rozwigzywania zadan

Twierdzenie sinusdéw i cosinuséw zwykle stosuje sie do rozwigzywania trojkgtow.
Rozwigzywanie tréjkata polega na obliczaniu nieznanych dtugosci bokéw tego tréj-
kata i nieznanych miar jego katéw wewnetrznych, na podstawie danych informacji
o tym trdjkacie. Na przyktad, znajgc dtugosci dwdch bokow tréjkata i miare kata
zawartego miedzy tymi bokami, mozemy wyznaczyé¢ dtugos¢ trzeciego boku i miary
pozostatych dwdch katow.

Przyktad 1.
Rozwiazemy tréjkat ABC, w ktérym: |AB| = /6, |AC| = /3 — 1, |[<(BAC| = 45°.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku C
obok. b= @M
Mamy wyznaczy¢ miary dwdch katéw i dtu- 45° B

s A B
gos¢ jednego boku. c=+6

Obliczamy dtugos¢ boku BC. Korzystamy z twierdzenia cosinusow

02:(\/5—1)2 +(\/E)2 —2-(\/5—1)-\/3 - cos 45°, czylia* =4, stad

a=2, boa>0
Wyznaczamy miary katéw 3 iy.

| sposéb — stosujemy twierdzenie cosinusow.

(V6) =22 +(\3-1)" —2:2-(3—1)-cosy
cosy=-0,5 i y € (0° 180°), wiec y =120°
Wéwczas f3=180°—(120° + 45°) = 15°

Il sposéb — stosujemy twierdzenie sinuséw. Uwzgledniamy informacje, ze b<a < c

2 :ﬁ, czyli iz_ﬁ, stad sinyzﬁ i ye (0°,180°), wiec
sin45°  siny ﬂ siny 2
2

y=60° lub y=120°
Miara kata y nie moze by¢ réwna 60°, bo wtedy najwiekszym katem bytby kat 3:

B =180° — (60°+ 45°) = 75°,
co przeczytoby wtasnosci: w tréjkacie naprzeciwko najdtuzszego boku lezy najwiek-
szy kat. Zatem

y=120° i B=15°
Szukane wielkosci to: |BC| = 2,

<CBA|=15°,

<JACB| =120°.
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Cwiczenie 1. Korzystajac z danych z przyktadu 1., oblicz: a) sin 15° b) cos 15°.

Zauwaz, ze obliczenie cosinusa kata wewnetrznego tréjkata jednoznacznie okresla
ten kat, inaczej jest w przypadku sinusa takiego kata. (Dlaczego?)

Cwiczenie 2. Wyznacz cosinusy katéw wewnetrznych tréjkata, ktérego boki maja
dtugosé: 13, 20, 21. Na tej podstawie wyznacz przyblizone miary katow tego troéj-
kata.

Przyktad 2.

Trojkat ABC jest wpisany w okrag o promieniu R, gdzie R = 1, przy czym |AB] =2
i |AC| = 1. Rozwiazemy tréjkat ABC.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponize;j.
Wyznaczamy kat y. Stosujemy twierdzenie sinusow
M = 2R, czyli £

» siny siny
sinyzg i ye (0°, 180°), wiec
& [B~

AB y =45° lub y =135°.

=2, stad
c q

| przypadek — v = 45°. Obliczamy dtugos¢ boku BC. Stosujemy twierdzenie cosi-
nNuUsOw.
|AB? = |AC]> + |BC]? - 2|AC] - |BC]| - cos y, czyli 2=1+a*~2-1-a" %

02—\/50—120 A:6’ alzﬂ’ azzﬂ
2 2
Drugie rozwigzanie rdwnania kwadratowego jest ujemne, wiec |BC| =

V2+46
=

Wyznaczamy kat 3, stosujac twierdzenie cosinuséw.

|AC|? = |AB|* + |BC]> - 2|AB| - |BC| - cos B, czyli

1=2+8+4\/§—\/5‘(\/5+\/g)-cos,8, zatem 3+\/§=(2+2x/§)cosﬁ, stad

4

cos B = ? i Be(0°180°), wiec pB=30°

Teraz obliczamy kat a
o =180° — (45° + 30°) = 105°
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Il przypadek —y = 135°. Obliczamy dtugos¢ boku BC. Stosujemy twierdzenie cosi-

NUSOW.
2
|AB? = |AC]> + |BC]? - 2|AC] - |BC]| - cos y, czyli 2=1+0a*+2-1-qa- %

2446 _—2-v6
T, T
J6 -2
2

a’++J2a-1=0 A=6, a,

Drugie rozwigzanie rdwnania kwadratowego jest ujemne, wiec |BC| =

Wyznaczamy kat 3; stosujemy twierdzenie cosinusdw

AC2 = |ABJ2 + |BC]2 — 2/B] - BC] - cos B, czyli

1=2+8_4\/§—\/§-(\/€—\E)-cosﬁ, zatem 3—\/§=(2\/§—2)COS,B, stad

4

J3

cosf=—= i Be(0°180°), wiec B=30°

Obliczamy kat
a =180°—(135° + 30°) = 15°
Istniejg dwa trojkaty spetniajgce warunki zadania;

V2+46
—

<A|=105°,

<(B|=30°,

w pierwszym: |BC| = <] =45°

’

-2
2

<A|=15°,

<B|=30°,

w drugim: |BC| = (| =135°.

UWAGA: Zadanie z przyktadu 2. mozna tez rozwigzac inaczej, o ile zauwazymy, ze
musimy rozpatrze¢ dwa przypadki.

| przypadek
Tréjkat AOC jest réwnoboczny, zatem |<IAOC| =60°,
|<ABC| = % - |«cAoC]| = 30° — twierdzenie 1 str. 130
Tréjkat ABO ma boki dfugosci 1, 1, \/E, a wiec jest to troj-
kat prostokatny i \<IAOB| =90°. — twierdzenie 12 str. 109
|<ACB| = % - |<«cA0B| = 45° — twierdzenie 1 str. 130

Tak wigc |[<tBAC| = 180° — (30° + 45°) = 105°
Aby obliczy¢ dtugos¢ boku BC, wystarczy poprowadzi¢ wysokos¢ AD trojkata ABC
i rozwazy¢ dwa trojkaty: trojkat prostokatny rownoramienny ADC oraz tréjkat pro-
stokatny ABD o katach ostrych 30° i 60°. Otrzymamy wowczas

1 V3
72 Nk

|cD| = i |DB|=
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Il przypadek
Tréjkat ACO jest réwnoboczny, zatem
|<AOC]| = 60°,
1
|<ZABC| = 5 . |<IAOC| =30° — twierdzenie 1 str. 130

A
Tréjkat ABO jest prostokatny, wiec
A kat wklesty BOA ma miare 270°, stad
A \‘

|<BCA =% - |<«BOA| = 135° — twierdzenie 1 str. 130

Ostatecznie
|<cAB|=15°

W tym przypadku bok BC najwygodniej jest obliczy¢ za pomocg twierdzenia cosinu-
SOw.

Przyktad 3.
Udowodnimy, ze jesli , f s miarami katow w trdjkacie oraz
sinff + 2sina - cos(a +ﬂ) =0, to ten tréjkat jest rwnoramienny.

Zatozenie:
a, B - miary katéw tréjkata ABC
a, b, c — dtugosci bokéw trojkata ABC
sinf3+2sina - cos(a +f)=0
Teza:
tréojkat ABC jest tréjkatem réwnoramiennym

Dowdd: Z zatozenia wiemy, ze

(1) sinB+2sina-cos(a+p)=0

Rownos¢ te przeksztatcimy do réwnosci wyrazajgcej zaleznos¢ miedzy dtugosciami
bokéw a, b, c tréjkata.

a b
Z twierdzenia sinuséw mamy —— =——. Do réwnosci (1) w miejsce sin  podsta-
sina sinf
. a . .
wiam i otrzymujemy:
a
b-sina

+2sina - cos(a+B)=0

a

Mnozymy rownos¢ stronami przez a i dzielimy przez sin, bo sina #0. Otrzymujemy:
(2) b+2a-cos(a+B)=0

Pozostaje wyrazic¢ cos(a +ﬂ) za pomocg dtugosci bokow trojkata. Zauwazamy, ze
|<TACB| = 180° — ( + ), wigc
cos|<tACB| = —cos(a + )
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Stosujemy twierdzenie cosinuséw:
c?=a?+b?—2ab - cos|<<ACB|
c=a?+b*+2ab - cos(a + ), stad

2 2 2
2a - cos(a + ) = coa b
b
b
Podstawiamy wyrazenie Er— do réwnosci (2) w miejsce 2a -cos(a +ﬁ)
Mamy:
2 2 2
—-a"—b
b+<"2 "2 0 /b
b
b?+c?—a*—b?=0, czyli
¢ =a? stad

c=a, boa>0ic>0
Otrzymalismy, ze dwa boki tréjkgta majg te samg dtugosé, zatem tréjkat jest rowno-
ramienny, co koriczy dowdd.

Przyktad 4.
W trdjkacie ABC mamy dane: |AB| + |AC| =10i |<{BAC| =135°. Jaka najmniejszg dtu-
gos¢ moze mie¢ bok BC?

C Oznaczmy
y |AB| = x, wtedy |AC|=10-x
10 -x BC|=y
135° . . . L
A " B Stosujemy twierdzenie cosinusow.

Zauwazmy, ze x>0i10—-x>0, stagd x (0, 10).
Otrzymujemy
y2=x2+(10-x)2—2-x- (10— x) - cos 135°, gdzie x € (0, 10)

A

y? = x2+ 100 — 20x + x* — (20x — 2x?) - (TJ

y’ = (2—\/5))(2 —10(2—\/§)x+100, stad

y=(2-v2)x*-10(2-v2)x+100, bo y>0
Chcemy wyznaczy¢ najmniejszg wartosé, jaka moze przyjmowacd y. Rozwazmy funkcje
F(x)=(2-+2)x* —10(2-2)x+100, gdzie x < (0, 10)
Jesli wyznaczymy argument x, dla ktérego funkcja kwadratowa f przyjmuje najmniej-
szg wartosé, to rowniez dla tego samego argumentu najmniejszg wartos¢ przyjmie
funkcja

y=f(x)

poniewaz funkcja, ktéra dowolnej liczbie rzeczywistej nieujemnej przyporzagdkowu-
je pierwiastek kwadratowy z tej liczby, jest rosnaca.
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Mamy
£(x)=(2-v2)x? ~10(2-+2)x+100, gdzie x < (0, 10)

} _10(2-+2)
~2(2-42)

Wspdtczynnik przy x? jest réwny 2-2i jest dodatni. Funkcja kwadratowa f przyj-
muje dla argumentu 5 najmniejszg warto$¢. Obliczamy te wartosc:

£(5)=(2-v2)52-10(2-+2)-5+100=25(2+2), stad
y=\f(5)=v25(2++2) =5v2+2

Najmniejsza dtugos¢ boku BC jest réwna 5\/2+\/§.

=5 5¢(0,10)

SPVaWdi, czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. W trdéjkacie ABC boki majg dtugosc: ]BC] =aq, AC\ = b, AB\ = ¢, a katy przy
wierzchotkach A, B, C s3 odpowiednio réwne «, 3, y. Rozwiaz ten tréjkat, jesli:
a) c=+2, f=30°, y=45° b) a=5, b=5+3, a=30°
c) a=7, c=14, y=60° d) b=8,7; a =150°, 3 =10°.

2. Trojkat ABC jest wpisany w okrag o promieniu 1, przy czym |AB| =3
i|AC| = /2. Rozwiaz tréjkat ABC.

3. Tréjkat ABC jest wpisany w okrag o promieniu 1, przy czym \AB! =31 \AC] =1.
Rozwigz tréjkat ABC.

D 4. Wykaz, ze jesli boki trojkata sg rowne 5 cm, 7 cm, 8 cm, to jeden z katow tego
tréjkata jest rowny 60°. Nastepnie oblicz promien okregu opisanego na tym
tréjkacie. Podaj przyblizenie dziesietne wyniku z doktadnoscig do 1 mm.

5. O tréjkacie ABC wiemy, ze |[<BAC| = 120°, |AC| = 5 oraz |AB| + |BC]| = 10.
a) Wyznacz dtugosci bokéw AB i BC.
b) Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie ABC.
¢) Wyznacz przyblizone miary katow ostrych tego tréjkata.

6. O tréjkacie ABC wiemy, ze |<BAC| = 60°, |BC| = 2|AB| oraz |AB| + |BC|+ |CA| = 20.
a) Wyznacz dtugosci bokéw tréjkata ABC.
b) Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie ABC.

7. W tréjkacie ABC kat ACB jest réwny 120°. Dwusieczna tego kata przecina bok
AB w punkcie D. Wiedzac, ze |AC| = 3 oraz [BC| = 6, oblicz:
a) dtugosc¢ odcinka AD b) dtugos¢ odcinka CD.
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Pole figury ptaskiej

Pole jest liczbg, ktérg mozna przyporzadkowaé pewnym figurom ptaskim. Aby okre-
sli¢ pole, buduje sie tzw. sieci kwadratowe. Na poczatku ustala sie jednostke — Jest
nig kwadrat o boku 1, nazywany kwadratem jednostkowym. Za jego pomocg mie-
rzymy pola réznych figur.

Aby zmierzy¢ na przyktad pole prostokgta o bokach majgcych dtugosc 2 i 3, dzieli-
my ten prostokat na kwadraty identyczne z kwadratem jednostkowym. Wéwczas
zauwazamy, ze w tym prostokgcie miesci sie szes¢ takich kwadratow. Tak wiec pole
tego prostokata jest réwne 6.

Zatdzmy teraz, ze chcemy znalezé pole pomaranczowej figury na rysunku ponizej.

W tej figurze zawierajg sie dwa kwadraty jednostkowe, wiec jej pole P na pewno
spetnia nieréwnos$é P > 2. Zaznaczamy teraz wszystkie kwadraty, ktére majg z roz-
wazang figurg co najmniej jeden punkt wspadlny.
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Widag, ze takich kwadratéw jest 12, wiec na pewno P < 12. Mamy zatem pierwsze
przyblizenie pola naszej figury: 2 < P < 12. Przyblizenie to oczywiscie nie jest do-
ktadne.

Zeby znalezé lepsze przyblizenie, zageszczamy sie¢, dzielgc kazdy z kwadratéw jed-
nostkowych na 4 jednakowe kwadraty. Oczywiscie kazdy kwadrat, ktérym dysponu-
jemy po tym podziale, ma pole réwne 0,25.

Zliczamy najpierw wszystkie uzyskane kwadraty, ktdre lezg catkowicie wewnatrz da-
nej figury. Jest ich 13 i majg w sumie pole réwne 13 - 0,25, czyli 3,25. Zatem
P > 3,25. Nastepnie zauwazamy, ze jest 37 takich kwadratéw, ktére majg co naj-
mniej jeden punkt wspdlny z dang figurg, stad P < 37 - 0,25, czyli P < 9,25. Otrzy-
malismy w ten sposdb drugie przyblizenie pola naszej figury:

3,25 <P 9,25
Aby otrzymac bardziej doktadne przyblizenie pola P, mozemy znowu kazdy z kwa-
dratow podzieli¢ na cztery mniejsze kwadraciki, tym razem o polach 0,0625. Otrzy-
mamy wowczas:

71-0,0625 < P <124-0,0625 «czyli 4,4375 <P <7,75.
Postepujac tak dalej, wyznaczylibySmy coraz doktadniejsze przyblizenia pola P:

e zniedomiarem 2 < 3,25 <4,4375 < ... oraz
e znadmiarem 12 >9,25 > 7,75 > ..
Liczby: 2 3,25 4,4375 .. dazg do pewnej liczby, ktdrg nazywamy miarg we-

wnetrzng danej figury. Liczby: 12 9,25 7,75 .. réwniez dgzg do pewnej liczby,
ktéra nazywamy miarg zewnetrzng tej figury. Jesli miary: wewnetrzna i zewnetrzna
sg rébwne i nie zalezg od wyboru sieci i sposobu zageszczania, to te wspdlng wartos¢
nazywamy polem figury. Mozna wykazac, ze pole naszej figury jest rowne ok. 5,82.

Istniejg tez figury, ktére nie majg pola. Rozwazmy w uktadzie wspdtrzednych kwa-
drat, ktérego wierzchotkami sg punkty o wspétrzednych: (0, 0), (0, 1), (1, 0)i (1, 1).
Z tego kwadratu usuwamy wszystkie punkty, ktorych obie wspoétrzedne sg liczbami
wymiernymi. Otrzymujemy figure F, ktérej miara wewnetrzna jest réwna 0, bo nie
istnieje zaden kwadrat dowolnie zageszczone;j sieci, ktéry zawieratby sie w tej figu-
rze. Natomiast miara zewnetrzna figury F jest rowna 1. To znaczy, ze figurze F nie
mozna przyporzgdkowac pola.
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Prawdziwe jest nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 1. Wtasnosci pola

1) Pole figury jest liczbg nieujemna.

2) Pola figur przystajgcych, wyznaczone przy tej samej jednostce, sg rowne.

3) Jesli figura F sktada sie z dwdch figur F, i F,, majacych pola i wnetrzami roz-
tacznych, to pole figury F jest rowne sumie pdl figur F, i F, przy tej samej
jednostce.

4) Kwadrat o boku jednostkowym ma pole rowne 1.

Mozna tez udowodnié¢, ze kazda figura ograniczona, ktorej brzeg jest utworzony
z odcinkéw lub tukéw, ma pole.

Przyktad 1.
Obliczymy pole figury F, wykorzystujgc dane na rysunku.

1cm
F\/ N /] N /]
4NN 24N ZENN
/1 AN
N /

Mozemy postgpic tak: ,odcinamy” dwa pétkola i sktadamy nowg figure o takim sa-
mym polu. Pole nowej figury — prostokgta — obliczamy bez ktopotu. Pole figury F jest
rowne 40 cm?.

Przyktad 2.

Obliczymy pole figury F, przedstawionej na rysunku ponizej.

1cm

i 1 |
N
/
T
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Tym razem postepujemy tak: dzielimy wielokat na znane figury, np. tréjkaty prosto-
katne i prostokat. Pole figury F jest suma pol powstatych figur F,, F,, F;, F,. Poniewaz
F, jest kwadratem o boku majgcym dtugos¢ 5 cm, zatem PFl =25cm?.

Figura F, jest potowg prostokata o bokach majacych dtugos¢ 2 cm i 5 cm, wigc
P =% . (2 cm -5 cm) =5 cm?. Podobnie F; jest potowa prostokata, ktérego boki
maja dfugos¢ 2 cmi 3 cm, a F, — potowq prostokata o bokach majacych dfugosé 2 cm
i 4 cm. Otrzymujemy zatem: P, :% (3cm-2cm)=3cm?

1
i P = (2 cm - 4 cm) = 4 cm?. Obliczamy pole figury F:

P=25cm?+5cm?+3cm?+4cm?=37cm?

SPVaWdi, Czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Pole jednej kratki jest rowne 1. Oblicz pola ponizszych figur.

a) b) c) d)
/] ™

2. Na rysunku obok dane sg trzy figu-
ry: kwadrat, tréjkat rGwnoboczny /] N
i koto, ktérych pola sg odpowied- s /1N W
nio rowne: s, t, w. Wyraz pola figur g N 4
umieszczonych ponizej za pomocg
pols, t, w.

a) b) c) d)
A1 IN A1 IN

3. Bok kwadratu ABCD ma dtugosé 12 cm. Punkty K, L, M, N nalezg odpowied-
nio do bokéw AB, BC, CD, AD. Wiedzac, ze |AK| : |kB|=1:2,|BL|: |Lc|=1:5,
IDM| : [MC| =7 : 5 oraz |DN| = |AN|, oblicz pole czworokata KLMN.
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Pole tréjkgta, cz. 1

Tréjkat jest figurg, ktdra ma pole. Do obliczania pola tréjkata stosujemy rézne wzory.
Jeden z nich znasz ze szkoty podstawowe;].

Twierdzenie 1.
Pole trojkata jest rowne potowie iloczynu dtugosci boku i wysokosci opuszczonej
na ten bok.

a

1
ha P=—-a-h
2

Cwiczenie 1. Wskaz na rysunku obok tréjkaty
przystajace. Nastepnie wykaz, ze pole trdjkata
ABC jest réwne polu zamalowanego prostokata. a

Cwiczenie 2. Pole prostokata na rysunku obok
jest réwne 10 cm?. Jakie jest pole pomalowanego
na niebiesko tréjkata?

Przyktad 1.
W tréjkacie prostokgtnym ABC kat BAC jest prosty oraz |AB| =15cm,
Obliczymy wysokos¢ h trojkata poprowadzong z wierzchotka A.

BCl =17 cm.

C Na mocy twierdzenia Pitagorasa obliczamy dtu-
D gos¢ boku AC:
|AC|? =289 — 225 = 64
h lACl=8, |AC|>0

AF B

Teraz mozemy zastosowac dwukrotnie wzdr na pole tréjkata ABC:

% -1BC-h= %|AB| -lac,  stad  |BC-h=|AB||AC|.

17-h=15-8, wiec h=7L
17

1
Wysokosc¢ h jest rowna 75 cm.
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Cwiczenie 3. Wyznacz wysokos¢ h z przyktadu 1., korzystajgc z podobienstwa od-
powiednich tréjkatow.

Cwiczenie 4. Wykaz, ze pole tréjkata réwnobocznego o boku majgcym dtugosc a
2
a*\3

4

jest rowne

Zauwaz, ze na rysunku ponizej tréjkaty ABD i BCD majg wspolng wysokos¢ DE.

1
PABD:E|AB|'|DE| D

1
Pgco= E|BC| ’ |DE|

Woédwczas:
PAﬂ - M A \ C
Puo  |BC| E B

Jesli dwa tréjkaty majg takg samag wysokos¢, to stosunek ich pdl jest réwny sto-
sunkowi dtugosci ich podstaw, do ktdrych ta wysokos$¢ zostata poprowadzona.

Cwiczenie 5. Wykaz, ze srodkowa w tréjkacie dzieli ten tréjkat na dwa tréjkaty
o réwnych polach.

Przyktad 2.

Przekatne czworokata ABCD przecinajg sie w punkcie O. Trzy sposréd trzech wy-
znaczonych w ten sposob tréjkatéw majg pola odpowiednio rowne 20, 30 i 40, jak
na rysunku ponizej. Obliczymy pole czwartego tréjkata.

Obliczymy pole tréjkata AOD.

D
A Zauwazamy, ze tréjkaty ABO i OBC maja
A /] wspolng wysokosc h,, poprowadzong z wierz-
-/ ¢ chotka B. Zatem

A0 Py . 1AO]_20 1
loc| Py

5 loc| 40 2
Podobnie, tréjkaty AOD i OCD majg wspdlng wysokos¢ h,. W takim razie
_lag 1

‘AOD
, wiec 222 ==, stad P,,,=15.
30 2 a. AOD

Paoo —
P |OC

Pole czwartego tréjkata jest réwne 15.
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Twierdzenie 2.
Pole tréjkata o bokach dtugosci a, b i kacie y zawartym miedzy tymi bokami wy-
raza sie wzorem:

1
P=—-.a-b-siny g
2
14
b
Zatozenie: IBC|=a, |AC|=b, |<ACB|=y
1
Teza: PAgczz-a-b-siny
Dowdd:
| przypadek — Kat y jest ostry.
B Prowadzimy wysokos¢ BD, BD\ =h.
Z definicji sinusa kata w tréjkacie prostokgtnym
a CDB mamy
h h
) siny=—, stad h=a-siny
e a

WéwczasP:%-b-hzg ca-b-siny
Il przypadek — Kat v jest prosty.

Wdéwczas pole tréjkata wyraza sie wzorem P = Ea - b. Ale siny =sin 90° = 1, wiec

1
P==a-b-sin
> 14

Il przypadek — Kat y jest rozwarty.

B Prowadzimy wysokos$¢ BD na przedtuzenie
podstawy CA, BD\ =h.
h a W trdjkacie prostokgtnym DCB mamy:
|<DCB| = 180° —y, stad
. Y h
D ¢ b A - =sin(180° ~v)

h=a-sin(180° —y)
Poniewaz sin (180° —y)=siny, wiec h=a-siny. Wéwczas

1 1
Pagc= E-b-h =5 b -siny, co koriczy dowdd.
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Cwiczenie 6. Oblicz pole tréjkata, ktérego dwa boki maja dtugoéé 4 cm i 5 cm,
a kat zawarty miedzy tymi bokami jest rowny: a) 45° b) 150°.

Przyktad 3.

W tréjkacie réwnoramiennym kat miedzy ramionami jest réwny 150°. Pokazemy, ze
prosta przechodzgca przez wierzchotek tego kata i dzielgca ten kat w stosunku 4 : 1

dzieli bok przeciwlegty temu katowi w stosunku J3:1

Wprowadzmy oznaczenia:

| — prosta dzielgca kat ACB w stosunku 4 : 1

D — punkt przeciecia prostej / z bokiem AB
5 |IAC| =|BC|=a

A Pokazemy, ze |AD| : [DB| = /3 : 1.

:|<<DCB|=4:1 oraz |<ACB|=150°, wigc
<DCB| = 30°.

Z zatozenia |[<ACD
|<ACD| = 120°,

Obliczamy pola tréjkatéw ADC i DBC:

PADcz1 -|ac] - |cD| - sin 12002 -a-|CD|-£=£ -|cD|
2 2 2 4

1 1 1 a
Poec== - |Bd-|cD|-sin30°== -a-cp|- = =2 -|cD
pBCc =3 | | | | sin > a| | > 2 | |

Tréjkaty ADC i BCD majg wspdlng wysokosé h, poprowadzong z wierzchotka C.
Poniewaz P,y : Ppse=~/3 : 1, wiec |AD|: |DB|=+/3 : 1.

Cwiczenie 7. Wyznacz pole tréjkata ABC z przyktadu 3. oraz dtugos$¢ odcinka CD
w zaleznosci od dtugosci boku a.

SPV‘ awdZ, CZYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Pole prostokata jest rowne P. Wyznacz pole figury pomalowanej na niebie-
sko.
a) b) c)

2. Pole tréjkata réwnobocznego jest rdwne 9+4/3 dm2. Oblicz wysokos¢ tego
tréjkata. lle jest rowny promien okregu wpisanego w ten tréjkat i promien
okregu opisanego na tym trdjkacie?
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10.

11.

12.

13.

Dany jest trojkat ABC, w ktérym |<2ACB| =90°. Oblicz wysokos¢ tego trojkata,
poprowadzong z wierzchotka C, jesli:
a) |Acl=5cm, [BCl=12cm,

b) |AC|= 6 cmi$érodkowa CE ma dtugos¢ 5 cm.

Oblicz pole tréjkata ABC, jesli:
a) |AB|=9cm,|AC|=10cm,
b) |AB|=12cm, |BC|= 5cm,

<(BAC| = 30°,
<ABC| = 120°.

W tréjkacie rownoramiennym kat miedzy ramionami jest réwny «, a pole
tego tréjkata wynosi P. Oblicz dtugosci bokow tego tréjkata, jesli:

a) a=45° P =92 cm? b) & =150°i P = 20,25 cm?2.

Dwa boki tréjkata ABC majg dtugosé: |AB| =10 cm, BC| =7 cm. Wiedzac, ze
pole tego tréjkata jest réwne 21 cm?, wyznacz:
a) sinus kata ABC,

b) wysokosci opuszczone na boki AB i BC.

Rozpatrujemy tréjkaty, ktorych dwa boki majg dtugosé¢: 6 cm i 8 cm, a kat mie-
dzy tymi bokami ma miare «, gdzie o € (0°, 1800). Wyznacz dtugosc trzeciego
boku tego tréjkata, ktéry ma najwieksze pole.

Wykaz, ze przekatne rownolegtoboku dzielg go na cztery tréjkaty o rownych
polach.

Wykaz, ze w dowolnym trdjkacie trzy przecinajgce sie srodkowe wyznaczajg
szesc¢ tréjkatéw o réwnych polach.
Pole tréjkata jest rowne P, a kat miedzy bokami dtugosci a i b jest rowny y.
Oblicz obwdd tego trojkata, jesli:
5
a) P=30cm? a=5cm, cosy=——,
13
b) P=18cm? b=10cm, siny=0,6.
Dane jest pole P trojkata i dtugosci dwodch jego bokdéw b i c. Wyznacz promien
okregu opisanego na tym trdjkacie, jesli:

a) P=645, b=4, c=9 b) P=4,5V7, b=+21, c=/48.

W tréjkacie ABC dane sa: |AC| = 8 cm, |BC| = 6 cm, |<CACB| = 120°. Punkt D
nalezy do boku AB. Oblicz pola tréjkatow ADC i DBC, jesli:
a) |<AcD|=|<«DcB| b) |<ACD|=30°.

W tréjkacie ABC boki AC i BC majg odpowiednio dtugos¢: 10 cm i 16 cm.
Wiedzac, ze dtugosé srodkowej poprowadzonej z punktu C jest rowna 7 cm,
oblicz:

a) dtugosé boku AB b) pole tréjkata ABC.
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Pole trijkgta, cz. 2

Rozwazmy tréjkat o bokach majgcych dtugosé a, b, ¢, w ktéry wpisano okrag o pro-
mieniu r. Wyznaczymy pole P tego tréjkata w zaleznosci od a, b, c oraz r.

Ze srodka okregu wpisanego w tréjkat prowadzimy odcinki do wierzchotkéw trojka-
ta. Odcinki te dzielg tréjkat na trzy trojkaty, ktérych podstawami sg odcinki majgce
dtugos$é a, b, ¢, natomiast wysokosci poprowadzone na te podstawy sg réwne r.
Mozemy wiec zapisac:

1 1 1 a+b+c
P==a-r+=b-r+—-c-r= or
2 2 2 2

+b+
P=p-r, gdzie pza 5 ¢

Udowodnilismy nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 1.
Pole tréjkata réwna sie iloczynowi promienia okregu wpisanego w ten tréjkat
i potowy obwodu tego trojkata.

Przyktad 1.

W tréjkat ABC o polu 260 cm? wpisano okrag o promieniu 5 cm. Obliczymy obwdd
tréjkata ABC.

Wiemy juz, ze P=p - r, gdzie p — potowa obwodu trdéjkata, r — promien okregu wpi-
sanego w tréjkat. Zatem:

P 260
;. PTs
p=52, stad
2p =104

Obwadd trojkata ABC jest rowny 104 cm.

Podamy jeszcze dwa wzory na pole trojkata, ktére sg przydatne w rozwigzywaniu
zadan geometrycznych.
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Cwiczenie 1. Oblicz pole tréjkata o obwodzie 10 cm, jezeli promien okregu wpisa-
nego w ten trojkat jest rowny 1 cm.

Twierdzenie 2.
Pole P tréjkata o bokach majgcych dtugosc a, b, c wyraza sie wzorem:

_abc

4R’

gdzie R jest promieniem okregu opisanego na tym
trojkacie.

P

N

Ostatnie twierdzenie jest prostym wnioskiem z twierdzenia sinuséw. Mamy bowiem

‘L =2R, gdziey jest katem zawartym migdzy bokami dtugosciai b,
siny

stad otrzymujemy
. cC
siny = R
Obliczamy pole tréjkata:
¢ _abc

1 1
P:_.a.b.siny:_.a.b.___
2 2 2R 4R

Przyktad 2.

W trdéjkgcie ABC dwa boki maja dtugosé: \AB| =14, AC\ = 8\/5, a promien R okregu
opisanego na tym tréjkacie jest réowny 52. Wiedzac, ze pole trojkata ABC jest row-
ne 56, obliczymy dtugos¢ trzeciego boku tego tréjkata.

C Z twierdzenia 2. mamy:
|AB|-|BC|-|AC]| _
Pp=————, wiec
4R
. ~52 \|, s 14882
14 4.5\2
|BC| = 10.

Bok BC tréjkata ABC ma dtugosc 10.

Cwiczenie 2. Dla tréjkata ABC z przyktadu 2. wyznacz dwoma sposobami:
a) miare kata BAC b) promien r okregu wpisanego w ten tréjkat.
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Twierdzenie 3. Wzér Herona
Pole P tréjkata o bokach majacych dtugosé a, b, ¢ wyraza sie wzorem:

b P=p(p-a)(p-b)(p—c),

c
. a+b+c L
gdzie p= , czyli p jest potowa
a
obwodu tego trdéjkata.
Zatozenie: a, b, ¢ — dtugosci bokéw dowolnego tréjkata ABC
P — pole trojkata ABC
_a+b+c
2
A
Teza: P=\/p(p—a)(p—b)(p—c)
c b
Dowdd:
z tW|erdlzen|a 2. ze str. 239 wiemy, ze B G c
P==-a-b-siny,
5 4

gdzie y jest katem tréjkata ABC zawartym miedzy bokami majacymi dtugosc a, b.
Wyznaczymy sin y w zaleznosci od dtugosci bokdéw tréjkata: a, b, c.
Z ,jedynki trygonometrycznej” otrzymujemy zaleznos¢:

siny =\/1—coszy v siny =—\/1—coszy
Poniewazy e (0°, 180"), zatem siny >0, a wiec

siny =1-cos’y =/(1—cosy )(L+cosy)

Z twierdzenia cosinuséw otrzymujemy zaleznosc:

a’+b*—c?
cosy = ———, zatem
2ab
2ab—a? —b2+> *—(a-b) (c—a+b)(c+a—b)
l-cosy= = =
2ab 2ab 2ab

W powyzszych przeksztatceniach wykorzystaliSmy wzér skrdconego mnozenia
na kwadrat réznicy dwdch wyrazen, a nastepnie wzér na rdznice kwadratéw.
Podobnie otrzymujemy:

2ab+a’ +b* —¢* _(a+b)2—c2 _(a+b-c)a+b+c)
2ab 2ab 2ab

l+cosy=

Mamy zatem:

in _\/(c—a+b)(c+a—b)'(a+b+c)(a+b—c)
= 2ab 2ab
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Zauwazmy teraz, ze zachodzg nastepujace rownosci:
c—-a+b=a+b+c—2a=2p-2a
a+c—b=a+b+c—2b=2p-2b
a+b—-c=a+b+c—2c=2p—2c, stad

siny=ﬁ\/(2p—20)(2p—2b)2p(2p—26) =%\/p(p—a)(p—b)(p—6) =

zﬁJp(p_a)(p—b)(p—c)

Ostatecznie otrzymujemy

P:%ab-siny:%ab-az—b\/p(p—a)(p—b)(P—C) , zatem

P= \/p(p—a)(p—b)(p—c) , co koniczy dowdd twierdzenia.

Przyktad 3.

W tréjkacie ABC mamy dane: \AB| =15cm,
a) pole tréjkata ABC,
b) wysokos¢ BD opuszczong na bok AC.

BC| =13 cm,

AC| = 14 cm. Obliczymy:

A Ad a) Obliczymy pole tréjkata ABC, korzystajgc ze
wzoru Herona:
. a+b+c
15 cm 14 cm P=Jp(p-a)(p—b)(p—c), gdzie p=
D
13+14+15
B 13 cm

Obliczamy pole tréjkata:
P=21(21-13)(21-14)(21-15) =+/21:8-7-6 =V/7*-3*-2* =7-3-4 =84

Pole trdjkata ABC jest réwne 84 cm?.

Ad b) Obliczamy wysokos¢ BD, wykorzystujgc wczesniej obliczone pole:

ng -|ac| - |BD| 84:% -14 - |BD| |BD| =12 cm

S pra wdZ, czYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Niech L, P, r oznaczajg odpowiednio obwdd tréjkata, pole tréjkata i promien
okregu wpisanego w ten tréjkat. Oblicz:
a) P,jesliL=30cm,r=1,6 cm,
b) L,jesliP=30cm? r=1,4cm,
c) r,jesliP=60cm? L=50cm.



246

7. Geometria ptaska — rozwigzywanie tréjkqtow, pole kota, pole tréjkgta

10.

W tréjkacie ABC dane s3: |AB| = 10,5cm,
a) pole tréjkata ABC,

b) dtugosé boku AC,

c) promien okregu opisanego na tréjkacie ABC.

BC|=5cmisin(<ABC) =0,8. Oblicz:

Boki tréjkata majg dtugosé: 21 cm, 20 cm, 13 cm. Oblicz:
a) pole tréjkata,

b) promien okregu wpisanego w ten tréjkat,

c) wysokosci w tym tréjkacie.

Boki tréjkata majg dtugosc 25 cm, 39 cm, 56 cm. Oblicz:
a) pole tréjkata,

b) promien okregu opisanego na tym tréjkacie,

c) sinus najmniejszego kata.

W trdjkacie rownoramiennym podstawa ma dtugos¢ 6 cm, a promien okregu
wpisanego w tréjkat jest rowny 1,5 cm. Wiedzac, ze pole tego tréjkata wynosi
12 cm?, oblicz:

a) dtugos¢ ramion tego tréjkata,

b) promien okregu opisanego na tym tréjkacie,

c) sinus kata miedzy ramionami tréjkata.

Bok AB tréjkata ABC ma dtugos¢ 20 cm, a srodkowa CD ma dtugos¢ 6 cm.

1
Wiedzac, ze cosinus kata ADC jest réwny % oblicz:

a) pole tréjkata ABC,
b) promien okregu wpisanego w tréjkat ADC,
c) promien okregu opisanego na trojkacie DBC.

BC|=14cm,

Dane sg dtugosci bokéw tréjkata ABC: |AB| =10cm, AC| =16.cm.
Oblicz:

a) pole tréjkata ABC,

b) miare kata w trojkacie przy wierzchotku A,

c) dtugos¢ odcinka AD dwusiecznej kata BAC.

W tréjkacie ABC dane sa: |AC| = 8 cm, |<(BCA| = 120°. Wiedzac, ze odcinek CD
dwusiecznej ma dtugos¢ 5 cm, oblicz:

a) dtugosé boku BC,

b) pola tréjkatéw ADC i DBC,

c) stosunek dtugosci promieni okregéw opisanych na tréjkatach ADC i DBC.

Promien okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym jest réwny 17 cm,
a promien okregu wpisanego w ten trdjkat — 6 cm. Oblicz pole tego tréjkata.

Oblicz dtugos¢ przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego, ktérego obwadd
jest réwny 70 cm, a pole wynosi 210 cm?.
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Pola tréjkagtéw podobnych

Rozwazmy dwa tréjkaty: tréjkat ABC oraz trdjkat A,B,C, — podobny do tréjkata ABC

w skali k, k> 0.
Ay
A
A& "
B C
a Bl 5 o

Z podobienstwa trdjkata A,B,C; do tréjkata ABC w skali k wynika, ze
a,=k-a oraz h;=k-h.
Obliczmy pola tych tréjkatow.

1 1 1 1
Ppc==-a-h Pise ==-0a,-hy==-k-a-k-h=k*=-a-h, stad
ABC= S T 5 q

G

AB,C, — kZ

PABC

Twierdzenie 1.
Stosunek pdél figur podobnych rowna sie kwadratowi skali podobienstwa.

Przyktad 1.

W tréjkacie ABC poprowadzono odcinek DE, DE || AB, ktéry podzielit tréjkat ABC
na tréjkat DEC i trapez ABED. Stosunek pdl tréjkata DEC i trapezu ABED wynosi 1 : 3.
Obliczymy |CE| : |EB|.

C Potrafisz juz uzasadni¢, ze trojkaty DEC i ABC

sg podobne.
b £ Oznaczmy skale podobienstwa tréjkata DEC do

tréjkata ABC przez k, k > 0. Niech Py = x.

A B
Z twierdzenia 1. wynika, ze
k? = FPoee X _ 1, zatem k==
Ppe Xx+3x 4
Otrzymujemy:
IcE| 1 IcE| 1
— == atem —=-
lca| 2 |EB| 1

Punkt £ jest $rodkiem odcinka CB, czyli |CE| : |[EB|=1: 1.
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Cwiczenie 1. w tréjkacie ABC poprowadzono prostg réownolegta do boku AB
i dzielgcg bok AC na dwa odcinki w stosunku 1 : 2, liczagc od wierzchotka C. Oblicz,
jaka czes¢ pola tréjkata ABC stanowi pole tréjkata odcietego przez te prosta.

Przyktad 2.

Obwadd tréjkata A,B,C, podobnego do tréjkata ABC jest o 25% wiekszy od obwodu
tréjkata ABC. Obliczymy, o ile procent pole tréjkgta ABC jest mniejsze od pola tréj-
kata A,B,C,.

Niech k oznacza skale podobienstwa tréjkata A,B,C, do tréjkata ABC, zas L, i L — od-

powiednio obwody tréjkata A,B,C; i trojkata ABC.

Stosunek obwoddw tréjkagtédw podobnych jest réwny skali podobierstwa, zatem
Li=k-L

5
Z danych zadania wynika, ze L, = 1,25 - L, wiec k=1,25= Z

Z twierdzenia 1. otrzymujemy
25 16 .
Pusc, :E “Pasc stad  Ppgc= 35 Pagic, czyli P =0,64-P,pc

Pole tréjkata ABC jest mniejsze od pola tréjkata A,B,C; o 36%.

Cwiczenie 2. Tréjkaty ABCi A,B,C, sa podobne. Pole tréjkata ABC stanowi 36%
pola tréjkata A,B,C,. Podaj skale podobieristwa trdjkata A;B,C; do tréjkata ABC.
O ile procent obwdd tréjkata A,B,C, jest wiekszy od obwodu tréjkata ABC?

Przyktad 3.

W trdjkacie prostokatnym ABC przyprostokgtne majg dtugosc¢ 3 cm i 6 cm. Odcinek
AD jest wysokoscig w tym tréjkacie. Obliczymy pola tréjkatéw BDA i ADC.

A Obliczamy pole tréjkata ABC
. 1
PABC:E -6:-3=9

C Z cechy (kkk) podobienistwa tréjkatéw wynika,
D ze trojkaty prostokatne ABD i ADC sg podobne,
bowiem
|<tBDA| = |<tCDA| = 90° oraz
|<<DBA| = 90° — |<tBAD| = |<tDAC|
Stosunek dtugosci bokéw CA i AB wyznacza skale podobieristwa tréjkata ADC do troj-
kata BDA. Tréjkat ADC jest podobny do tréjkata ABD w skali k, gdzie

6
k==, czyli k=2.
3 Y
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W takim razie P,pc=2%:Pugp, Czyli Pypc=4 - Pgp. Mamy

Pasc=Papct+ Pasp=5 " Pagp 5:Pup=9, czyli
Pup=1,8
Waédwczas

Pipc=4-18=7,2.
Pole trojkata ABD jest rowne 1,8 cm?, a pole trojkata ADC wynosi 7,2 cm?.

SPVaWdi; Czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1.

10.

W tréjkacie ABC poprowadzono dwie proste rownolegte do boku AB i dzie-
lace bok AC na trzy réwne odcinki. Oblicz stosunek pdl figur wyznaczonych
w tréjkacie przez te proste.

W trdéjkacie ABC poprowadzono dwie proste réwnolegte do boku AB i dzie-
lace bok BC na trzy odcinki, ktdrych dtugosci pozostajg w stosunku 1 :2 : 3,
liczac od wierzchotka C. Oblicz stosunek pdl figur wyznaczonych w tréjkacie
przez te proste.

Obwdd tréjkata A;B,C, podobnego do tréjkata ABC jest o 20% mniejszy
od obwodu tréjkata ABC.

a) Oile procent pole tréjkata A,B,C; jest mniejsze od pola tréjkata ABC?

b) Oile procent pole tréjkata ABC jest wieksze od pola tréjkata A,B,C,?

W trdjkacie ABC wysokos¢ CD jest rowna 20 cm. Odcinek EF, rdwnolegty
do boku AB, odcina trojkat EFC w taki sposdb, ze stosunek pola tréjkata EFC
do pola trapezu ABFE jest réwny 4 : 5. Oblicz wysokos¢ trapezu.

W réwnolegtoboku ABCD punkt M jest sSrodkiem odcinka BC. Przekatna AC
przecina odcinek DM w punkcie O. Wykaz, ze P,op =4 - Popsc-

Oblicz pole tréjkata prostokatnego ABC na rysun- B g

ku obok, wiedzac, ze punkty D i G sg srodkami

odpowiednio bokéw CA i boku BC, a pola tréjkatow G E

BGF i DAE wynosza odpowiednio 1 dm?i 2 dm?. :

C D A

W tréjkacie ABC dane sa: |[<(BAC| = 90°, |AB| =12,
]AC\ =16, odcinek AD jest wysokoscig. Oblicz stosunek pdl tréjkatow:
a) ABDiABC b) ADCiABC c) ABDiADC.

W trapezie ABCD podstawy AB i DC majg dtugosc: |AB| =10cmii |DC| =4 cm.
Przekatne AC i BD przecinajg sie w punkcie S. Oblicz stosunek pdl tréjkgtéw
CDS, ASD i ABS.

W trapezie ABCD, AB || DC, przekatne AC i BD przecinajg sie w punkcie S. Wie-
dzac, ze Pygp =12 i Pps-= 8, oblicz pole trapezu ABCD.

W kole poprowadzono cieciwe AB i cieciwe CD, ktére przeciety sie w punk-
cie K. Wykaz, ze jesli |AK| =6, |KD| =2, t0 Pyee=9 " Pygp-
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Pole kota, pole wycinka kota

Przypomnijmy: koto o promieniu ri srodku O to zbidr punktdéw, ktérych odlegtos¢ od
punktu O jest nie wieksza od r. Aby obliczy¢ pole kota, wystarczy znac jego promien.

Twierdzenie 1.
Pole P kota o promieniu r wyraza sie wzorem P =T - r2.

Cwiczenie 1. Oblicz pole kota o promieniu 10 cm. Podaj przyblizenie dziesietne
wyniku z doktadnoscig do 1 cm?.

Przyktad 1.

Na rysunku obok dwa okregi wspdtsrodkowe wyznaczajg
pierscien kotowy. Cieciwa wiekszego okregu jest styczna do
mniejszego okregu i ma dtugosc¢ 12 cm. Obliczymy pole tego
pierscienia.

Oznaczmy na rysunku promien mniejszego okregu literg r, a promien wiekszego
okregu — literg R.

Pole pierscienia wyraza wzér
P=mn-R*—m-r? czyli
P=mn-(R*~r?)
Zauwaz, ze dwa promienie i potowa odcinka o dtu-
gosci 12 cm utworzyty tréjkat prostokatny. Z twier-
dzenia Pitagorasa dla tego tréjkata mamy:
R’=r*+6%, czyli R*-r’=36
P=m-36
Pole pierscienia kotowego jest réwne 36w cm?.

Czes¢ wspdlng kota i kata Srodkowego nazywamy wycinkiem kota, odpowiadajgcym
temu katowi.

Rysunek obok przedstawia wycinek kota o promieniu r, od-
powiadajacy katowi sSrodkowemu «a.

Pole P, wycinka kota jest wprost proporcjonalne do miary Q d
odpowiadajgcego mu kata srodkowego. To znaczy, ze:
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P o
o , dzie P,=mr? Zatem p — R
P 360° g k P, 2360° r

Podobnie pole P, jest wprost proporcjonalne do dfugosci fuku wyznaczonego na
okregu kota o promieniu r i zachodzi rownos¢

P .
—Wzi, stad szi-n’rzzﬂ
P, 2m-r 2n-r

Pole P, wycinka kota o promieniu r wyraza sie wzorem:

w = 360° -mr?, gdzie a jest miarg kata srodkowego tego wycinka,

o p = %, gdzie d jest dtugoscia tuku okregu wyznaczonym przez ten wycinek.

w

Cwiczenie 2. Oblicz pole wycinka kota o promieniu 3 cm, jeéli: a) a = 40°
b) d = cm. Jakg miare ma kat srodkowy wycinka w punkcie b)?

Przyktad 2.

W wycinek kota o promieniu \/5 + 1 wpisano okrag, ktérego promien jest réwny 1.
Obliczymy pole danego wycinka.

WprowadZmy oznaczenia, jak na rysunku obok.
Promien AC zawiera sie w dwusiecznej kata o
i przechodzi przez punkt O, bedgcy srodkiem

okregu.
loc|=|oB|=r
lac|=R

Wyznaczamy dtugosé odcinka AO:
A0 =R-r, cxyli  |ao|=(v2+1)-1=+2
Trojkat ABO jest prostokatny. Zatem:
los| 1
40|~ 2
a=2-45°=90°
Wycinek kota to czwarta czes¢ kota o promieniu \/E + 1. Obliczamy jego pole:

1 2 T
Z.n(\/§+1) =Z-(3+2ﬁ)

Pole wycinka kota jest réwne %-(3+2\/5).

sin|<<BAO| = |<<BAO| =45°,  stad
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Przyktad 3.

Dowolna cieciwa kofa dzieli to koto na dwa odcinki kofowe.
Obliczymy pole odcinka kotowego zaznaczonego kolorem
na rysunku obok, jesli promien kota jest réwny 10 cm, a cie-

ciwa ma dtugos¢ 10\/2+\/§ cm.

WprowadZmy oznaczenia:
r—promien kota, r=10
¢ — dtugos¢ danej cieciwy, ¢ =10 2+4/3

h a —kat srodkowy, wyznaczony przez promienie
poprowadzone do korcéw cieciwy

Wyznaczamy kat «, stosujac twierdzenie cosinusow:
2=r’+r’-2r*-cosa

100 - (2++/3) =200-200 - cos &
2+\/§:2—2-cosa

cosa= —? i «ae(0°180°)
a =150°
Obliczamy pole P, trdjkata wyznaczonego przez cieciwe i promienie:

1 1
P,=—-10-10-sin 150°=50- — =25
2 2

Obliczamy pole P, wycinka wyznaczonego przez kat .
150 , 5-100m 125m
= — 7" 10 =

" 360 12 3
Na koniec wyznaczamy pole P odcinka kotowego:
P=P,—P,
125n

P= —25=§-(125n—75)

25
Pole odcinka kotowego jest rowne 3 (57 —3) cm*
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SPVaWdi, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Dwa okregi o promieniach R i r, gdzie R > r, wyznaczajg pierScien kotowy,
ktérego pole jest rowne 721. Wyznacz te promienie, wiedzac, ze ich réznica
wynosi 4.

2. Pole pierscienia kotowego jest réwne 100m cm?. Oblicz dtugo$¢ cieciwy wiek-
szego okregu, ktora jest styczna do mniejszego okregu.

3. Wyznacz pole kota wpisanego w tréjkat réwnoboczny o boku majacym dtu-
gos$¢ a oraz pole kota opisanego na tym tréjkacie — w zaleznosci od a. Na-
stepnie oblicz a, wiedzac, ze pole pierscienia kotowego wyznaczonego przez
okregi tych kot jest rowne 81w cm?.

4. Wykaz, ze stosunek pola kota wpisanego w tréjkat prostokgtny réwnoramien-

ny do pola kota opisanego na tym tréjkacie jest rowny (3 — 2\/5) 1.

oz

Oblicz pole wycinka kota, korzystajac z danych na rysunku ponizej.
a) b) c)

=3\

6. Oblicz pole odcinka kota, korzystajac z danych na rysunku ponizej.
a) b) c)

=

108°,

d=12xn

d=7,5n

>

W wycinek kota o promieniu 9 cm wpisano okrag, jak
na rysunku obok. Wiedzac, ze promien tego okregu jest
réwny 3 cm, oblicz pole wycinka kota.

8. Pole wycinka kota jest réwne (12+8\/E)n, a kat srodkowy tego wycinka jest

prosty. Wyznacz promien najwiekszego kota, jakie mozna wycigc z tego wy-
cinka.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Dany jest kwadrat ABCD o boku dfugosci 2. Zakreslono dwa kofa o promie-
niu 2 i srodkach w punktach A i C. Wyznacz pole figury bedacej czescig wspol-
ng tych kot.

Tréjkat na rysunku obok jest prostokatny o katach
ostrych 30° i 60°. Najkrotszy jego bok ma dtugosc¢ 2
i jest srednicg zakreslonego kota. Oblicz pole i obwod
zamalowanej na niebiesko figury.

Tréjkat rownoboczny ma bok dtugosci a. Zakreslono
trzy kota o promieniach a i $rodkach w wierzchotkach
tego trojkata. Czescig wspdlng tych trzech kot jest figura
przedstawiona na rysunku obok. Wykaz, ze pole tej figury

a*(n—3)
2

jest réwne , a jej obwdd wynosi 1 - a.

W kole o promieniu 5 cm poprowadzono cieciwe o dtugosci /75 cm, ktéra

podzielita to koto na dwa odcinki kotowe. Oblicz pole wiekszego z nich.

W potkole wpisano dwa przystajgce okregi
o srodkach A i B, jak na rysunku obok. Pole
prostokata wyznaczonego przez odcinek AB
i promienie tych okregéw prostopadte do
Srednicy poétkola jest rowne 8. Oblicz pole za-
malowanej na zielono figury.

W wycinek kotfa o srodku O i kacie Srodkowym
mniejszym od 180° wpisano dwa styczne
do siebie, przystajace okregi, jak na rysunku
obok. Odlegtos¢ srodkéw A i B tych okregéw
od punktu O jest réwna 6 cm. Wiedzac, ze
pole tréjkata OAB jest rowne 9 cm?, oblicz
pole wycinka kota.

W koto wpisano tréjkat, ktdrego dwa boki majg dtugosé 8 i 5. Kat wpisany, za-
warty miedzy tymi bokami jest réwny 60°. Oblicz pole figury bedacej czescig
wspolng tego kata i kofa.

Oblicz pole kota:
a) wpisanego w trojkat o bokach majgcych dtugosé: 6 cm, 8 cm, 10 cm,
b) wpisanego w tréjkat o obwodzie 21 cm i polu réwnym 63 cm?.

Oblicz pole kota opisanego na trdjkacie:

a) réwnoramiennym, ktérego dwa boki majg dtugosc¢ 4 cm, a jeden z katéw
jest rowny 120°,

b) ktérego boki majg dtugosé: 10 cm, 17 cm, 21 cm.
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Zastosowanie pojecia pola
w dowodzeniu twierdzen

W temacie tym udowodnimy m. in. twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie Talesa, po-
stugujac sie pojeciem pola.

Przyktad 1.

Udowodnimy twierdzenie Pitagorasa: Jezeli tréjkgt jest prostokgtny, to kwadrat dtu-
gosci przeciwprostokgtnej jest rowny sumie kwadratow dtugosci przyprostokgtnych.

Zatozenie: Dany jest trojkat prostokatny ABC
a, b — dtugosci przyprostokatnych tréjkata ABC
¢ — dtugos¢ przeciwprostokatnej trojkata ABC
Teza: a’+b*=c2

Dowdd (1) — przypisywany Pitagorasowi

Z kwadratu o boku majacym dtugos¢ a + b ,,odcinamy” cztery tréjkaty prostokatne
o przyprostokatnych a, b i przeciwprostokatnej c. Zostaje kwadrat zielony o boku c.

Z drugiego kwadratu o boku majgcym dtugosc a + b réwniez ,odcinamy” cztery troj-
katy prostokatne o przyprostokatnych a, b i przeciwprostokatnej c. W tym wypadku
zostajg dwa kwadraty czerwone o bokach odpowiednio a i b.

Poniewaz dowolne dwa tréjkaty prostokatne niebieskie sg przystajgce, wiec suma
pdl kwadratéw czerwonych jest rowna polu kwadratu zielonego, czyli
a’+b?=c?, co koriczy dowdd.

Dowdd (2) — Euklidesa

Aby udowodnic¢ twierdzenie, wystarczy pokazac, ze suma pol kwadratéw zbudowa-
nych na przyprostokatnych tréjkata prostokatnego ABC jest réwna polu kwadratu
zbudowanego na przeciwprostokatnej tego tréjkata.

Przedtuzamy wysokos¢ trdjkata poprowadzong z wierzchotka (C) kata prostego.
Dzieli ona kwadrat (AA,B,B) zbudowany na przeciwprostokatnej tréjkata ABC na dwa
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prostokaty (AA,C,C, i C,C,B,B). Wykazemy, ze pole kwadratu zéttego (ACC,A,) jest
réwne polu prostokata zéttego (AA,C,C,).

G, Rozwazmy dwa tréjkaty ABA, i AA,C. Mamy
|AA,| =|ac|=b
|AB| = |AA,| = c
A1 b2 Cs |<(BAA,| =|<A,AC| = 90° + |<BAC|
C Zatem na mocy |l cechy przystawania tréj-
N o2 katow (bkb)
b a B, AABA, =A AALC
A c/ [ 5 W szczegélnosci trojkaty te majg rowne pola
G (twierdzenie 1. punkt 2. ze str. 235), czyli
(1) PABAl :PAAZC
2 2
b a Zauwazmy teraz, ze pole kwadratu zéttego
(ACC,A,) jest dwa razy wieksze od pola tréj-
kata ABA;:
A
2 G B (2) PACC3A1 :2'PABA1 =b’

Wynika to stad, ze podstawg (AA;) trdjkata jest bok kwadratu, punkty B, C, C; s
wspdtliniowe (z zatozenia kat C tréjkata ABC jest prosty) i prosta BC, jest rownolegta
do prostej AA,. Zatem wysokos¢ trojkata ABA, poprowadzona z wierzchotka B jest
réwna dtugosci boku (AC) kwadratu, wiec

1 1,
Py ==-b-b==b
ABA T 5 2

Rozumujac podobnie, mozna pokazaé, ze pole zéttego prostokata (AA,C,C,) jest dwa
razy wieksze od pola tréjkata AA,C, wiec

(3) PAA2C2C1 =2'PAAZC

Mamy zatem, korzystajgc z rownosci (3), (1) i dwukrotnie z réwnosci (2):

_ _ _ )
P AAC,C, =2-P AAC = 2-P ABA, =P, ACC,A, — b

Analogicznie mozna pokazac, ze pole fioletowego prostokata jest rowne polu fiole-

towego kwadratu
2

Pecps = Poscc =0
Ostatecznie otrzymujemy:

2 2 _ _ 2 . .
0" +b" =P cpptPance, =€ co koriczy dowdd.

Przyktad 2.

Udowodnimy twierdzenie Talesa: Jezeli ramiona kqta AOA, lub ich przedtuzenia
przetniemy dwiema prostymi réwnolegfymi AA, i BB,, to stosunek dfugosci od-
cinkdw wycietych przez te proste na ramieniu OA lub na jego przedtuzeniu bedzie
rowny stosunkowi dtugosci odpowiednich odcinkdw wycietych na ramieniu OA, lub
na jego przedtuzeniu.
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Zatozenie: <AOA,, proste AA, i BB, s potozone jak na rysunku oraz pr. AA; || pr. BB,
loAl  |oA,| oAl _ |oA,|

|48l |AB,| o8l o8|

Dowdd: Niech kat AOA, i proste AA, i BB, potozone jak na rysunku a).

Teza

Rozwazmy tréjkaty OA,A i A,B,A (zobacz ry-
sunek obok). Te tréjkaty majg wspdlng wy-
sokos¢ (poprowadzong z wierzchotka A). Za-
tem stosunek pdl tych tréjkatdw jest rdwny
stosunkowi dtugosci podstaw, do ktérych ta
wysokos’c’ zostata poprowadzona.

Pown _ |0A|

P, AB,A |A1B1|

Rozwazmy teraz tréjkaty OA,A i AAB. Te
tréjkaty tez majg wspdlng wysokos¢ (popro-
wadzong z wierzchotka A,). Zatem stosunek
pol tych tréjkatdéw tez jest rowny stosunko-
wi dtugosci podstaw, do ktérych ta wysokosé
zostata poprowadzona.

() o 10
PAAlB |AB|

Zauwazmy teraz, ze trojkaty A,B,A i AA,B, zaznaczone kolorem zéttym, maja rowne
pola. Maja bowiem wspdlng podstawe AA,, a wysokos$ci poprowadzone na te podsta-
we sg rowne odlegtosci miedzy prostymi AA, i BB,, ktére z zatozenia sg réwnolegte,
P, ABA P, AAB
Z tego wynika, ze lewe strony rownosci (1) i (2) sg rowne, zatem réwne tez sg prawe
strony tych réwnosci, czyli
loal _|0a,|
a8l |aB,|

Aby otrzymac drugg réwnos¢ z tezy, wystarczy przeprowadzic¢ analogiczne rozumo-
wanie dla par trojkatéw: OA,Ai OA,B oraz OA,A i OB,A.

Powyzsze rozumowanie przenosi sie bez zmian na przypadek b) — wykonaj rysunki
odpowiednich par tréjkagtéw majgcych wspdlng wysokosc.
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Przyktad 3.
Wykazemy, ze w tréjkacie ABC, w ktérym \<IC] =120°,

=ai|AC| = b, dtugos¢

a-b
odcinka CD dwusiecznej jest rowna —.
a+b
Zatozenie: Dany jest trojkat ABC C
|<c|=120°, |BC|=ai|AC|=b @@
CD — odcinek dwusiecznej b a
a-b
Teza: CD|=——-
| | a+b A D B

Dowdd:

Pole tréjkata ABC jest rowne sumie pdl tréjkatow ADC i CDB.
(1) Pagc=Papc+ Peos

Mamy:

&

1
P -a-b-sin120°=
ABC 2 2

NII—\

PRI SRS -
PADC=E.|CD|.b-sm60 =E.|CD|.b,T oraz
1 LB
P.ps ==-|CD|-a-sin60°==-|cD|-a-
s = | | in > | | 5
Uwzgledniajac réwnosé (1), otrzymujemy:

1f1 fl NE)

—- CD|-b-— CD|-a-—
2 Sleol-b- 2 2ol a5, tag
a-b—|CD|-(b+a) /:(a+b)

ab
CD . .
| | a+b co konczy dowaod.

SPVaWdi, Czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

D 1. Udowodnij twierdzenie Pitagorasa, postugujac sie wzorem na pole tréjkata:
P=p - r, gdzie p jest potowg obwodu tréjkata, r— promieniem kota wpisanego

. . Y a+b-c . L
w tréjkat. Wykorzystaj zaleznosé: r = , gdzie a, b sg dtugosciami przy-

prostokatnych, ¢ — dtugosciag przeciwprostokatnej tréjkata prostokatnego.
D 2. Wykaz, ze suma odlegtosci dowolnego punktu lezacego we wnetrzu tréjkata
rownobocznego od bokéw tego tréjkata jest rowna wysokosci tego tréjkata.

D 3. Wykaz, ze w tréjkacie ABC, w ktérym |<IC\ = =ai |AC| = b, dtugosc
\/§-a-b
a+b

odcinka CD dwusiecznej jest rowna
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Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 7.

Test

1. Jedli bokitréjkata majg dtugosé 1, 1, \/2+\/§ , to najwiekszy kat tego tréjkata ma
miare:
A. 90° B. 120° C.135° D. 150°

2. Kat a w tréjkacie ma miare 135° i jest potozony naprzeciw boku o dtugosci a.
Jezeli promien okregu opisanego na tym tréjkacie jest rowny \/5, to:
Aa=1 B.a=+2 Ca=2 D.a=22

3. W tréjkacie naprzeciw bokéw majacych dtugos¢ a, b sg potozone katy odpo-
wiednioq igoraza=2,b= 2\/5, a = 30°. Jesli bok dtugosci b jest najdtuzszy

w tym tréjkacie, to:
A.f=60° B.3=90° C.p=120° D. 8 =150°

4. Kat zawarty miedzy bokami tréjkata majgcymi dtugos¢ 3 cm i 8 cm jest row-
ny 30°. Pole tego tréjkata wynosi:
A. 6 cm? B.12 cm? C.18 cm? D. 24 cm?

5. W trdjkacie prostokatnym, w ktérym przyprostokatne majg dtugosé 6 cm i 8 cm,
odlegto$¢ wierzchotka kata prostego od przeciwprostokatnej jest rowna:
A.2,4cm B.3,6 cm C.4,8cm D.6cm

6. Punkt D nalezy do boku AB tréjkata ABC oraz |AD| : |DB| =1:2.Jedli pole tréjkata
ABC jest rowne 18 cm?, to pole trdjkata ADC jest réwne:
A. 4,5 cm? B. 6 cm? C.9cm? D. 12 cm?

7. Jesli obwdd tréjkata jest réwny 16 cm, a pole wynosi 16 cm?, to promier okregu
wpisanego w ten tréjkat jest rowny:
A.lcm B.2cm C.4cm D.8cm

8. W trdjkacie poprowadzono odcinek tgczgcy srodki dwdch bokdéw, ktéry podzielit
tréjkat na dwie figury. Wowczas stosunek pdl tych figur jest rdwny:
A.l:1 B.1:2 C.1:3 D.1:4

9. Jesli pole trojkata jest rowne 24, a promien okregu opisanego na tym tréjkacie
wynosi 5, to iloczyn dtugosci wszystkich bokdéw jest réwny:
A. 120 B. 240 C. 360 D. 480.

10. Pole wycinka kofa o kacie srodkowym 54° i promieniu 10 cm jest réwne:
A.15cm? B. 15w cm? C.30cm? D. 30 cm?

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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Zadania otwarte

11.

12.

13.

14.

15.

16.

D 17.

18.

19.

20.

21.

W trdjkacie naprzeciw bokéw majgcych dtugosé a, b, ¢ potozone s3 katy, odpo-
wiednio «, 3, v. Rozwiaz ten trdjkat, jesli:

a) a=,3=30°,c=\/5 b)a=45°,a=4,b=2\/g
Dane sg dwa katy tréjkata: @ =30°i f=45°. Wiedzac, ze promieri okregu opisa-

nego na tym troéjkacie jest rowny 6 cm, oblicz pole tego trdjkata. Wynik przybliz
do 0,1 cm?.

W tréjkacie réwnobocznym ABC punkt D dzieli bok AC w taki sposdb, ze
|AD| : |DC| =1:2. Wiedzac, ze boki tréjkata majg dtugos¢ 3 cm, oblicz:

a) pole tréjkata DBC b) dtugos¢ boku BD c) sinus kata DBC

Boki tréjkata majg dtugosé: 56 cm, 39 cm, 25 cm. Oblicz:

a) pole trojkata b) promien okregu wpisanego w tréjkat

¢) sinus najwiekszego kata  d) promien okregu opisanego na tym tréjkacie
Kat wpisany w koto ma 90°, a jego ramiona to cieciwy o jednakowe]j dtugosci,
réwnej 6 cm. Oblicz pole figury, bedgcej czescig wspdlng tego kata i kota.

W kole o promieniu 8 poprowadzono cieciwe dtugosci /128 + 64+/3 . Oblicz pola
odcinkéw kotowych wyznaczonych przez te cieciwe.

Wykaz, ze w dowolnym tréjkgcie dwusieczna kata zawartego miedzy bokami
dtugosci a i b dzieli go na dwa tréjkaty, ktérych pola pozostajg w stosunku a : b.

W prostokacie ABCD punkt £ lezy na boku AD oraz |DE| : |EA| =1 : 2. Odcinek EC
przecina sie z przekatng DB w punkcie M. Wiedzac, ze pole tréjkata DEM jest
rowne 2, oblicz:

a) pole tréjkata MBC b) pole tréjkata DBC.

W tréjkat rownoramienny ABC na rysunku obok wpisa- c

no okrgg o promieniu 3 cm. Odcinek EF styczny do tego

okregu jest rownolegty do podstawy AB. Wiedzac, ze £ F
Pagre =15+ Pg(, Oblicz:

a) obwadd tréjkata EFC

b) pole tréjkata ABC

c) wysokos¢ CD tréjkata ABC A D B

d) dtugosé podstawy AB.

Przyprostokatne trojkata prostokgtnego ABC majg dtugosc: |AB| = 6,4 cm,
|AC| = 4,8 cm. Symetralna boku BC przecina proste AB i AC w punktach odpowied-
nio Di E. Oblicz: a) pole trojkata DBE b) pole kota wpisanego w tréjkat DBE.

Dane sg dtugosci bokow tréjkata ABC: |AB| =10cm, BC| =221 cm,
Oblicz: a) dtugosé srodkowej CD  b) pole tréjkata ADC.

AC| =8 cm.

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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22.

23.

24,

D 25.

26.

D 27.

D 28.

29.

D 30.

31.

W tréjkacie réwnoramiennym ABC, w ktérym |AC\ = |BC, kat rozwarty ma miare
150°. Na boku AB wybrano punkt D tak, ze |<<DCB| = 30°.Oblicz:
a) stosunek pol tréjkatéw ADC i DBC b) |Ac] :|cD|.

Rozpatrujemy tréjkaty, ktorych suma diugosci dwodch bokdw a i b jest rowna 4,
a kat miedzy tymi bokami jest réwny 120°. Wyznacz dtugos¢ trzeciego boku tego
tréjkata, ktérego obwdd jest najmniejszy.

Rozpatrujemy wszystkie wycinki kot, ktorych obwéd jest rowny 12 cm. Wyznacz
promien tego wycinka, ktérego pole jest najwieksze. Dla wyznaczonego promie-
nia:

a) oblicz to najwieksze pole,

b) podaj miare kata sSrodkowego wycinka z doktadnoscig do 1°.

Wykaz, ze jesli katy tréjkata a, B, y spetniajg warunek sina :sinf:siny=2:3:4,

tocosy——1
2

W tréjkacie ABC kat ACB jest réwny 120°. Dwusieczna tego kata przecina bok AB
w punkcie D. Wiedzac, ze |BC| = 7 oraz AC| = 21/7, oblicz dtugos¢ odcinka AD.

Dwa boki tréjkata ostrokatnego majg dtugosé: a i 2a. Wykaz, ze jesli jego pole
2

jest rowne , to ten trojkat jest rownoramienny.

W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku C jest rowny 60°. Wykaz, ze jesli dwusiecz-

na tego kata dzieli przeciwlegty bok w stosunku 1 : 2, to ten tréjkat jest prosto-
katny.
Przekatne czworokata dzielg go na cztery tréjkaty. Wiedzac, ze pola trzech tréj-

katow sg odpowiednio réwne 20, 30 i 40, oblicz pole czwartego z nich. lle roz-
wigzan ma to zadanie?

W trapezie ABCD, AB || DC, poprowadzono przekatne, ktére przeciety sie w punk-
cie 0. Tréjkaty DOC i ABO maja pola odpowiednio réwne P, i P,. Wykaz, ze:
a) pola tréjkatow AOD i BCO sa rowne i wynoszg /P, ‘P, .

b) jesli|DC|:|AB|=2:3,to 9P7 + 4P} =13 - P,P,.

W kole poprowadzono cieciwy AB i CD, ktére przeciety sie w punkcie E.
Pole tréjkata AEC jest o 210 cm? wieksze od pola trdjkata EDB. Wiedzac,
7e |AE| = 40 cm,|ED| = 16 cm, |BE| = 10 cm, oblicz: dtugo$¢ odcinka CE, pola tréj-
katéw AEC i EDB oraz miare kata ostrego miedzy cieciwami AB i CD.

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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8 . Wielomiany

Wielomiany jednej zmiennej rzeczywistej

Definicja 1.
Jednomianem stopnia n, n € N, jednej zmiennej rzeczywistej x nazywamy wy-
razenie, ktére mozna zapisa¢ w postaci a - x", gdzie a jest ustalong liczba rzeczy-

wistg rézng od 0.

Liczbe a nazywamy wspoétczynnikiem jednomianu.
Jednomianem stopnia zero nazywamy statg rézng od zera.
Jednomianem zerowym nazywamy statg rowng 0. Jednomian zerowy nie ma

okreslonego stopnia.

Przyktad 1.
a) Jednomian 3x? jest stopnia drugiego, jego wspdtczynnik jest rowny 3.
b) Aby okresli¢ stopien i wspétczynnik jednomianu 3x - (72)x3 - x*, zapisujemy go
w prostszej postaci:
3x- (23 - x* = — 655,
Zatem ten jednomian jest stopnia 6smego, a jego wspotczynnik jest rowny —6.

Jednomiany rdéznigce sie co najwyzej wspotczynnikami liczcbowymi nazywamy jed-
nomianami podobnymi lub wyrazami podobnymi. Jednomian zerowy uwazamy
za podobny do kazdego jednomianu. Jednomiany podobne mozna zredukowac,
zastepujac ich sume jednym jednomianem podobnym do nich.

Przyktad 2.
a) Jednomiany J2x4 i —3x sg podobne. Ich sume mozemy zastgpi¢ jednomia-

nem podobnym stopnia czwartego:
254+ (-3x%) = (V2 -3) ¢
Wspdtczynnik otrzymanego jednomianu jest rowny J2 -3.

b) Jednomiany —17x°, x° oraz 17x°> s3 podobne.

—17x° + x> = -16x° -17x°+17x°=0
Suma jednomiandw —17x°i x° jest jednomianem stopnia pigtego. Suma jednomia-
néw —17x° i 17x° jest jednomianem zerowym.




Wielomiany jednej zmiennej rzeczywistej

263

Nie sg podobne na przykfad jednomiany: 6x°, 6x’, —2. Suma tych jednomiandw jest
nastepujaca:
6x° + 6x7 — 2.
Cwiczenie 1. Wéréd ponizszych jednomiandw wskaz jednomiany podobne.
—x’x J3x* 0x’ 8x°x* —2x" (=x) —7xx° 4x*\5

W wyniku dodawania jednomiandw otrzymujemy wyrazenie algebraiczne zwane
wielomianem.

Definicja 2.

Wielomianem stopnia n, n € N, jednej zmiennej rzeczywistej x nazywamy wy-
razenie, ktére mozna zapisa¢ w postaci

a, X"+a, ;- x"1+a,, X"+ .. +0a, x> +0a,-X+a,

gdzie a,, a,, ..., a, s3 ustalonymi liczbami rzeczywistymi, a,# 0. Liczby a,, a, ..., a,
nazywamy wspétczynnikami wielomianu. Jednomiany a, - X", a, , - x" %, a, , - X"?,
., Oy X% a; - X, d, nazywamy wyrazami wielomianu, liczbe a, nazywamy wy-
razem wolnym.

Wielomiany zmiennej x zwyczajowo oznaczamy: W(x), P(x), Q(x) itp. Zapiszemy na
przykfad:

W(x) = -12x> — 8 — 5x° + 2x°
Powyzszy wielomian W(x) mozna uporzadkowa¢
® roshgco: W(X) =-8—-12x2+2x> —5x5 —wedtug rosnacych wyktadnikéw poteg zmiennej
¢ malejgco: W(X) =—5x5+2x3-12x2 -8 —wedtug malejacych wyktadnikéw poteg zmiennej
W dalszej czesci bedziemy porzadkowac wielomiany malejgco.
Stopien wielomianu W(x) =—5x° + 2x*> — 12x2 — 8 jest réwny 6, co zapisujemy krét-
ko: st. W(x) =6.

Wielomianem stopnia zero nazywamy kazdg ustalong liczbe rzeczywistg rézna
od zera, np. W(x) = 4.

Wielomianem zerowym nazywamy liczbe rdwng zeru. Wielomian zerowy nie ma
okreslonego stopnia. Wielomian zerowy bedziemy tez zapisywac tak: W(x) =0.

Przyktad 3.
Podamy stopier wielomianu W(x), gdzie W(x) = 5x® + 2x* — 5x® + x — 4 oraz wypi-
szemy jego wspotczynniki.

Najpierw redukujemy wyrazy podobne i porzadkujemy wielomian W(x) malejaco.
W(x)=2x+x—4

Teraz podajemy stopien wielomianu i jego wspdtczynniki.
st. W(x)=3; a;=2, a,=0, a,=1, a,=—4.
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8. Wielomiany

Wielomian bedgcy sumg dwdch niezerowych jednomiandw réznych stopni nazywa-
my dwumianem. Oto przyktadowe dwumiany:

3x* — x? 1—x5 2x° + 5x°
W szczegdlnosci dwumian stopnia pierwszego ax + b, gdzie a # 0, nazywamy dwu-
mianem liniowym.
Sume trzech jednomiandéw rdznych stopni nazywamy tréjmianem. Tréjmianami sg
np. wyrazenia

7x° - 2x*+1 —9x8 + 5x3 — x? xX+2x2+3
Tréjmian stopnia drugiego ax? + bx + ¢, gdzie a # 0, nazywamy tréjmianem kwa-
dratowym.

Wartoscig wielomianu W(x)=a, - x"+a,_; - X" 1+..+a, x>+ a, - X +a,
dla liczby ¢, ¢ € R, nazywamy liczbe
a, " +a,, " +..+a,-c+a,-c+a, ioznaczamyja W(c).

Cwiczenie 2. Oblicz wartos¢ wielomianu W(x) = 2x° — 4x5 — 5x + 7 dla liczby 2.
Obliczmy warto$¢ wielomianu W(x),
gdzie W(X)=a, X"+a, ;- X" 1+ .. +a, X2 +a, - x+a,dlaliczby 1:

W(1l)=a,-1"+a,,-1"'+..+0a,-1>+a,-1+aq,
W(1)=a,+a, ;+..+a,+a;,+a,

Suma wszystkich wspétczynnikéw wielomianu W(x) jest rowna W(1).

Przyktad 4.

Obliczymy sume wspdtczynnikéw wielomianu W(x), gdzie W(x) = (5x° + 6x° — 13x)*.

Woystarczy obliczy¢ wartos¢ wielomianu dla liczby 1.
W(1)=(5-1°+6-1°-13-1)*=(-2)*=16
Suma wszystkich wspotczynnikow wielomianu W(x) jest réowna 16.

Sprawdi, CzZYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Okresl stopien jednomianu P(x), jesli:

a) P(x)=-2(x?)? b) P(x)=x"- (x*)? c) P(x)=90¢ - x5)% - (x*)3.
2. Wykonaj redukcje jednomianéw podobnych:
a) 3x%+ (—4)x° b) m-x®+x3 o) (1-v2)x" +(142)X

d) 6x°— () e) 27-x*—2°%. x4 f) NERD N )
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10.

11.

12.

13.

Wielomian W/(x) uporzadkuj rosnaco. Nastepnie podaj stopieh tego wielo-
mianu i wypisz jego wspodtczynniki.

a) W(x)=5x—2x2+3x—6x>+ 7 — 4¢3

b) W(x)=9x—12x3+6x2—9x — 5x2+ 6x"— 1

c) W(x)=14x*—6+5x>— 6x + 12x>— 5x2

Wielomian F(x) uporzadkuj malejgco. Nastepnie podaj stopien tego wielo-
mianu i wypisz jego wspoétczynniki.

a) F(x)=3x-5+43—3x3+5+x2

b) F(x)=12—5x+9x*— 2+ 5x— 9%

c) F(x)=9x°—6x2+5x° -3 +92 x>+ 4

Podaj przyktad:
a) dwumianu pigtego stopnia zmiennej x, uporzgdkowanego rosngco,
b) tréjmianu czwartego stopnia, uporzadkowanego malejaco.

Oblicz warto$¢ wielomianu W(x) = —x* — 3x* + 5x — 6 dla liczb: -3, 1, +/2.

Oblicz sume wszystkich wspotczynnikéw wielomianu W(x), jesli:
3 1 1 1
a) W(x)=5x"-3,5x+2,7x*-9 b) W(x)==x'—=x+—x2—1~
5 2 20 4

c) W(x)=2(x2—2)w d) W(x)=(-3x°+2x7)3.

Wyznacz wspétczynnik a wielomianu W(x) = —3x* + 5x* + ax? + 5,
jesli w(-2) =-71.

Jeden ze wspodtczynnikéw wielomianu W(x) = ax’ + bx3 + cx? wyznaczony jest
przez warunek W(l) + W(—l) =12. Podaj wartosc¢ tego wspodtczynnika.

Wyznacz a i b, jesli:

a) W(x)=4x>+ax’+3x+b oraz W(-1)=-8 i W(2)=22

b) W(x)=a(a—3)x*+bx?, W(-2) =32 oraz suma wspétczynnikéw wielomia-
nu W(x) jest réwna 8.

Dany jest wielomian W(x) = ax? + bx* + cx + d. Wykaz, ze jesli W(-x) = W(x)
dla dowolnej liczby rzeczywistej x, to a =c=0.

Wszystkie wspotczynniki wielomianu W(x) = ax® + bx*> + cx + d s3 liczbami
catkowitymi réznymi od zera. Wykaz, ze jesli liczby W(O) i W(l) sg liczbami
catkowitymi nieparzystymi, to suma a + b + c jest liczbg parzysta.

Wielomian trzeciego stopnia W(x) =ax3 + bx? + cx + d przyjmuje dla liczby 2

wartos¢ 42 oraz dla liczby —1 wartos¢ —7. Wykaz, ze co najmniej jeden z jego
wspotczynnikdw nie jest liczbg catkowita.
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Dodawanie, odejmowanie i mnozenie
wielomianow

Wielomiany jednej zmiennej rzeczywistej x mozna dodawa¢, odejmowacd i mnozy¢.
W wyniku tych dziatan otrzymujemy wielomian zmiennej rzeczywistej x. Dodawanie
i mnozenie wielomiandw — podobnie jak dodawanie i mnozenie liczb rzeczywistych
— jest faczne i przemienne oraz zachodzi prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem
dodawania.

Dodawanie i odejmowanie wielomianéw

Suma wielomianéw W(x) oraz P(x) nazywamy wielomian Q(x), gdzie
Q(x) = W(x) + P(x)

Aby dodac¢ wielomiany tej samej zmiennej rzeczywistej x, nalezy zapisa¢ wszystkie
wyrazy pierwszego i drugiego wielomianu w postaci sumy, a nastepnie przepro-
wadzi¢ redukcje wyrazéw podobnych.

Przyktad 1.
Wyznaczymy wielomian Q(x), ktory jest sumag wielomiandow W(x) i P(x), gdzie
W(x) =—3x5 + 4x* + 2x — 1 oraz P(x) = 2x*~ 2x + 3.

Q(x) = W(x) + P(x) = (-3x° + 4x* + 2x — 1) + (2x* — 2x + 3) =
=3+ DA+ 2+ 2x—-2x—1+3=-3x+6x*+2
Q(x)=-3x°+6x* +2

Zauwaz, ze stopien wielomianu Q(x) z przyktadu 1. jest taki sam, jak stopien wielo-
mianu W(x).

Cwiczenie 1. Wyznacz sume wielomianéw W(x) i P(x), jesli:
a) W(x)=-53+32+2, PX)=53+22 -4  b) W(x)=2x6—~7, P(x)=-2x°+7.
Jaki stopierh ma wielomian W(x) + P(x)?

Réznica wielomiandow W(x) i P(x) nazywamy wielomian Q(x), gdzie

Q(x) = W(x) — P(x).

Przyktad 2.
Dane sg wielomiany: W(x) i P(x), gdzie
W(x) = —2x° — 3 + 3x* - 2x,
P(x) =—2x° + 5x* — 2x + 6.
Wyznaczymy wielomian Q(x), bedacy réznica W(x) — P(x).
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Réznice wielomianéw W(x) — P(x) sprowadzamy do sumy:
Q(x) = W(x) = P(x) = (-2x° —x® + 3x% — 2x) — (-2x° + 5x3 — 2x + 6) =
=-2C°—-x3+3x2-2x+2x°—-5x3+ 2x— 6
Teraz przeprowadzamy redukcje wyrazéw podobnych:
Q(x)=-2x° -3 +3x> - 2x + 2x°* - 5% + 2x — 6
Q(x)=—6x3+3x>—6
Stopien wielomianu Q(x) jest mniejszy od kazdego ze stopni wielomianéw W(x)

i P(x).

Réznice W(x) — P(x) mozna réwniez zapisaé w postaci sumy W(x) + [-P(x)].

0Odja¢ wielomian P(x) od wielomianu W(x) to znaczy doda¢ do wielomianu W/(x)
wielomian, ktérego wspotczynniki sg liczbami przeciwnymi do odpowiednich
wspotczynnikéw wielomianu P(x).

Cwiczenie 2. Podaj przyktad dwdch wielomiandow W(x) i P(x), dla ktérych stopien

wielomianu W(x) — P(x) jest:

a) taki sam, jak stopien wielomianu W(x),

b) taki sam, jak stopien wielomianu P(x ,

c) mniejszy od stopnia wielomianu W(x) i jednoczesnie mniejszy od stopnia wielo-
mianu P(x).

Jesli wielomiany W(x) i P(x) majg rdzne stopnie, to suma (ro’inica) tych wielomia-
noéw ma stopien rowny wiekszemu ze stopni wielomiandéw W(x), P(x). Jesli stopnie
wielomianéow W(x) i P(x) sg réwne, wowczas stopien sumy (ro’inicy) tych wielomia-
now jest nie wiekszy niz stopien tych wielomianéw lub suma (réinica) jest wielo-
mianem zerowym.

Mnozenie wielomianéw
lloczynem wielomianéw W(x) i P(x) nazywamy wielomian Q(x), gdzie

Q(x) = W(x) - P(x).

Wykonujgc mnozenie wielomiandw, stosujemy prawo rozdzielnosci mnozenia
wzgledem dodawania. Aby pomnozy¢ wielomian przez drugi wielomian, nalezy
pomnozy¢ kazdy wyraz jednego wielomianu przez kazdy wyraz drugiego wielo-
mianu, a nastepnie wykonac redukcje wyrazéw podobnych.

Przyktad 3.

Wyznaczymy wielomian Q(x), ktéry jest iloczynem wielomiandw W(x) oraz P(x),
jesli:

a) W(x) =x3—x+1, P(x)=2x%—3x b) W(x) = 4x° —3x*+5, P(x)=0.
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Ad a) Kazdy wyraz tréjmianu mnozymy przez kazdy wyraz dwumianu:
Q(x)=W(x) - P(x) = (x> —x+1) - (2x* = 3x) =
=332 +03 (3x)—x- 2% —x-(3x)+1-2%+1-(-3x)=
=2x°—3x*— 2% + 3x% + 2x* — 3x = 2x° — 3x* — 2x* + 5x* — 3x

Q(x) = 2x° — 3x* — 23 + 5x* — 3x. Zauwaz, ze st.Q(x) = st.W(x) + st.P(x) =3 + 2 =5.

Ad b) Q(x) = W(x)-P(x)=(4x>~3x*+5)-0=4x*-0-3x*-0+5-0=0
Q(x)=0
Wielomian Q(x) jest wielomianem zerowym i nie ma okreslonego stopnia.

Stopien iloczynu dwdch wielomiandw réznych od wielomianu zerowego jest rowny
sumie stopni tych wielomiandw.

W przypadku, gdy przynajmniej jeden z wielomiandéw jest wielomianem zerowym,
iloczyn tych wielomiandw jest takze wielomianem zerowym.

Cwiczenie 3. Wiedzac, 7e W(x) = 3x®—5x+ 7, P(x) = 2x* + 4x 38,
wyznacz wielomian W(x) - P(x).

Przyktad 4.
Wielomian W(x), gdzie W(x) = 7 — 3(x + 1)* (5x — 4), uporzadkujemy malejaco.

Nalezy pamigtaé o kolejnosci dziatan. Oznaczmy: Q(x) = (x + 1)?, P(x)=5x— 4.
Wéwczas W(x)=7 -3 - Q(x) - P(x).
Najpierw wykonujemy mnozenie, potem odejmowanie. Mnozenie jest przemienne,
wigc zaczniemy od iloczynu Q(x) - P(x).
Q(x) - P(x)=(x+1)*- (5x—4)=(x*+2x+1) - (5x— 4) =
=5x>—4x?>+10x> - 8x +5x — 4 =
=5x3+6x>—3x—4 stad
(*) W(x)=7-3- (58 +6x>—3x—4)
Teraz wielomian w nawiasie pomnozymy przez 3, a nastepnie wykonamy odejmo-
wanie.
W(x) =7 —(15x3 + 18x% —9x —12) =7 — 15x° — 18x* + 9x + 12 =
=-15x3—18x% +9x + 19
Mozna tez wielomian w nawiasie (zobacz (*)) pomnozy¢ przez (-3):
W(x) =7 — 15x3 — 18x* + 9x + 12
Wielomian W(x) po uporzadkowaniu przyjmuje postaé:
W(x) = ~15x3 — 18x> + 9x + 19.

Cwiczenie 4. Uporzadkuj malejaco wielomiany: W(x), F(x), G(x) i H(x).
a) W(x)=5x—x(x—3)*+2x> b) F(x)=(3+2x)(3—2x)(4x* +9)

) G(x)=x—~/5(x"—x)+/3x* d) H(x)==/2(x=5)(v2 = x)(x+3)
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SPVaWdi, czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1.

Wyznacz wielomian W(x) + P(x), jesli:

a) W(x)=-3x+43+2x—6 P(x) = x5+ 4x5 — 4x3 + 8x + 6
b) W(x)=0,2x*—3x>+0,25x+0,75 P(x) =0,25 + 1,25x + 3x* — x3
1 2 1 1 1 1 8
c) W(x)==x—=x+4x—— P(x)=-3xC+ =X+ =3+ X — =x——
3 9 27 4 6 3 27

d) W(x)=2v2 —4x+3V2x2 +8x% P(x)=3v2x— 2252 + 2x—1

Wyznacz wielomian W(x) — P(x), jesli:
a) W(x)=-2x+43-9x+1 P(x) =6 + 2x — 3x% + 8x3 — x*
b) W(x)=0,75x°—0,34x* +0,27x* ~ 0,12 P(x)= 0,88 — 0,34x* —0,25x°

1 2 7 1, 1
c) Wx)==-=x+ 35 1,23 + —x* P(x)=0,875x* - 1=x*—=x—0,8
53 4 8 5 3

d) W(x)=v27x5—5J2x4 +/5x3 ++/5  P(x) =3 — 2420 — \/50%* + 3/3x°

Dany jest wielomian W(x), gdzie W(x) = 2x* — 3x3 + 4x + 5. Uporzadkuj male-
jaco wielomian F(x), jesli:

a) F(x)=-3-W(x) b) F(x) = (3x*—2) — W(x)

c) F(x)=2-W(x)—(2x*— 1) d) F(x)=(x*—3x)*+5 - W(x)
Wykonaj mnozenie:

a) (3x°—2x%)(-5x* + 8x%) b) (2x3 —4x*+6)(3x° — 7x%)

c) (~2x3+8x)(4x° - 6x°+2) d) (3x* —2x+1)(4x* +5x—7)

Dane s3 wielomiany: W(x) =—3x>+2x+1, P(x) =x*—2x*+5, F(x)=x" +5x3,
G(x) =—4x° + 6x* — 2x* + 8. Uporzadkuj malejaco wielomian:

a) W(x) . F(x) b) W(x) . P(x) c) P(x) . G(x) d) P(x) . F(x)
Dane sa wielomiany: W(x) =x? —2x + 1, P(x) = x> — 4x, F(x) =x* —3x* + 5x> — x + §,
G(x) = x® — 3x + 2. Uporzadkuj malejgco wielomian:

a) F(x)— W(x) - P(x) b) W(x) - G(x)—2 - F(x)

c) [W(x)-G()]-Plx) d) G(x) - [Flx) + W(x)]

Wykonaj dziatania:

a) 1-(+x+1)(+x-1) b) 4x—(x*+2x—1)(x® - 2x + 1)
) (¥—x2+1)2-16x* d) 22 -2(>2—3x—4)

Nie wykonujac dziatan, okresl stopien wielomianu W(x), podaj jego wyraz
wolny i wspoétczynnik przy najwyzszej potedze zmiennej x.

a) W(x)=(-2E+4)(3x* - 1)} b) W(x) = (—x° +2)*(2x¢ — 1)

c) W(x)=-3x"(2x°—1)(x +3) d) W(x)=(-2x3+1)3(3 — x*)

Podaj przyktad dwéch wielomiandw zmiennej rzeczywistej x, stopnia siédme-
go, ktérych suma jest wielomianem stopnia trzeciego. Jaki stopierh ma réznica
tych wielomianéw?
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Rownosé wielomianéw

Definicja 1.

Dwa wielomiany tej samej zmiennej x s rédwne wtedy i tylko wtedy, gdy s3 to
wielomiany tego samego stopnia i majg rowne wspotczynniki przy odpowiednich
potegach zmiennej x lub s3 to wielomiany zerowe.

Przyktad 1.

Pokazemy, ze wielomiany W(x) i P(x), gdzie W(x) = x* —</8x% + 2x i P(x) =x(x—\/5)2,
sg rowne.

Wielomiany W(x) i P(x) sg tej samej zmiennej x. Porzadkujemy wielomian P(x):
P(x) = x(x? — 242x +2) = x* — 242 x% + 2x

Zauwazamy, ze stopien obydwu wielomiandw jest réwny 3. Ponadto wspdtczynniki

obydwu wielomiandw przy x3 sg rowne 1, przy x* sg réwne —\/g, przy x sg rowne 2,

a wyraz wolny ma wartos$¢ 0. Tak wiec wielomiany W(x) i P(X) sg réwne.

Przyktad 2.

a) Wielomiany W(x) i P(x), gdzie W(x) =x>*—3x+1 i P(x)=x3—3x+1 nie sg row-
ne, bo maja rézne stopnie, st.W(x) = 2, st.P(x) =3, 2 # 3.

b) Wielomiany F(x) i G(x), gdzie F(x) = x* + 5x> + 2 i G(x) = x> — 5x* + 2 nie sa réwne,
bo nie majg identycznych wspdtczynnikdw przy jednomianach stopnia 2.

Przyktad 3.
Sprawdzimy, czy istnieje liczba a, dla ktérej wielomiany F(x) i W(x),
gdzie F(x) = (x — a)(x + 3)? oraz W(x) = x3 + 5x* + 3x — 8, s3 réwne.

Najpierw porzadkujemy wielomian F(x) malejaco:

F(x) = (x—a) (x + 3)2 = (x— a)(x® + 6x + 9) = x3 + 6x* + 9x — ax’ — 6ax — 9a

F(x) =x*+ (6 —a)x? + (9 — 6a)x — 9a
Rozwazane wielomiany F(x) oraz W(x) s3 tego samego stopnia, st.F(x) = st.W(x) = 3.
Wspotczynniki przy x3 obu wielomianéw sg réwne 1. Zatem wielomiany te beda
rowne wtedy, gdy jednoczesnie spetnione beda nastepujgce rownosci:

6-a=5 A 9-6a=3 A -9a=-8

a=1 A a=1 A a=—

Liczba a nie moze by¢ jednoczes$nie réwna 1 i 5

Nie istnieje taka liczba a, dla ktérej wielomiany W(x) oraz F(x) bytyby réwne.
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Przyktad 4.
Wyznaczymy liczbe b, dla ktérej wielomiany W(x) i F(x), gdzie
W(x) = 9x* — (b — 6)x* + 2 oraz F(x) = 9x* + 7x* + 3(b + 1)x + 2, s3 réwne.

Wielomiany W(x) oraz F(x) sa uporzadkowane malejaco, st.W(x) = st.F(x) = 3.
Wspdtczynniki przy x> w obu wielomianach sg réwne 9, a wyrazy wolne sg takie
same i wynoszg 2. Nalezy wyznaczy¢ liczbe b w taki sposdb, aby wspdtczynniki przy
x? oraz przy x tych wielomiandw tez byty réwne.

W(x) =9x* — (b — 6)x* + Ox + 2 F(x) =9x3 + 762 + 3(b + 1)x+ 2
Otrzymujemy:

~(b-6)=7 A 3(b+1)=0

b=-1 A b=-1

Wielomiany W(x) i F(x) s réwne wtedy, gdy b =—1. Wéwczas
W(x) = F(x) = 93 + 7% + 2.

Cwiczenie 1. Sprawdyz, czy istnieje liczba rzeczywista b, dla ktérej wielomiany
X+ —Dx=1 i x° +(b+1)x+1—b saréwne.

Przyktad s.

Sprawdzimy, czy istniejg takie wartosci a i b, dla ktérych wielomian F(x), gdzie
F(x) = 2x* + 2b — (bx + 2a)(x + 3), jest wielomianem zerowym.

Wykonamy najpierw dziatania:

F(x) = 2x? + 2b — (bx + 2a)(x + 3) = 2x* + 2b — bx*> — 3bx — 2ax — 6a

F(x) =(2-b)x®>—(3b + 2a)x + 2b - 6a
Wielomian F(x) bedzie wielomianem zerowym tylko wtedy, gdy wszystkie jego
wspotczynniki bedg rowne zeru. Wéwczas

2-b=0
—(3b+2a)=0
2b-6a=0

Otrzymalismy uktad trzech réwnan z dwiema niewiadomymi. Rozwigzujemy ukfad
dwdch dowolnych réwnan otrzymanego ukfadu:

2-b=0 b=2 b=2
= 3 <
3b+20=0 " |a=—>b ~ |a=-3

Sprawdzamy, czy wyznaczona para liczb spetnia trzecie réwnanie 2b — 6a = 0:
L=2-2-6-(3)=4+18=22, P=0, L=P.
Nie istniejg wartosci a i b, dla ktérych wielomian F(x) bytby wielomianem zerowym.
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SPVaWdi, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1.

Sprawdz, czy dane wielomiany W(x) i F(x) sa réwne.

a) W(x)=(2x—1)%(x+3) F(x)=4x3 + 122 + x +3
b) W(x)=(4x—1)(1+4x)— (x+5)(x +2)* F(x)=—+7x>—24x-21
c) W(x)=(4x—3)(2+1)(4x+3) F(x)=16x* +7x* -9

d) W(x)=(5x+4)(3x—2x+1)x F(x) = 15x* + 2x3 — 3x% + 4

Sprawd?, czy dane wielomiany W(x) i F(x) s3 réwne.

a) W(x)=(x+3)%(x—1)(2x+6) F(x) = 2[x3(x + 8) — 9] + 36x(x — 1)
b) W(x)=(x*+3x)>-4 F(x) = (x +2)(x* + 3x - 2)(x + 1)

c) W(x)=(x+5)(x+1)(x>—5x+25) F(x)=x3}(x+1)+25(5x+5)

d) W(x)=(x—2)(2x—3)2(x + 2x + 4) F(x) = (4x* + 9)(x® — 8) — 12x* + 96x

Sprawdz, czy istnieje liczba a, dla ktérej wielomiany W(x) i F(x) sa réwne, jesli:
a) W(x)=3x"—23+5x+7 F(x)=3x"—2x3+ax>+5x+a+7
b) W(x)=(x*—1)(x>-9) F(x)=x*+ax*+a+1
c) W(x)=(2x—3)(4x* + 6x+9) F(x)=8x3+a—25
d) W(x)=(9x>—6x+1)(3x—1) F(x) = 27x3 — 3(a + 6)x2 + 3ax — 1.
Sprawdyz, czy istnieje liczba a, dla ktérej wielomiany W(x) i F(x) sg rowne, jesli:
a) W(x)=(4x*—2)>—8ax F(x) = 8x° — 16x* + 8a
b) W(x) = (x + a)(x + 1)? F(x)=x3—3x-2
W(x) = (2x—a)(® + 32 +3x+ 1) F(x)=2x*+2x* —6x> —x — 4

d) W(x) = (2a — x*)(x* + 32 + a) F(x) = —x® — x* + 5x2 + 2.

. Sprawdz, czy istnieja liczby a, b, dla ktérych wielomiany W(x) i F(x) sa réwne,
jesli:
a) F(x)=x*—(a—5b)x*+8a W(x) = x* + (2a — b)x® + 18x* + 16
b) F(x)=-5x*+(2a —9b)x* + 9x W(x)=-5¢+(a+b)x*+(a—3b)x—a
c) F(x)=(2a—5x)(3x> —x +4) — 2bx> W(x)=-15x3+ (b—a)x* —22x +2b

d) F(x)=(4x—a)(16x* + dax +b) W(x) = 64x° —

Wyznacz a i b tak, aby W(x) - F(x) = H(x), jesli:
a) W(x)=(2x—1)%, F(x)=ax+b, H(x)=-4x*+8x2—5x+1
b) W(x) = (x—2)? (x—2), F(x)=ax+b, H(x)=x*—5x+6x>+4x—8
W(x) = (3x—1)(1 + 3x), F(x)=ax+b,
H(x) 183 +(10b —a —1)x* + 2(a — b)x — 3.

Wyznacz a i b tak, aby wielomian W(x) - F(x) — H(x) byt wielomianem zero-

wym, jesli:

a) W(x)=3-2x, F(x)=x2+ax—b, H(x)=-2x>—5x*+6x+9

b) W(x)=4x-1, F(x)=x2—ax+b, H(x)=4x®+7x*+6x—2

c) W(x)=x-3, F(x)=x3+ax®+b,
Hx)=x*+(a-b-1)x+(5b—a)x®*+(a+7)x+a—1.
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Wzory skréconego mnozenia stopnia 3.
Wzér na a” — 6"

Przedstawmy w postaci sumy wyrazenie (a + b)3. W obliczeniach wykorzystamy
wzér na kwadrat sumy a i b.
(a+b)*=(a+b)a+b)=(a®+2ab+b?)(a+b)=a*+a’b+2a*b+2ab>+ab?+b* =
=a®+3a%b+3ab*+b3
Otrzymalismy wzdr na szescian sumy:
(a+b)*=0a*+3a%b +3ab?+b?
Jesli a i b sg liczbami dodatnimi, to powyzszy wzér mozemy otrzymac, obliczajgc
na dwa sposoby objetos¢ szescianu, ktdrego krawedz ma dtugosé (a + b).

ab?

ab?

V=(a+b)? V=a®+3a’h + 3ab” + b*
(a + b)* = a® + 3a®b + 3ab? + b®

Wyznaczmy teraz wzér na szescian rdznicy liczb a i b, podstawiajgc do ostatniego
wzoru w miejsce b liczbe —b:

(a—b)?=[a+(-b)]>=a®+3a%(-b) + 3a(-b)> + (-b)?, stad

(0 —b)*=0a—3a% + 3ab? - b3
Interpretacja geometryczna tego wzoru jest nieco bardziej skomplikowana i pomi-
niemy ja.

Cwiczenie 1. Wyprowadz wzdr na szescian rdznicy liczb a i b, korzystajgc ze wzoru
na kwadrat rdznicy liczb a i b.

Wykonajmy teraz mnozenie (a + b)(a®—ab + b?).
(a+b)(a>—ab + b?) = a® — a’b + ab? + a’b — ab® + b* = a® + b>
Otrzymalismy wzdr na sume szescianow:
a*+b*>=(a+b)(a>—ab+b?)
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Analogicznie mozna wyprowadzié¢ wzdr na rdznice szescianéw:
a®— b= (a—b)(a*+ab + b?)

Prawdziwe jest nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 1.
Dla dowolnych wyrazen a, b prawdziwe sg wzory:
1) (a+b)>=a*>+3a%b +3ab?>+b® —wzdr na szeécian sumyaib
2) (a—b)*=a*>—3a%b+3ab®>—b® —wzdr na szeécian réznicy aib
3) a*+b>=(a+b)(a®>—ab+b?>) —wzdrnasume szescianéw a i b
4) a®—b*=(a—b)(a®>+ab+b?) —wzdr nardinice szesciandw a i b

Zastosowanie poznanych wzoréw zilustrujemy przyktadami.

Przyktad 1.
Obliczymy objetosc¢ szescianu o krawedzi (5 + \/5) cm.

Objetos¢ szescianu o krawedzi a wyraza sie wzorem V = a3, stad
v=(5+42)
Stosujemy wzdr na szescian sumy
v=s53+3.52.2 +3.5.-(42) + (2) =
=125+75v2 +30+ 242 =155+ 7742
Objetosc¢ szescianu jest réwna (155 + 77\/5) cm’.

Cwiczenie 2. Oblicz objetoé¢ szeécianu o krawedzi (3 ,\/E) cm.

Przyktad 2.

Pokazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x wartos¢ wyrazenia
(x—2)—(x+2)*+4(3x% +5) jest stata.

Stosujemy wzory na szescian sumy oraz szescian réznicy:
(x—2P—(x+2)+4(3%+5)=
=(-3x2+3-x-22-23) - (3 +3-x2-2+3-x-22+23)+ 122+ 20 =
=(—6x2+12x—8) — (x> + 6x% + 12x + 8) + 12x* + 20 =
=x3-6x2+12x-8—x>—-6x>—12x—-8+12x>+20=4

Wartos¢ wyrazenia jest réwna 4 dla dowolnej liczby rzeczywistej x.
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Przyktad 3.
Zapiszemy w najprostszej postaci wyrazenie:
a) (2x—5)(4x* + 10x + 25) b) (3x+1)(9x*—3x+1).

Ad a) Zauwazamy, ze:
(2x—5)(4x* + 10x + 25) = (2x - 5)[(2x)? + 2x - 5 + 5?]
Mozemy zastosowac wzdr na réznice szeSciandw:
(2x—5)(4x2 + 10x + 25) = (2x)* - 53 = 8x* — 125

Ad b) W tym przypadku mamy:

(3x+1)(9x% —3x+1) = (3x + 1)[(3x)2 - 3x - 1 + 1?]
Stosujemy wzdér na sume szesciandw:

(3x+1)(9x* —3x+1)=(3x)? + 13=27 + 1

Cwiczenie 3. Korzystajac z poznanych wzoréw skréconego mnozenia, zapisz w po-
staci iloczynu wyrazenia:
a)x*—3x2+3x—1 b)8x*-1 c¢)x*+64 d)x*+6x2+12x+8

Cwiczenie 4. Wyznacz liczby b i ¢, dla ktérych:
a) (3-x)(*+bx+c)=27-x b) (2+x)(x*+bx+c)=8+x

Przyktad 4.

2
Usuniemy niewymiernos¢ z mianownika utamka ———.
3-3s
W mianowniku w rdéznicy wystepuje pierwiastek trzeciego stopnia. Zastosujemy
wzoér
@®—b*=(a—b)(a? + ab + b?), gdzie a=3, b=35.
Wéwczas a2 + ab + b? =9 + 335 + 3/25.
Mnozymy licznik i mianownik utamka przez liczbe 9 + 33/5 + Q/E i uzyskujemy

w mianowniku wyrazenie, do ktdrego stosujemy wzdr na rdéznice szesciandw:

2 2(9+3%/5+3/25) 2(9+3%E+§/£)=2(9+3%E+%/£)

3-35 (3-35)(9+3%5+325) 32 _(35) 27-5
_9+3Y5+325

11
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Cwiczenie 5. Czy, mnozac licznik i mianownik utamka przez liczbe 3+ %/E,

2
3-3s
otrzymasz w mianowniku liczbe wymierng?

Cwiczenie 6. Wykonujgc odpowiednie obliczenia, uzasadnij, ze:

a) a*—b*=(a—b)(a®+a’ +ab?+b?)
b) a®—b°=(a—b)(a*+a%b+a*h*+ab® +b*).

Twierdzenie 2.
Dla dowolnych wyrazenaiborazn>1in € N, prawdziwy jest wzor:

a"-b"=(a—b)a"t+a"b+a"3b? +...+a*b"3 +ab™? + b L)

Dowdd tego wzoru przeprowadzimy w dwéch etapach.

| etap

Pokazemy, ze
a"-1=(a-1)(a"*+a"2+a"3+...+a>+a+1).

Oznaczmy
S=a"'+a?+a3+...+a*+a+ 1

Wodwczas
S—1=a"'+a"?2+a"3+...+a*+a, czyli
S—1=ag-(a"2+a3+a"*+..+a+1)

Suma w nawiasie jest réwna S— g™, zatem
S-1=a-(5-a™)
S—1=a-S—-ag-a™"! ag-g"l=qg"
a"-1=a0-5-S
a"—1=(a-1)-S

Po podstawieniu w miejsce Ssumy a" '+ a" 2+ a" 3+ ... + a®> + a + 1 otrzymujemy:
a"-1=(a—-1)(a"t+a"?+a3+..+a*+a+1)

Il etap

a
Podstawmy do udowodnionego wzoru w miejsce a wyrazenie X gdzie b # 0.

q n aq a n-1 a n-2 a n-3 a 2 a
(3] oo 8
b b b b b b b
Wodwczas
an a— b anfl an72 an73 CIZ a
—-1= e e e e T e
b b b b b b- b
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Mnozymy obie strony otrzymanej réwnosci przez b":
-b
a"—b"= GT (0" b +a" 2%+ a" 3b>+ ...+ a*h" 2 +ab" L+ b"), stad
a"—b"=(a—b)-(a"t+0a"2b+0a"3b> +...+a*h" 3+ ab" 2 + b" ).

Wykaz, ze jesli b = 0, to dowodzony wzor jest prawdziwy.

Cwiczenie 7. Powotujgc sie na ostatnie twierdzenie, uzasadnij, ze dla dowolnej
liczby naturalnej dodatniej n:

a) liczba 4" -1 jest podzielna przez 3

b) liczba 25" — 8" jest podzielna przez 17.

Jesli liczby a i b sg réznymi liczbami catkowitymi, to dla dowolnego wyktadnika
naturalnego n, liczba a — b jest dzielnikiem liczby a" — b".

Przyktad s.

Wykazemy, ze liczba 25%° —8%°

jest podzielna przez 33.

Zauwazmy, ze

20 _ (__o)20
8" = ( 8) wyktadnik potegi jest liczbg parzysta
Mozemy wiec zapisac

25%0 8% —25% _ (—8)20 = stosujemy twierdzenie 2.
=[25 - (-8)][25" +25%(~8) + 25" (~8)* +...+25(~8)" + (-8)"* | =
=33-(25" - 25" .8 +25 .8 —...+25-8"% —8")

Liczbe 25%° —8% przedstawiliémy w postaci iloczynu liczby 33 i pewnej liczby natu-

ralnej (uzasadnij to doktadnie). To znaczy, ze liczba 25%° —8% jest podzielna przez 33.

Cwiczenie 8. Wykaz, ze liczba 18 + 11%° jest podzielna przez 29. Wykorzystaj
zalezno$é: 11%° = —(-11)%.

SP rawdz, Czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Zapisz za pomocg sum algebraicznych wyrazenia:
a) (2-x)? b) (2a+1)? c) (b-6)? d) (5+y)?
e) 3-2y) f) (3+40?)? g) (-1-x)? h) (2x-0,5)?
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. Oblicz sze$cian danej liczby.

a) V3+4 b) V5 -2 ) V5+5 d) V2 -2
e) 3W2-2/6 ) 3+33 g) —333 -2 h) 232 -3¥a

. Zamien na iloczyny wyrazenia:

a) x*+216 b) 12563 + 8 ) +15t2+75¢t+ 125
d) 8y3—36y2+54y—27  e) 64a®—1 f) 33 -3

g) ¥P-332+9-3.3

. Zapisz za pomocg sum algebraicznych wyrazenia:

a) (a+1)(a*-a+1) b) (2—x)(4 +2x +x?)
c) (2z+3)(422-62+9) d) (25 + 10y + 4y?)(5 - 2y)
e) (42+1-4x)(2x-1) f) (2x+3)(4x* + 12x +9)
. Oblicz:
a) (3-32)(9+332+3a) b) (4-235+325)(¥5+2)

o (4¥a+632+9)(232-3) d) (1+232+34)(1-32)

Usun niewymiernosc z mianownika utamka:

) 2 o) 0 2 e —
34 1-32 Y3+1 Yo +233+4
SO I ) 5 n— 7
Ya-332+9 Ja -1 & Y5+2 1-Y6+336

Rozwigz réwnania.

3] (xr 2P=(x+3)(P—3x+9)

b) (x—2)*=(2-2x+4)(x+2)

c) 2x(x—1)(x+1)+3x(2x-5)=2(x+1)*+ 21
d) (x—2P2-(2+xP=4-3(x+2)(1+4x)+13
e) 8x(x+2)2—20x(x+2)=(2x+ 1) +2x2

f) (2x—3P2+(2x—1P=16(x—1)(+x+1)

Rozwigz nieréwnosci.

. a) (x-1—4x(2x-1)(x+2)>0

b) (x+2)(x*—2x+4)—x(x—3)>>3x(2x-3)+8

0) (ZX;) —ax(x—12 < 2(x2 +3)
) (X_2)3_(x—l)(x2+x+1)<lxg_z
2 3 6 3

. Wykaz, ze liczba 4132 — 1732 jest podzielna przez 696.



Zastosowanie wzoréw skréconego mnozenia w dowodzeniu 279

Zastosowanie wzoréw skréconeqgo mnozenia
w dowodzeniu

Przyktad 1.
Wykazemy, ze liczba:
a) 5 —1 jest podzielna przez 31 b) 79— 3> jest podzielna przez 23.

Ad a) Liczbe 5'® - 1 przedstawimy w postaci iloczynu liczb naturalnych. Dwukrotnie
korzystamy ze wzoru na rdznice szescianow:

518 1 =(55P2-13=(55—-1)-[(5°)2+5°-1+1%]=[(5%)*—-13] - (522 +5°+1)=
=(52-1)-[(52)?+52-1+1?]- (52 +5°+1)=24-651- (52 +5°+1) =
=24-31-21-(52+5°+1)

Liczbe 5'® — 1 mozna zapisa¢ w postaci 31 - k, gdzie k € N, a to znaczy, ze dana liczba
jest podzielna przez 31.

Ad b) Liczbe 7° zapisujemy w postaci (72)°. Teraz zastosujemy wzdr na réznice po-
teg a”—b" (zobacz twierdzenie 2. str. 276) w przypadku, gdy n = 5.

710 _35 — (72)5 —35-495_35=
=(49-3)-(49*+49%-3+492-32+49-33+3%) =
=46-(49°+49>-3+49%-9+49 .27 +81)=
=23.2-(49*+49°-3+492.9+49 .27 +81)

Liczbe 71°— 3° mozna zapisaé w postaci 23 - m, gdzie m € N, wiec jest ona podzielna
przez 23.

Przyktad 2.

Pokazemy, ze jeS§lia—b=1o0raz a-b=4,to a®>—b3=13.

Dowdd: Przeksztatcamy wzdér na rdznice szeSciandw w nastepujgcy sposob:
a®—b*=(a—b)-(a>+ab+b?) =(a—b)-[(a®+b?) +ab] =
=(a—b)-[(a—b)*+2ab +ab] (a—-b)?=a?+b?-2ab
a®—b*=(a—b)-[(a—b)?+3ab]
Z zatozeniamamy: a—b=1 oraz a-b=4, zatem
®-b3=1-[12+3-4]=13, co koriczy dowdd.

.. . o . |a—-b=1 . .
Cwiczenie 1. Rozwiagz uktad réwnan s a nastepnie oblicz a® — b3.
a. =

Przyktad 3.

Wykazemy, ze jesli liczba catkowita a przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2, to szescian
tej liczby przy dzieleniu przez 5 daje reszte 3.
Zatozenie: a=5k+2,gdzieke 2



280

Y VU ¥ VY

Y U ¥

8. Wielomiany

Teza: Istnieje taka liczba catkowita p, ze a®> = 5p + 3.

Dowdd: Korzystamy ze wzoru na szescian sumy dwdch wyrazen.
a®=(5k+2)?=(5k*+3-(5k)2-2+3-5k-22+23 =
=125k> + 150k* + 60k + 8 = 125k3 + 150k* + 60k + 5 + 3 =
=5-(25k* +30k*+ 12k +1) +3=5p + 3,
gdzie p = 25k3 + 30k* + 12k + 1

Liczba p € Z, bo z zatozenia k € Z, zatem szescian liczby a przy dzieleniu przez 5 daje
reszte 3.

SPVaWdi, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Wykaz, ze liczba 1983 + 1023 jest podzielna przez 300.
2. Wykaz, ze liczba 7° + 8° jest podzielna przez 113.
3. Wykaz, ze liczba 178 — 168 jest podzielna przez 11.
4. Wykaz, ze liczba 11'2—7'? jest podzielna

a) przez 4 b) przez 247.
5. Wykaz, ze liczba 6% —7° jest podzielna przez 209.
6. Wykaz, ze liczba 52! — 3% jest podzielna przez 29.

7. Liczba catkowita a przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2. Wykaz, ze szescian
liczby a przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2.

8. Wykaz, ze suma szesciandw trzech kolejnych liczb catkowitych jest podzielna
przez 3.

9. Wykaz, ze suma szesciandw dwdch kolejnych liczb nieparzystych jest podziel-
na przez 4.

10. Wykaz, ze jesli liczby catkowite a, b, ¢ przy dzieleniu przez 4 dajg odpowiednio
reszty 1, 2 oraz 3, to suma szesciandw tych liczb jest podzielna przez 4.

11. Wykaz, ze szescian dowolnej liczby parzystej niepodzielnej przez 4 jest po-
dzielny przez 8.

12. Wykaz, ze jeslix—y=4ix-y=2,tox>—y3=88.
13. Wykaz, ze jeSlix +y=1ix-y=-2,tox>*+y3>=7.
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Podzielnos$é wielomianéw

Definicja 1.

Wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x) rézny od wielomianu
zerowego wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki wielomian Q(x), dla ktérego
W(x) = Q(x) - P(x). Wéwczas wielomian Q(x) nazywamy ilorazem wielomianu
W(x) przez P(x), za$ wielomian P(x) — dzielnikiem wielomianu W/(x).

Jesli W(x) =0, to kazdy niezerowy wielomian P(x) jest dzielnikiem wielomianu W(x),
przy czym iloraz Q(x) jest wielomianem zerowym.

Przyktad 1.

Wielomian x? — 9 jest podzielny przez wielomian x + 3, bowiem
x2=9=(x-3)(x+3).

W dzieleniu (x> —9) : (x + 3) wielomian x + 3 jest dzielnikiem, a wielomian x — 3 jest

ilorazem wielomianu x*> — 9 przez x + 3.

Wielomian x? — 9 jest podzielny takze przez wielomian x — 3.

W dzieleniu (x> —9) : (x — 3) wielomian x — 3 jest dzielnikiem, a wielomian x + 3 jest

ilorazem wielomianu x*> — 9 przez x — 3.

UWAGA: Jesli wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x), to jest réwniez
podzielny przez wielomian c - P(x), gdzie c jest liczbg rzeczywistg rézng od zera.

Zobaczmy to na przyktadzie wielomianu W(x), gdzie W(x) =x2-1.

e W(x)=(x+1)(x-1), wigc W(x) jest podzielny przez x + 1

o W(x)= (%x+%j (2x-2), wiec W(x) jest podzielny przez %x+%

o W(x)=(3x+3)- (%x—%} wiec W(x) jest podzielny przez 3x + 3, itd.

Przyktad 2.
Wielomian W(x), gdzie W(x) =8x3 + ax? — bx — 3, jest podzielny przez wielomian
2x + 3, a ilorazem tego dzielenia jest wielomian 4x? — 1. Wyznaczymy liczby a i b.
Zgodnie z definicjg 1. mamy

W(x)=P(x) - Q(x), gdzie P(x)=2x+3, Q(x)=4x*—1. Zatem

W(x) = (x> - 1)(2x +3) = 8x3 + 12x* — 2x — 3
Wiemy tez, ze

W(x) = 8x3 + ax> — bx — 3
Z réwnosci wielomianéw otrzymujemy: a=12, b= 2.
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Zauwaz, ze jesli wielomian niezerowy W(x) zmiennej rzeczywistej x mozemy przed-
stawi¢ w postaci iloczynu W(x) = Q(x) - P(x), gdzie P(x) i Q(x) sa wielomianami, to
wielomian W(x) jest podzielny zaréwno przez wielomian P(x), jak i przez Q(x).
Ponadto z wiasnoéci mnozenia wielomianéw wiemy, ze st. W(x) = st.P(x) + st.Q(x).

Jesli wielomian niezerowy mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu kilku wielo-
miandw, to stopien tego wielomianu jest sumg stopni wszystkich czynnikéw tego
mnozenia, a wielomian jest podzielny przez kazdy z tych czynnikéw.

Przyktad 3.
Niech W(x), gdzie W(x) = x(x — 1)(x + 2)(x — 3). Okreélimy stopieA wielomianu W(x).
Nastepnie podamy przyktad wielomianu stopnia drugiego oraz przyktad wielomia-
nu stopnia trzeciego — ktére s dzielnikami wielomianu W/(x) i ktére sg uporzadko-
wane malejgco.

Wielomian W(x) jest iloczynem czterech czynnikéw: x, x — 1, x + 2, x — 3, z ktérych
kazdy jest wielomianem stopnia pierwszego, stad
st Wx)=1+1+1+1=4.
Rozpatrzmy wielomian P(x), gdzie
P(x) =x(x— 1) =x>—x, st.P(x)=2.
W(x) = (x*—x) - Q(x), gdzie Q(x)=(x+2)(x—3).
Zatem wielomian P(x)=x>—x jest dzielnikiem wielomianu W/(x).
Z kolei K(x) = x(x — 1)(x + 2) jest iloczynem trzech czynnikéw pierwszego stopnia,
wigc st.K(x) = 3. Wéwczas
W(x) = x(x — 1)(x + 2) - Q,(x), gdzie Q,(x) =x - 3.
Porzadkujemy wielomian K(x):
K(x)=x (6 +2x—x—2) =x* + x> — 2x
Wielomian x3 + x> — 2x jest dzielnikiem wielomianu W/(x).

Powyisze rozwazania pokazujg, ze fatwo znalez¢ dzielniki wielomianu W(x) w sytu-
acji, gdy wielomian W(x) jest zapisany w postaci iloczynu wielomiandéw o nizszych
stopniach.

Cwiczenie 1. Wskaz jeszcze inne wielomiany stopnia drugiego i stopnia trzeciego,
oraz wielomiany stopnia pierwszego, ktére sg dzielnikami wielomianu W(x) z ostat-
niego przyktadu.

Cwiczenie 2. Przedstaw tréjmian kwadratowy 2x? — 5x + 2 w postaci iloczynowe;j.
Przez jakie wielomiany stopnia pierwszego jest podzielny wielomian
(2x*=5x+2)(3x—-1)?

Cwiczenie 3. Przedstaw wielomian 3x3 + 10x2 + 3x w postaci iloczynu trzech dwu-
miandw. Przez jakie trojmiany kwadratowe jest podzielny ten wielomian?
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Przyktad 4.

Pokazemy, ze tréjmian kwadratowy P(x), gdzie P(x) = x> — 5x + 6, jest dzielnikiem
wielomianu W(x), gdzie W(x) = (3x* — 3x + 4)? — (2x% + 2x — 2)? oraz wyznaczymy
iloraz z dzielenia wielomianu W(x) przez P(x).

Wielomian W(x) chcemy przedstawi¢ w postaci iloczynu innych wielomiandéw. Wzér
wielomianu jest réznicg kwadratéw dwdch wyrazen, zatem
W(x) = (3x> —3x + 4)2 — (2x*> + 2x - 2)2 = a?— b2 = (a—b)(a + b)

=[(3x®-3x+4) - (22 +2x-2)] - [(3x® - 3x + 4) + (2x* + 2x - 2) ] =
=(3x-3x+4-22-2x+2)- (3 -3x+4+ 2+ 2x - 2) =
=(x*—5x+6) - (52 —x+2)

Wielomian P(x) jest dzielnikiem wielomianu W(x). llorazem z dzielenia W(x) przez

P(x) jest wielomian 5x> —x + 2.
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Przyktad s.

Wielomian W(x), gdzie W(x) = 2x*> — x> — 16x + 15, jest podzielny przez wielomian
P(x), gdzie P(x) = x* + 2x — 3. Znajdziemy iloraz z dzielenia W(x) przez P(x).

Wielomian W(x) = 2x® — x> — 16x + 15 mozemy réwniez zapisa¢ tak:
W(x) = (x +2x—3) - Q(x), gdzie st.Q(x) = 1. Zatem
Q(x)=ax+b i a#0.
Otrzymujemy:
W(x) = (x® + 2x - 3)(ax + b) = ax® + (b + 2a)x* + (2b — 3a)x — 3b
Poréwnujemy wspdtczynniki przy x> oraz wyrazy wolne:
a=2 oraz —3b=15
b=-5
Pozostaje jeszcze sprawdzié, czy wspotczynniki przy x? oraz przy x tez sg rowne.
b+2a=-5+2-2=-1 oraz 2b-3a=2-(-5)-3-2=-16
Szukanym ilorazem jest wielomian 2x — 5.

SP rawdz, CzZYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Podaj przyktad wielomianu stopnia pierwszego, przez ktéry jest podzielny
wielomian W(x), jesli:
a) Wx)=x*-27 b) W(x)=x}+6x>+12x+8 c) W(x)=625—x*
d Wkx)=83+1 e) W(x)=x>-32+3x-1 ) W(x)=x>-32
g) W(x)=64x*~1 h) W(x)=3x>—10x+3 i) W(x)=x*—22+1

2. Wskaz pie¢ wielomiandw pierwszego stopnia, przez ktdre jest podzielny wie-
lomian (9x% — 1)(x® + x — 6)(x* + 8).

3. Podaj wielomian stopnia drugiego w postaci uporzadkowanej, przez ktory
jest podzielny dany wielomian W(x).
a) W(x)=(x*+1)(x—2)(x +4) b) W(x)=216x* 125
c) W(x)=8x3+36x>+54x + 27 d) W(x)=16x*—24x>+9
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Dany jest wielomian W(x) = (2x — 1)(x + 1)(x — 1). Wskaz:
a) trzy wielomiany stopnia pierwszego, ktére sg dzielnikami wielomianu W(x)
b) trzy wielomiany stopnia drugiego, ktére sg dzielnikami wielomianu W(x).

Wielomian Q(x) = 2x — 3 jest ilorazem z podzielenia wielomianu W(x) przez
wielomian P(x). Wyznacz wielomian P(x).
a) W(x)=4x>—12x+9 b) W(x) =9 —4x? c) W(x)=6x>-5x—6

W wyniku podzielenia wielomianu W(x) =—6x3+ax?>—bx +5 przez
P(x) = 5 — 2x otrzymujemy iloraz Q(x) = 3x2 + 1. Oblicz a i b.

llorazem z podzielenia wielomianu W(x) = 6x* — (a + b)x*> + 2(b + 3a)x — 8
przez wielomian P(x) = 2x — 1 jest wielomian Q(x) = 3x> — 2x + 8. Oblicz a i b.

Wielomian W(x) = 2x* + (a — b)x® — 3x* + (5a — b)x + 3 podzielono przez wie-
lomian P(x) = 2x2 + 5x + 1 i otrzymano iloraz Q(x) = x> — 2x + 3. Oblicz a i b.

W wyniku podzielenia wielomianu W(x) = (x* — 8)(1 — 3x) przez wielomian
P(x) otrzymano wielomian Q(x) = —3x2 + 7x — 2. Wyznacz wielomian P(x).

W wyniku podzielenia wielomianu W(x) = (2 — 5x)? - (x — 3)? przez wielomian
P(x) otrzymano wielomian Q(x) = —5x? +17x — 6. Wyznacz wielomian P(x).

W wyniku podzielenia wielomianu W(x) = (2x> — 5x + 1)> — (x? + 3x)? przez
wielomian P(x) = 3x? —2x + 1 otrzymano iloraz Q(x). Wyznacz wielomian Q(x).

W wyniku podzielenia wielomianu W(x) = (7x* — 1)2 — (26 — x3)? przez wielo-
mian P(x) = 4x? + 6x + 9 otrzymano iloraz Q(x). Wyznacz wielomian Q(x).

Uzasadnij, ze wielomian:

a) W(x)=(3x*+5x—4)2—(—x2+x—1)?jest podzielny przez dwumian liniowy
P(x)=2x+3,

b) W(x)=(2x—3)?—(x+5)? jest podzielny przez wielomian P(x) = 7x* + 5x + 19.

W kazdym przypadku wyznacz iloraz Q(x) z dzielenia wielomianu W(x) przez P(x).

W wyniku podzielenia wielomianu W(x) = 3x3 + 14x? + x — 2 przez wielomian
P(x) otrzymujemy iloraz Q(x) = x* + 5x + 2. Wyznacz wielomian P(x).

W wyniku podzielenia wielomianu W(x) =3x*—2x3+24x— 16 przez wielomian
P(x) otrzymujemy iloraz Q(x) = 3x* — 8x? + 16x — 8. Wyznacz wielomian P(x).

Podaj przyktad wielomianu K(x) takiego, ze wielomian
W(x) = (x2 — 2x + 1)K(x) jest stopnia trzeciego i jednocze$nie wielomian W/(x)
jest podzielny przez wielomian P(x) =2x*+x—3.

Podaj przyktad wielomianu K(x) takiego, ze wielomian W(x) = (x* + 27)K(x)
jest stopnia czwartego i jednoczesnie wielomian W(x) jest podzielny przez
wielomian P(x) = x? + 2x — 3.

Podaj przyktad wielomianu K(x) takiego, ze wielomian

W(x) = (3x — 4)(2 — x)K(x) jest wielomianem stopnia piatego i jednocze$nie
wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x) = 3x* — x — 4.
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Dzielenie wielomianu przez dwumian liniowy.
Schemat Hornera

Sposdb, w jaki dzielimy wielomiany, jest podobny do dzielenia liczb catkowitych
sposobem pisemnym.

Cwiczenie 1. Podziel liczbe 3240 przez 24 sposobem pisemnym.

Przyktad 1.

Podzielimy wielomian —x + 2x3 — 51 przez wielomian —3 + x.

Dane wielomiany porzgdkujemy malejgco i oznaczamy:

W(x)=2x>-x-51,  P(x)=x-3.
Przebieg dzielenia W(x): P(x) | 1) Pierwszy od lewej wyraz wielomianu W(x)
dzielimy przez pierwszy wyraz dzielnika:
Zapisujemy dzielenie 2x3 : x = 2x%. Wynik 2x? zapisujemy nad kres-
(2x3 —X— 51) : (x— 3) ka. Nastepnie mnozymy go przez dzielnik:
i stawiamy na gorze kreske, 22 (x—3)=2x3—6x%
nad ktérg zapiszemy wynik Otrzymany wynik zapisujemy pod wielomia-
tego dzielenia. nem W(x), odcinamy kreska i wykonujemy
2x* +6x+17 odejmowanie W(x) — (2x* — 6x?) lub (jak
(26 —x—51):(x—3) w naszym przypadku) dodawanie po zmia-
-2x* + 6x° nie znakéw: W(x) + (-2x3 + 6x2). Otrzymuje-
= 6x> —x-51 my nowy wielomian 6x* —x — 51.
—6x2 + 18x 2) Powtarzamy procedure z poprzedniego
= 17x-51 punktu, ale teraz dla nowego wielomianu.
-17x+ 51 Wykonujemy dzielenie 6x? : x = 6x. Wynik 6x
= 0 zapisujemy nad kreska. Mnozymy:
6x - (x —3) = 6x% — 18x. Wielomian 6x? — 18x
zapisujemy z przeciwnymi znakami
pod wielomianem 6x* — x — 51, odcinamy
kreska i wykonujemy dodawanie.
3) Powtarzamy procedure dla otrzymanego
dwumianu 17x — 51. Dzielimy 17x : x = 17.
Liczbe 17 zapisujemy nad kreskg. Mnozymy
17 - (x — 3) = 17x — 51. Zmieniamy znaki:
—17x + 51. Otrzymany dwumian zapisujemy
pod dwumianem 17x — 51, odcinamy kreska
i dodajemy. Otrzymujemy reszte O, koniec
dzielenia.
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Po podzieleniu wielomianu 2x3 — x — 51 przez dwumian liniowy x — 3 otrzymali$my
iloraz 2x? + 6x + 17 oraz reszte rownga 0. Mozemy zapisaé:

2x3—x-51=(2x*+6x+17)(x - 3).

Cwiczenie 2. Sprawdz poprawnoé¢ wykonanego powyzej dzielenia, mnozac dwu-
mian x — 3 przez wielomian 2x? + 6x + 17.

Wiesz, ze dzielac liczbe catkowitg przez liczbe catkowitg, nie zawsze otrzymasz iloraz
bedacy liczbg catkowitg. Przypomnijmy: w zbiorze liczb catkowitych mozna zawsze
wykonac dzielenie z resztg przez liczbe rézng od zera, np.:
37:8=4reszta5 —coznaczy,ze 37=4-8+5
3:7=0reszta3 —coznaczy,ze 3=0-7+3
Poszukajmy analogii do tej sytuacji, wykonujgc dzielenie z resztg wielomianu przez
dwumian.

Przyktad 2.

Wykonamy dzielenie wielomianu 3x® + 2x?> — 3x + 16 przez dwumian liniowy x + 2.

3x2—4x+5
(33 +2x* —3x+16) : (x +2)
—3x3 — 6x? <« 33 :x=3x% 3x%- (x+2)=3x3+6x2
= —4x’>-3x+16
4x* + 8x «—— A% x=-4x; —4x-(x+2)=-4x>—8x
= b5x+16
—5x—-10 <«———— 5x:x=5; 5-(x+2)=5x+10

= 6

W wyniku podzielenia wielomianu 3x3 + 2x? — 3x + 16 przez dwumian x + 2 otrzyma-
lismy iloraz 3x? — 4x + 5 oraz reszte 6. Mozemy zapisac:

33+ 2% —3x+16=(x+2)(3x2 —4x+5) + 6

Cwiczenie 3. Doprowadz wielomian (x+2)(3x2 — 4x + 5) + 6 do postaci uporzad-
kowanej i poréwnaj ze wzorem wielomianu z przyktadu 2.

Cwiczenie 4. Wykonaj dzielenie:
a) wielomianu x* + 7x3 + 11x? + 9x + 20 przez dwumian x + 5,
b) wielomianu 3x3 —x? + 2x + 1 przez dwumian x — 1.
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Przyktad 3.

Wykonamy dzielenie wielomianu 2x — 3 przez dwumian liniowy x — 1.

2 Po podzieleniu wielomianu 2x — 3 przez dwumian x — 1
(2x-3): (x-1) otrzymujemy iloraz 2 i reszte —1.
—2x+2 Zapisujemy: 2x —3=2(x—1) - 1.

= -1 Zauwaz, ze stopien ilorazu jest rowny 0.

Jedlist.W(x)=n, n € N, i wielomian W(x) podzielimy przez dwumian liniowy P(x),
gdzie P(x) = x — p, i p jest dowolng liczbg rzeczywista, to otrzymamy iloraz Q(x),
ktérego stopien jest réwny n — 1, oraz reszte R(x), ktéra jest liczba.

Rozpatrzmy dodatkowo wielomian, ktorego stopien jest rowny 0, np. W(x) = 4.
W wyniku podzielenia wielomianu W(x) przez x — p otrzymamy iloraz O i reszte 4,
bowiem

4=(x—p)-0+4.
Dotychczasowe rozwazania doprowadzity nas do wniosku, ze reszta z dzielenia do-
wolnego wielomianu przez dwumian liniowy jest zawsze liczbg. Bedziemy j3 ozna-
czad literg r.

Twierdzenie 1. O dzieleniu wielomianu przez dwumian liniowy
Jesli W(x) jest dowolnym wielomianem i P(X) =x—p, gdzie p € R, to istnieje wie-
lomian Q(x) oraz taka liczba rzeczywista r, ze
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W(x) = (x—p)a(x) +.

Z twierdzenia 1. wynika nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 2. O reszcie
Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x — p jest réwna W(p).

Dowdd:

Na podstawie twierdzenia 1. wiemy, ze istniejg wielomian Q(x) i liczba r, dla ktérych
W(x) = (x—p)-Q(x)+r.

Obliczamy wartos¢ wielomianu W(x) dla liczby p:

W(p) = (p—p) . Q(p) +r=0- Q(p) +r=r, czyli
W(p) =r, co konczy dowdd.

Twierdzenie o reszcie w niektdérych sytuacjach upraszcza nam obliczenia.
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Przyktad 4.

Obliczymy reszte z dzielenia wielomianu W(x), gdzie W(x) = x*> — 3x? + 5x + 6, przez
dwumian x + 2.

Korzystamy z twierdzenia o reszcie:
r=wW(-2)=(-22-3-(-2)?+5-(-2)+6=-8-12-10+ 6 =—24.
Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x + 2 jest réwna —24.

Cwiczenie 5. Wykonaj dzielenie wielomianu W(x) z przyktadu 4. przez dwumian
x + 2. Podaj otrzymany iloraz i reszte.

Jesli st. W(x) > 1, to iloraz i reszte z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian

X —p mozna rowniez wyznaczy¢, stosujgc schemat Hornera.

William G. Horner to matematyk angielski, ktory zyt na przetomie XVIII i XIX w. Algo-
rytm nazywany dzis schematem Hornera, znany byt Chinczykom pieéset lat wczes-
niej.

Twierdzenie 3. Schemat Hornera

W wyniku podzielenia wielomianu a,x" + a, ;X" + ... + a,;x + a,, gdzie a, # 0,

n > 1, przez dwumian liniowy x — p, otrzymujemy iloraz

b, X" 1+b, ,x"2+..+bx+b,,gdzie b, ; #0ireszte r, bedacy liczba rzeczywista,
przy czym zachodzg nastepujgce rownosci:

bn—l =a, bn—Z =a,,tp- bn—ll bn—3 =a,,tp- bn—Zl
b,=as+p - bs, b,=a,+p-b,, by=a,+p-b,
r=ag+p- b,

Udowodnimy to twierdzenie dla wielomianu stopnia czwartego. Niech

W(x) = a,x* + a3 + a,x* + a,x + a,, a, # 0.
Po podzieleniu wielomianu W(x) przez dwumian x — p otrzymujemy wielomian stop-
nia trzeciego Q(x), gdzie Q(x) = b,x® + b,x2 + b,x + b, oraz reszte r, r € R.
Z twierdzenia 1. wiemy, ze:

W(x) = (x—p) - (box® + bx® + byx + by) +r, stad

W(x) = boX* + b,x3 + b,x? + box — bypx® — b,px* — b,px — pby +r, czyli

W(x) = box* + (b, — byp)x® + (by — byp)x* + (b — byp)x — pby + 1.
Poréwnujac wspétczynniki przy odpowiednich potegach zmiennej wielomianu W(x)
otrzymujemy:

a,=b; a;=b,—bsp a,=b,—b,p a,=b,—b,p a,=r—byp
Stad otrzymujemy:

by;=a, b,=a;+p-b,, b,=a,+p-b,, by=a,+p-b, r=a,+p-b,
Otrzymane rownosci dajg wspdtczynniki ilorazu Q(x) dzielenia wielomianu W(x)
przez dwumian x — p, a takze reszte r z tego dzielenia, co konczy dowdd.
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Przyktad s.
Podzielimy wielomian W/(x), gdzie W(x) = 4x* — 2x* + 8x* + x — 3, przez dwumian
X + 2 za pomocg schematu Hornera.

Wypisujemy wspétczynniki wielomianu W/(x) uporzadkowanego malejgco:
a,=4,a;,=-2,a,=8,0,=1, a,=-3.
Poniewaz x + 2 = x — (-2), wiec p = 2.

Obliczamy wspétczynniki wielomianu Q(x) bedacego ilorazem oraz reszte, korzysta-
jac z powyzszych wzorédw. Mamy:

b;=a,=4,

b,=a;+p-b;=-2+(-2)-4=-10

b,=a,+p-b,=8+(-2)-(-10)=28

bo=a,+p-b;=1+(-2)-28=-55

r=ay,+p-by=-3+(-2)-(-55)=107.
W wyniku podzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x + 2, otrzymujemy iloraz
Q(x), gdzie Q(x) = 4x® — 10x> + 28x — 55 i reszte 107.

Dzielenie schematem Hornera wygodnie jest zapisywac w tabelce.

Cwiczenie 6. Ponizsza tabelka opisuje dzielenie wielomianu
a,x* + a3+ a,x* + a,x + a,, a, # 0 przez dwumian liniowy x — p, gdzie otrzymujemy
wspotczynniki ilorazu box® + b,x? + b,x + b, i reszte r. Przeanalizuj jg doktadnie.

a, a, a, a, a,

[4 p - b; p-b, p-b; p- b,

a, a,+p-b, | a,+p-b, | a,+p-b, | a,+p-b,
3 2 1 0 r

Jeszcze raz podzielmy wielomian W(x), gdzie W(x) = 4x* — 2x3 + 8x> + x — 3 przez
dwumian P(x) = Xx + 2, stosujac schemat Hornera, ale tym razem zapiszmy to dzie-
lenie w tabeli.

a, a, a, a, a,

4 -2 l+ 8 ]\+ 1 1+ -3 1+
-2 -2 4] |-2- (;10)J 2. /38J Y (—/55)J

41—"10—+ 28— 55— 107

b3 bz bl bU r

Otrzymujemy: Q(x) = 4x® — 10x> + 28x — 55, r=107, zatem
W(x) = (x + 2)(4x® — 10x* + 28x — 55) + 107
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SPVaWdi, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1.

10.

11.

Wykonaj dzielenie sposobem pisemnym:

a) (23 +5x%+5x+24): (x+3) b) (2x* —6x3+9x* —4x—1): (x—1)
) (—x-6):(x-2) d) (4x*+3x-88):(x-2)

e) (*+1):(x+1) f) (9% +8x*—2x—15): (x—1).
Wykonaj dzielenie sposobem pisemnym:

a) (2X°*-33+7x—4):(x+1) b) (—2x* +12x3—17x*—~5) : (x— 3)

c) (2X°+7x*—153+4x%):(x+5) d) (-4x*+3x3+5x+8):(x+2)

e) (x®—4x*—9x+30):(x—4) f) (x®+5x*+ 23 +10x% +x) : (x +5).

Wykonaj dzielenie, stosujgc schemat Hornera.

a) (2X*+33+x2+8x+4):(x+2) b) (5x*—20x3+8x*+20x+7) : (x—3)
) (3x°+5x¢ —x3+4x+3):(x—1) d) (2x° 18 +x>+5x+6): (x+3)
e) (5x°—10x*+3x—6):(x—2) f) (x0+24x*— 43 +52+3): (x+5).

Oblicz reszte z dzielenia wielomianu W/(x) przez dwumian P(x), jesli:
a) W(x)=2x*+x>+3x>-5x+1, P(x)=x+1

b) W(x)=3x*—6x>+x*+5x—8, P(x)=x—2

c) W(x)=x3+10x*—-130, P(x)=x+5

d) W(x)=2x"—6x3+4x>—10x +4, P(x)=x—3.

W wyniku podzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x + 3 otrzymujemy
iloraz Q(x) = x* — 2x* + x — 1 i reszte réwna 7. Jaka reszte otrzymamy w wyniku
podzielenia wielomianu W(x) przez dwumian: a)x—3 b)x+2?

W wyniku podzielenia wielomianu W(x) przez dwumian 6 — x otrzymuje-
my iloraz Q(x) = 2x* — 7x3 + 10 i reszte réwng —35. Jakg reszte otrzymamy
w wyniku podzielenia wielomianu W(x) przezdwumian:a)x+1 b)x—2?

W wyniku podzielenia wielomianu W(X) przez dwumian x — a otrzymujemy
iloraz Q(x) =x%2—2x+ 3 ireszte rowng —18. Wiedzac, ze suma wspotczynnikdw
wielomianu W(X) w postaci uporzagdkowanej jest réwna —8, oblicz a.

Reszta z dzielenia wielomianu W(x) = x* + (m — 3)x> + 5x + m — 10 przez dwu-
mian x + 2 jest réwna —20. Oblicz m.

Reszta z dzielenia wielomianu W(x) = 2x3 — (p? + 3)x + 7p — 9 przez dwumian
X — 2 jest réwna 4. Oblicz p.

Wyznacz wszystkie wartosci a, dla ktérych reszta z dzielenia wielomianu
W(x) = x* — (a + 2)x* + a* + 5 przez dwumian x — 1 jest mniejsza od 10.

Wyznacz wszystkie wartosci k, dla ktérych reszta z dzielenia wielomianu
W(x) = k2" + 6x%° + 3k przez dwumian x + 1 jest wieksza od 4.
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Pierwiastek wielomianu. Twierdzenie Bézouta

Wiesz, ze mozna obliczyé wartosé wielomianu dla dowolnej liczby rzeczywiste;j. Jesli
dla pewnej liczby rzeczywistej warto$¢ wielomianu jest rowna 0, to powiemy, ze ta
liczba jest pierwiastkiem wielomianu.

Definicja 1.
Pierwiastkiem wielomianu W(x) nazywamy liczbe rzeczywista a, dla ktérej
W(a) = 0.

Przyktad 1.
Sprawdzimy, czy ktéras z liczb: -1, 1, +/2 jest pierwiastkiem wielomianu W(x),
gdzie W(x) = 2x* + x3 — 5x2 — 2x + 2.

Obliczamy:
W(-1)=2-(-1)*+(-1-5-(-1)*-2-(-1)+2=2-1-5+2+2=0
W(1)=2-1"+13-5-12-2-1+2=2+1-5-2+2=-2

W(V2)=2(v2)*+ (V2P —5(+2)? 242 +2=8+ 22 -10-2V2 +2=0

Z podanych liczb tylko liczby —1 i /2 s3 pierwiastkami wielomianu W(x).

Przyktad 2.
Wyznaczymy pierwiastki wielomianu W(x) = x(x + 4)(x — 3)(x> + 5).

Woystarczy rozwigzac rdwnanie

W(x) =0, czyli

x(x+4)(x—3)(x®+5)=0.
Wielomian W(x) jest zapisany w postaci iloczynu wielomiandw pierwszego i drugie-
go stopnia. Zatem W(x) =0 tylko wtedy, gdy co najmniej jeden z tych czynnikdw jest
réwny zero.

x=0v x+4=0v x-3=0v x*+5=0, stad

x=0vx=-4 v x=3 (réwnanie sprzeczne)
Wielomian W(x) ma trzy pierwiastki: —4, 0, 3.

Cwiczenie 1. Przez jakie wielomiany stopnia pierwszego jest podzielny wielomian
W(x) z przyktadu 2.?

Cwiczenie 2. Podaj przyktad wielomianu stopnia trzeciego, ktéry jest podzielny
przez dwumian x — 1. Czy liczba 1 jest pierwiastkiem tego wielomianu?



292 8. Wielomiany

Prawdziwe jest nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 1. Bézouta
Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x) wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian
W(x) jest podzielny przez dwumian x —a.

Twierdzenie Bézouta ma postaé rownowaznosci, a wiec sktada sie z dwéch twier-
dzen:

I. Jesli liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x), to wielomian W/(x) jest podziel-
ny przez dwumian x —a.

Il. Jesli wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x — a, to liczba a jest pier-
wiastkiem wielomianu W(x).

Dowdd twierdzenia Bézouta polega na wykazaniu prawdziwosci obu twierdzen,
wiec sktada sie z dwdch czesci.

Czesc 1.

Zatozenie: Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x).

Teza: Wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x —a.
Dowdéd:

Z twierdzenia o dzieleniu wielomianu przez dwumian liniowy wiemy, ze dla dowol-
nego wielomianu W(x) i dowolnego dwumianu x — a istnieje wielomian Q(x) i liczba
r, dla ktérych

W(x)=Q(x) - (x—a)+r.

Z zatozenia wiemy, ze W(a) =0, czyli
Q(a)-(@—a)+r=0+r=0, stad otrzymujemy
r=0.

W takim razie W(x) = Q(x) - (x—a), czyli
wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x —a.

Czesc Il

Zatozenie: Wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x —a.

Teza: Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x).

Dowdd:

Wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x — a, wiec istnieje taki wielomian
Q(x), ze

W(x)=Q(x) - (x-a)
Obliczamy wartos¢ wielomianu W(x) dla liczby a. Otrzymujemy:
W(a)=Q(a) (a-a)=Q(a)-0=0

Otrzymalismy, ze liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x).
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UWAGA: Z twierdzenia Bézouta wynika, ze istnienie pierwiastka a danego wielo-
mianu jest rownoznaczne z podzielnoscig tego wielomianu przez dwumian x — a.
Zatem, je$li liczba a nie jest pierwiastkiem wielomianu W(x), to wielomian W(x) nie
jest podzielny przez dwumian x — a. Podobnie, jesli wielomian W(x) nie jest podziel-
ny przez dwumian x — g, to liczba a nie jest pierwiastkiem wielomianu W(x).

Przyktad 3.
Nie wykonujac dzielenia, zbadamy, czy wielomian W(x), gdzie W(x) = x3 + 3x — 14,
jest podzielny przez dwumiany: x — 2 oraz x + 1.

Wystarczy obliczyé W(2) oraz W(-1):

W(2)=23+3-2-14=0

W(-1)=(-13+3-(-1)-14=-18
Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu W(x), wiec wielomian W(x) jest podzielny
przez dwumian x — 2. Liczba —1 nie jest pierwiastkiem wielomianu W(x), zatem wie-
lomian W(x) nie jest podzielny przez dwumian x + 1.

Przyktad 4.

Wyznaczymy wszystkie pierwiastki wielomianu W(x), gdzie W(x) = 4x* — 7x — 3, wie-
dzac, ze jest on podzielny przez dwumian x + 1. Nastepnie wielomian W(x) zapisze-
my w postaci iloczynu wielomianéw mozliwie najnizszych, niezerowych stopni.

Dzielimy wielomian W(x) przez x + 1, np. schematem Hornera.

Po podzieleniu wielomianu W(x) przez dwumian
x + 1 otrzymujemy iloraz Q(x), Q(x) = 4x* — 4x — 3
-1 4143 Wielomian W(x) zapisujemy w postaci iloczynu:
a2l 3o W(x) = (4x* —4x—3) - (x + 1).

410 1|-7|-3

Jednym z pierwiastkdw wielomianu W(x) jest liczba —1. Pozostate pierwiastki wielo-
mianu W(x) sg réwniez pierwiastkami tréjmianu Q(x). Obliczamy:
4x>—4x—-3=0
A=64, JA =8
_4-8 1 4+8 1

X —= X, =——=1=
Y2 2 224 T2

1 1
Wielomian W(x) = 4x3 — 7x — 3 ma trzy pierwiastki: —1, - oraz 15.
Tréjmian Q(x) mozemy zapisa¢ w postaci iloczynowej:

alx) = 4(x+§j(x_1§j, stad Q)= (2x+ 1)(2x—3).

Wielomian W(x) mozna zapisac jako iloczyn trzech dwumiandw pierwszego stopnia:
W(x) = (2x + 1)(2x — 3)(x + 1).

2943
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Zastanowimy sie teraz nad liczbg pierwiastkdw danego wielomianu.
Zauwaz, ze wielomian stopnia zero nie ma pierwiastkdw. Natomiast pierwiastkiem
wielomianu zerowego jest kazda liczba rzeczywista.

Cwiczenie 3. lle pierwiastkéw ma wielomian stopnia pierwszego? lle pierwiast-
kéw moze mieé wielomian stopnia drugiego? Odpowiedzi na te pytania zilustruj
przyktadami.

Z twierdzenia Bézouta wynika, ze jesli wielomian stopnia n, n € N,, ma pierwiastek,
to ten wielomian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu pewnego dwumianu pierw-
szego stopnia i wielomianu stopnia n— 1. Z drugiej strony, wielomian stopnia n moze
mie¢ co najwyzej n czynnikdw, ktére s3 dwumianami stopnia pierwszego. Zatem
liczba pierwiastkéw wielomianu jest ograniczona przez jego stopiei. O tym infor-
muje nas twierdzenie 2.

Twierdzenie 2.
Liczba pierwiastkdw niezerowego wielomianu W(x)jednej zmiennej rzeczywistej
jest nie wigksza niz stopier wielomianu W(x).

Cwiczenie 4. Wyznacz stopieri i wszystkie pierwiastki wielomianu W(x) i P(x):
a) W(x) = (- 1)(x+2) b) P(x) = 3x(x + 5)(x — 2)(x + 1).

Jesdli wielomiana, - x"+a, ;- x"'+..+0a,-x*+a,-x+a, stopnian,n>2,man
réznych pierwiastkdw, to mozna go zapisa¢ w postaci iloczynowej:
A, (X = X)X = X)X = X5) - oo - (X=X, 1) (X = X,)

Przyktad s.

Pierwiastkami wielomianu W(x) stopnia trzeciego sg liczby: —1, — 2, 3. Wiedzac, ze
reszta z dzielenia tego wielomianu przez dwumian x — 1 jest réwna 24, wyznaczymy
wzér tego wielomianu.

Wielomian W(x) mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej:
W(x) = a(x + 1)(x + 2)(x — 3).
Poniewaz reszta z dzielenia tego wielomianu przez dwumian x — 1 jest rowna 24,
wiec
24=W(1), stad
24=a(1+1)(1+2)(1-3)
a=-2
Wielomian ma wzér W(x) = —2(x + 1)(x + 2)(x - 3).
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Przyktad 6.
Obliczymy wspétczynniki a i b wielomianu W(x), W(x) = 2x3 + ax?+ bx + 6, jesli wie-
lomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x), gdzie P(x) = (x — 2)(2x + 1).

| sposdb — korzystamy z twierdzenia Bézouta.
Wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian (x — 2)(2x + 1), czyli
2(x — 2)(x + 0,5). Jest wiec podzielny przez kazdy z dwumianéw x — 2 oraz x + 0,5.
Z twierdzenia Bézouta wynika, ze liczby 2i —0,5 s3 pierwiastkami wielomianu W/(x).
W(2)=0 < 2-22+a-2+b-2+6=0
W(-0,5)=0 < 2-(-0,52+a-(-0,572+b-(-0,5)+6=0
Otrzymujemy uktad réwnan:

4a+2b=-22
0,250—-0,5b=-5,75 /-4

, stad b7

Ag+2b=-22 a=-9
a—-2b=-23

Szukane wspétczynniki wielomianu W(x) to: a=-9, b=7.

Il sposdb — korzystamy z podzielnosci wielomianu W(x) przez P(X).
Wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x),
wiec istnieje taki wielomian Q(x), ze
W(x) = P(x) - Q(x)
i stopien wielomianu Q(x) jest rowny 1 (dlaczego?). Zatem
Q(x) =mx + n, gdzie m # 0. Wéwczas
W(x) = (x - 2)(2x + 1)(mx + n) = (2% — 3x — 2)(mx + n) =
=2mx3+(2n —3m)x* —(3n +2m)x—2n
Poréwnujemy wspoétczynniki wielomianu:
2m=2 2n—-3m=a —(3n+2m)=»b -2n=6 stad
m=1 a=-9 b=7 n=-3
Szukane wspétczynnikito: a=-9,b=7.

Sp rawdz, czYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Wielomian W(x) jest zapisany w postaci iloczynu wielomianéw pierwszego
i drugiego stopnia. Podaj stopien wielomianu W(x) i wyznacz jego pierwiastki.
a) Wx)=(x-2)-(4-3x)-(x+1)-(x+4)
b) W(x)=3x-(9-4x)-(x+5)-(x*—x+2)
c) W(x)=(+2x—-3)-(2x*+2) - (4% +4x+1).
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10.

Podaj przyktad wielomianu W(x) czwartego stopnia zapisanego w postaci ilo-
czynowej, ktérego pierwiastkami sg tylko liczby:

a) —2,-1,1,2 b) 0,1,2,3 c) /5,45, 8.

Sprawdz, nie wykonujgc dzielenia, czy wielomian W(x) jest podzielny przez
dwumian P(x).

a) W(x)=3x*+2x® - 5x* + x -10, P(x)=x+2

b) W(x)=-5x*+7x3+4x* —6x +3, P(x) = x

c) W(x)=4x*—7x3+3x—14, P(x) = x

Wyznacz liczbe k, dla ktérej wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian
P(x), jesli:

a) W(x)=-x*—(k—4)x*— 10k - 15, P(x)=x+5

b) W(x)=2x*+(k—1)x*—(k+9)x—4, P(x)=x-2

c) W(x)=5x"—(k*+1)x* + 3kx — 4, P(x) =x+ 1.

Wyznacz wszystkie pierwiastki wielomianu W(x), wiedzac, ze wielomian ten
jest podzielny przez podany obok dwumian P(x).

a) W(x)=6x>—19x%+11x +86, P(x)=x-2
b) W(x)=4x3 + 24x* + 21x +5, P(x)=x+5
c) W(x)=x3+2x*—1, P(x) = x + 1.

Wykaz, ze liczba c jest pierwiastkiem wielomianu W(x). Nastepnie wyznacz
pozostate pierwiastki (o ile istniejg) wielomianu W(x).

a) W(x)=6x>+5x-7x—4, c=1 b) W(x)=2-x>—20x+28, c=2
c) Wkx)=x}+2x*—-x+6, c=-3 d) W(x)=-2x>-3x%+3x+2, c=-2.

Wyznacz warto$¢ m tak, aby liczba c byta pierwiastkiem wielomianu W(x). Dla
wyznaczonej wartosci m oblicz pozostate pierwiastki tego wielomianu.

a) Wx)=x*+(m-1)x*~(m+2)x-6, c¢=-3

b) W(x)=15¢+4(m+2)*>+3x+m-8, c=-2

c) W(x)=mx*—5x*—(m+7)x+40m, c=5.

Liczby % i 3 s3 pierwiastkami wielomianu W(x) = 4x* —(2a + b)x* — (4 —a)x + a.

a) Obliczaib. b) Wyznacz trzeci pierwiastek tego wielomianu.

Wielomian W(x) = 4x* — 20x* + ax? + bx — 30 jest podzielny przez wielomian

P(x) = (x — 2)(2x — 3).

a) Obliczaib. b) Wyznacz pierwiastki wielomianu W(x).

Wielomian W(x) = 2x* + ax? — 16x + b jest podzielny przez dwumian 2x + 6.
Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x + 1 jest réwna 36.

a) Obliczaib.

b) Wykaz, ze wielomian W(x) ma tylko dwa pierwiastki.
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Pierwiastki wymierne wielomianu

Catkowite pierwiastki wielomianu uporzadkowanego mozna wyznaczy¢ bez trudu
wtedy, gdy wspdtczynniki wielomianu sg liczbami catkowitymi.

Przyktad 1.

Wyznaczymy wszystkie catkowite pierwiastki wielomianu W(x),
gdzie W(x) = 3x3 + x + 4.

Zatézmy, ze liczba c, ¢ € Z jest pierwiastkiem wielomianu W/(x).
Woéwczas W(c) = 0, czyli

3c3+c+4=0, stad

3c3+c=-4, czyli

c-(3c2+1)=—4
Po lewej stronie ostatniej rownosci wystepuje iloczyn dwdch liczb catkowitych ¢
oraz 3c? + 1, a po prawej stronie — liczba —4. Zatem liczba —4 jest podzielna przez c.
Wynika stad, ze catkowitego pierwiastka wielomianu W(x) = 3x® + x + 4 nalezy szu-
ka¢ wsrdd catkowitych dzielnikéw liczby —4, czyli wsrdd liczb: -1, 4, 1, -4, -2, 2.

Obliczamy warto$¢ wielomianu W(x) dla kolejnych liczb:
W(-1)=3-(-1P2+(-1)+4=0
W(4)=3-8+4+4%0
W(1)=3-13+1+4=0

W(-4)=3-(-4P2+(-4)+4=0
2
)

Okazuje sie, ze jedynym catkowitym pierwiastkiem wielomianu W(x) jest liczba 1.

Twierdzenie 1.
Jesli wszystkie wspétczynniki wielomianu W(x), gdzie
W(x)=a,x"+a, X" +a, X" +..+a,x+a,oraza,#0ia,#0,
sg liczbami catkowitymi i wielomian W(x) ma pierwiastek catkowity, to pierwia-
stek ten znajduje sie w zbiorze dzielnikéw wyrazu wolnego a,,.

Cwiczenie 1. Wykaz, powotujgc sie na twierdzenie 1., ze wielomian W(x), gdzie
W(x) = x3 — x> — 5x — 3 ma tylko dwa pierwiastki catkowite.

Cwiczenie 2. Wyznacz wszystkie pierwiastki wielomianu W(x), gdzie
W(x) = 8x* — 10x* — 11x — 2, wiedzac, ze wielomian W(x) ma pierwiastek catkowity.
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Przyktad 2.

Sprawdzimy, czy wielomian W(x), gdzie W(x) = 2x°+ 3x + 1, ma catkowite pierwiastki.

Wszystkie wspodtczynniki wielomianu W(x) sg liczbami catkowitymi. Wyraz wolny

jest rowny 1, wiec jego dzielnikami sg tylko liczby 1 i —1. Obliczamy:
W(-1)=-4=0, W(1)=6=0.

Wielomian W(x) nie ma pierwiastkéw bedacych liczbami catkowitymi.

Cwiczenie 3. Podaj przyktad uporzadkowanego wielomianu trzeciego stopnia,
ktorego wszystkie wspdtczynniki sg catkowite i ktdry nie ma catkowitego pierwiastka.

Wiesz, jak znalez¢ catkowite pierwiastki wielomianu, ktérego wspotczynniki sg licz-
bami catkowitymi. Ponizsze twierdzenie informuje nas, jak wyznaczy¢ wymierne
pierwiastki takiego wielomianu.

Twierdzenie 2. O wymiernych pierwiastkach wielomianu
o wspétezynnikach catkowitych

Jezeli wielomian W(x), gdzie

W(X) = a, X" + @, X"+ @, X2+ ... + a2 + 0, + 0, oraz a,# 0§ ay # 0,
o wspotczynnikach catkowitych ma pierwiastek wymierny, ktéry mozna zapisac
w postaci utamka nieskracalnego, to licznik tego utamka jest dzielnikiem wyrazu
wolnego a,, natomiast mianownik — dzielnikiem wspdtczynnika a, przy najwyz-
szej potedze zmienne;.

Zatozenie: W(x)=a,X"+a, X" 1 +a, X" 2+ ..+ a2+ ax+a,
a,#0,0,#0, a,,04,...,0,€Z

liczba £ jest pierwiastkiem wielomianu W(x),

gdziep e Zige Z q+0,NWD(p, g) =1

Teza: p jest dzielnikiem wyrazu a, i g jest dzielnikiem wyrazu a,
Dowdd: Z zatozenia, ze W[Bj =0, otrzymujemy:
q
n n-1 2
an-(ej +an_l-(3] +...+az-(ej +al-£+aO:O, czyli
q q q q
n n—-1 2
a, -p—+an71 P T+...ta, -p—2+a1 -£+aO =0
a” a"” a a
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Mnozymy obie strony réwnosci przez g" :

(*) a,-p"+a, - p"t-q+..+0a,-p?-q"*+a,-p-q" +0a,-q"=0

a, - p"+a,,-p"r-qg+..+a,-p*-q"*+a,-p-q"t=—0a,-q"

p-(a, - p"t+a,,-p"?-q+..+a,-pq"*+0a,g") =0, q"
Z zatozenia wszystkie wspotczynniki wielomianu W(x) oraz liczby p i g sg catkowite,
wiec liczba w nawiasie jest catkowita. Zatem lewa strona réwnosci jest podzielna
przez p. Wobec tego prawa strona réwnosci tez jest podzielna przez p, czyli ilo-
czyn —a, - q" jest liczbg catkowita podzielng przez p. Poniewaz NWD(p, q) =1, wiec
rowniez NWD(p, q”) = 1. To znaczy, ze liczby p i @" nie majg wspolnych dzielnikow.
Zatem p jest dzielnikiem czynnika a,,.

Wréémy do réwnosci (*) i wyznaczmy liczbe —a,, - p":
—a,-p"=q-(a,,-p" +..+a,-p>q"3+a,-p-q"*+a, q"Y).

Rozumujac podobnie, dochodzimy do wniosku, ze g jest dzielnikiem wyrazu a,,.

Cwiczenie 4. Udowodnij twierdzenie 1., wykonujgc podobne rozumowanie, jakie
zostato przedstawione w dowodzie twierdzenia 2.

Z twierdzenia 2. wynika nastepujgcy wniosek:

Jesli wielomian W(x), gdzie W(x) =x"+a, - X"~ '+ ..+a, - X+ a,, oraz a, # 0,
o wspotczynnikach catkowitych ma pierwiastek wymierny, to jest on liczbg catko-
witg, bedacg dzielnikiem wyrazu wolnego.

Przyktad 3.

1 1
Niech W(x) = EXS —Ex2+ 1. Wyznaczymy wszystkie wymierne pierwiastki wielomia-
nu W(x).
Niektére wspétczynniki wielomianu W(x) nie s3 liczbami catkowitymi.

Ale zauwaz, ze wielomian W(x) mozna zapisa¢ w postaci

W(x) = % (X = X2 +2), czyli W(x) = % -Q(x),
gdzie Q(x) = x> — x> + 2.

Wielomian Q(x) ma takie same pierwiastki, jak wielomian W(x). Wszystkie wspot-
czynniki wielomianu Q(x) sg liczbami catkowitymi, a wspotczynnik przy x° jest réw-
ny 1. Zatem, jesli wielomian Q(x) ma pierwiastki wymierne, to sg one liczbami catko-
witymi i znajdujg sie wsrdd catkowitych dzielnikéw wyrazu wolnego 2.

Pierwiastki wymierne, jesli istniejg, nalezg do zbioru {71, 1,-2, 2}. Mamy:

a(-1)=o, Q(1)#0, Q(-2) =0, Q(2)#o.
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Tylko liczba —1 jest pierwiastkiem wymiernym wielomianu Q(x). Zatem wielomian
W(x) tez ma jeden wymierny pierwiastek réwny —1.

Zauwazmy, ze st. W(x) =5. Mozna wiec wnioskowaé, ze pozostate pierwiastki wielo-
mianu W(x) sg liczbami niewymiernymi albo liczba —1 jest jedynym pierwiastkiem
tego wielomianu.

Przyktad 4.
Wyznaczymy, o ile istniejg, wymierne pierwiastki wielomianu W(x), gdzie
W(x) = 2x3 — 5x2 — 4x + 3.

Wielomian W(x) ma wszystkie wspodtczynniki catkowite, wiec spetnia zatozenie
twierdzenia 2. Wyraz wolny to liczba 3, wspotczynnik przy najwyzszej potedze x to
liczba 2.

Liczba p jest catkowitym dzielnikiem liczby 3 tylko wtedy, gdy p € {—1, 1,-3, 3}.
Liczba g jest catkowitym dzielnikiem liczby 2 tylko wtedy, gdy g {71, 1,-2, 2}.

Jesli wielomian W(x) ma pierwiastki wymierne, to nalezg one do zbioru
1/ _11 11 _11 31 _3r _él E .
2 2

Sprawdzmy:

W(1) =0, W(-1)=0, WG) =0, W(—%j #0, W(3)=0.

1
Wyznaczylismy trzy pierwiastki wymierne wielomianu W(x): -1, E oraz 3. Zauwaz,

7e sg to wszystkie pierwiastki wielomianu W(x), bo st.W(x) = 3.

Cwiczenie 5. Wykaz, ze wielomian 4x* + 8x3 — 5x2 — 2x + 1 ma dwa pierwiastki
wymierne i dwa pierwiastki niewymierne. Wyznacz te pierwiastki.

Przyktad s.

Udowodnimy, ze liczba i/g jest niewymierna.

Zauwazamy, ze liczba /5 jest pierwiastkiem wielomianu W(x), gdzie W(x) = x* — 5,
bo

3
w(¥5)=(¥5) -5=0.
Na podstawie ostatniego wniosku wiemy, ze jesli wielomian W(x) ma pierwiastki

wymierne, to nalezg one do zbioru {—1, 1, -5, 5}. Liczba i/g jest pierwiastkiem
wielomianu W(x) i nie nalezy do zbioru {~1, 1, -5, 5}, wiec nie jest liczba wymierna.

Zatem %/E jest liczbg niewymierna.




Pierwiastki wymierne wielomianu

Przyktad 6.

Pokazemy, ze liczba %/5\/5+7 —%/5\/5—7 jest liczba naturalna.

Oznaczmy x = 3/5x/§+7—3/5x/§—7. Otrzymang réwnos¢ podniesmy stronami
do potegi trzeciej.

=502 4+7-3.Y(5v2+7) 52-7+3- Y52 +7-3(542-7) —542 +7

w=14-3-Y(sv2+7)(5v2-7) - (/55247 -3/542-7)
x>=14-3-350-49 -x, czyli

x>+3x—14=0.

Tak wigc dana liczba jest pierwiastkiem wielomianu W(x), gdzie W(x) = x* + 3x — 14.
Wspdtczynniki tego wielomianu sg catkowite oraz wspdtczynnik przy x3 jest row-
ny 1. Na podstawie twierdzenia 1. poszukamy catkowitego pierwiastka wielomianu
wsrod dzielnikdw liczby 14.

W(1)=0, W(2)=8+6-14=0
Wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x — 2, a ilorazem tego dzielenia jest
wielomian

Q(x)=x2+2x+7, stad

W(x) = (x — 2)(x* + 2x + 7).
Wyrdznik tréjmianu x? + 2x + 7 jest ujemny, wiec wielomian Q(x) nie ma pierwiast-
kow. To znaczy, ze jedynym pierwiastkiem wielomianu W(x) jest liczba 2. W takim
razie

Y52 +7-3s\2-7 =2, co koriczy dowdd.

SP rawdz, czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Wyznacz catkowite pierwiastki wielomianu W(x).

a) W(x)=x3+4x*—3 b) W(x)=3x*-112 -4

c) W(x)=3x>+6x2-3x—6 d) W(x)=—x*-4x3+5

e) W(x)=x*—23-9x+2x+8 f) W(x)=2x3+4x2 - 10x - 12
2. Sprawdz, ile pierwiastkéw catkowitych ma wielomian W(x).

a) Wx)=x>-7x"—x+7 b) W(x)=x*—2x>—4x+3

3. Wykaz, ze wielomian:
a) W(x)=3x"—14x3 + 17x* — 6x ma trzy catkowite pierwiastki.
b) W(x)=6x3+19x*+ 16x + 4 ma tylko wymierne pierwiastki.
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10.

11.

12.

13.

Wykaz, ze wielomian W(x) = 3x* — x> + 6x — 2 nie ma pierwiastkéw catkowi-
tych.

Pierwiastkiem wielomianu W(x) = x3 + 3x> + ax + b jest liczba —3. Wiedzac,
ze b jest liczbg pierwszg, oblicz brakujgce wspoétczynniki wielomianu W(x).

Dwa rézne pierwiastki wielomianu W(x) = x* — 8x* + ax? + bx + 15 sa liczbami
pierwszymi.

a) Obliczaib.

b) Wykaz, ze wielomian W(x) nie ma innych pierwiastkéw.

Wyznacz wszystkie pierwiastki wielomianu W(x), wiedzac, ze ma on pierwia-
stek catkowity.

a) W(x)=x®-2x-5x+6 b) W(x)=2x®—3x2—x—2
c) W(x)=25x3-20x2—7x +2 d) W(x)=23+5x-2x-5
e) W(x)=2x>—7x*—14x-5 f) W(x)=x3+4x>+3x—-2
. Wykaz, ze wielomian W(x) = x* + x3 — 5x* — 2x + 6 nie ma pierwiastkow wy-
miernych.
Wyznacz wszystkie wymierne pierwiastki wielomianu W/(x).
a) W(x)=6x-72+1 b) W(x)=8x3+18x>+3x -2
c) W(x)=2x>—x>—12x-9 d) W(x)=10x*+13x* + 12x> + 2x — 1

e) W(x)=16x*—32x>—8x2+24x+9 f) W(x)=6x"+x3—16x*+11x—2

Liczba —3,5 jest pierwiastkiem wielomianu W(x) = px3 + 11x% + 16x + q. Wy-
kaz, ze jesli liczby p i g sg liczbami pierwszymi, to wielomian W(x) ma tylko
jeden pierwiastek bedacy liczbg catkowita.

Wyznacz wszystkie wymierne pierwiastki wielomianu W(x).

5 3 7 1 2
a) W(x)=2x3+2x2—=x—= b) W(x)=2+-x*—=x—=
2 2 3 3 3

c) W(x)=1,5x-2,5x%-0,5x-1 d) W(x)=0,5x*+0,25x*—0,5x — 0,25
12, 18 4 1 10
- —X

e) W(x)=2x— ?xz - + < f) W(x)=2x* - ?4x3 + ?xz 3 3

14 4
——x

Wykaz, ze liczba:

a) 3 b) 232 o) ¥5 d) 0,5432
jest liczbg niewymierna.

Wyznacz wszystkie pierwiastki wielomianu W/(x).

a) W(x)=16x>—4x>—4x+1 b) W(x)=6x3—19x* + 2x + 3

=
c) Wx)=3x"-43-113+16x—4 d) W(x)=-2x*-x*—x>—x+1
e) Wx)=-3x*+43+6x> —3x—2 f) W(x)=4x"+4x+9x>—26x—15
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Rozktadanie wielomianéw na czynniki

Definicja 1.

Wielomianem rozktadalnym nazywamy wielomian rézny od wielomianu zero-
wego wtedy, gdy mozna go przedstawi¢ w postaci iloczynu wielomianéw ma-
jacych stopien rézny od zera. W przeciwnym przypadku wielomian nazywamy
wielomianem nierozktadalnym.

Przyktad 1.

a) Wielomian 2x3 — 2 jest rozktadalny, bo mozna go przedstawié¢ w postaci iloczynu

wielomianu pierwszego stopnia i wielomianu drugiego stopnia:
(2x=2)(x®+x+1)

b) Dwumian 2x — 2 nie jest rozktadalny. Mozna go przedstawi¢ co najwyzej w po-
staci iloczynu wielomianu stopnia zerowego i wielomianu stopnia pierwszego,
np. 2(x—1).

c) Tréjmian kwadratowy x? + x + 1 nie jest rozktadalny, bo wyréznik tego tréjmianu
jest ujemny (A = —3), tréjmian nie ma postaci iloczynowej.

Wszystkie wielomiany stopnia zerowego i wielomiany stopnia pierwszego sg nieroz-
ktadalne.

Wielomiany stopnia drugiego sg rozktadalne tylko wtedy, gdy mozna je przedstawié
w postaci iloczynu dwéch czynnikéw liniowych, czyli takie, ktorych wyréznik jest
nieujemny (A > 0).

Cwiczenie 1. Przedstaw wielomian 3x> — 9x — 30 w postaci iloczynu dwdch wielo-
miandow stopnia pierwszego.

Rozktad wielomianu na czynniki polega na przedstawieniu wielomianu w po-
staci iloczynu przynajmniej dwdch wielomianéw mozliwie najnizszego stopnia,
z ktérych kazdy ma stopien wiekszy od zera. Takie rozktady jednego wielomianu,
w ktdrych czynniki réznig sie tylko czynnikiem statym, uwazamy za jednakowe.

W przypadku wielomiandéw stopnia wiekszego niz 2 prawdziwe jest nastepujgce
twierdzenie.

Twierdzenie 1.

Kazdy wielomian stopnia co najmniej trzeciego mozna roztozy¢ na czynniki stop-
nia co najwyzej drugiego. Rozktad ten jest jednoznaczny, z doktadnoscig do kolej-
nosci czynnikéw i do state;j.
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Z powyzszego twierdzenia wynika, ze wszystkie wielomiany stopnia trzeciego i wyz-
szych stopni sg rozktadalne. Roztozy¢ wielomian na czynniki to znaczy zapisa¢ wie-
lomian w postaci iloczynu czynnikdw pierwszego stopnia lub czynnikéw drugiego
stopnia, ktdre nie sg rozktadalne.

Twierdzenie 1. nie podpowiada sposobu, w jaki moglibySmy roztozy¢ na czynniki
wszystkie wielomiany co najmniej trzeciego stopnia. Ponizej omdéwimy kilka metod.

Stosowanie wzoréw skroconego mnozenia

Przyktad 2.

Roztozymy wielomiany na czynniki, stosujgc wzory skroconego mnozenia:

a) F(x)=x*+10x*+25=(x*+5)*=(x®+5)(x*+5) (a+b)2=a”+2ab+b’
Czynnik x? + 5 jest nierozktadalny.
b) G(x)=x*-81=(x>-9)(x*+9)=(x—3)(x+3)(x*+9) a*—b? = (a—-b)(a+b)
Czynnik x*+ 9 jest nierozktadalny.
c) H(x) =x3+6x2+12x+8= (x +2)3 (a +b)*=a+3a%b +3ab? + b?
d) P(x)=8c-122+6x—1=(2x—1) (a-b)® = a®— 3a%b + 3ab? — b?
e) Q)= (x+2)2—27=(x+2)?-33=
=[(x+2)-3] - [(x+2)*+(x+2)-3+3?] = a*—b*=(a—b) (a®+ab +b?)

=(x—1)(0+4x+4+3x+6+9)
Q(x) = (x — 1)(x + 7x + 19)
Czynnik x*>+7x+ 19 jest nierozktadalny, bo A=-27, A<O.

Cwiczenie 2. Wielomian W(x) roztéz na czynniki mozliwie najnizszego stopnia,
jesli:
a) Wx)=x*-2+1  b) W(x)=16x*-1 c) W(x)=125+(x—1)?

Przyktad 3.
Roztozymy na czynniki wielomian W(x), gdzie W(x) = x* + 9.
Doprowadzamy wzér wielomianu do rdéznicy kwadratow a? — b2.
2
W(X)=x*+9=x*+6x?— 6x2+ 9 = (x* + 6x + 9) — 6x? = (x2 + 3)2— (\/6x)
Korzystamy ze wzoru a? — b? = (a - b)(a + b) i otrzymujemy:
W(x) = (x*+3-6x) (x> +3+/6x)
Czynniki x? — J6x + 3 oraz x2 + \/6x + 3 nie sg rozktadalne, A < 0. Zatem

W(x) = (x2 —\/€x+3)(x2 +\/gx+3) .

Powyzszy przyktad pokazuje, ze istniejg wielomiany parzystego stopnia wiekszego
od 2, ktére mozna roztozy¢ jedynie na czynniki stopnia drugiego. Takie wielomiany
nie majg pierwiastkéw. Jesli chcemy roztozy¢ na czynniki wielomian, ktéry nie ma
pierwiastkow, to najczesciej stosujemy wzory skroconego mnozenia.
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Grupowanie wyrazow i wytaczanie wspodlnego czynnika poza nawias

Przyktad 4.

Roztozymy ponizsze wielomiany na czynniki, wytgczajgc wspdlny czynnik poza na-
wias.
a) F(x)=2x°+6x*=2x" x+2x*-3=2x*x+3), czyli
F(x) = 2x*(x + 3)
b) G(x)=3x(x*+1)-(x+1)=3x-(x*+1)—1-(x*+1)=(x®+1)(3x— 1), czyli
G(x)=(+1)(3x—1)
c) H(x)= 4x%(x—5)—(5-x)x+2(x—5)=(x—5)4x*+ (x = 5)x + (x—5) - 2=
=(x—5)(4+x+2)
Wielomian 4x2 + x + 2 jest nierozktadalny (sprawdz to!). Zatem
H(x) = (x - 5)(4x% + x + 2).

Cwiczenie 3. Roztéz na czynniki wielomian W(x):
a) W(x)= —x%(x+1)+49(x +1) b) W(x)= 2x(x®>—9) +5(9 — x?)

Przyktad s.
Roztozymy wielomiany na czynniki poprzez grupowanie wyrazéw i szukanie wspoél-
nego czynnika otrzymanych grup.
a) Q(x)=2x3+6x2+5x+15=(2x* + 6x%) + (5x + 15) = 2x*(x + 3) + 5(x + 3) =
=(x+3)(2x®+5)
Wielomian (2x? + 5) jest nierozktadalny, zatem
Q(x) = (x+3)(2 +5).
b) P(x)=4x3+20x?—x—5=(4x3+20x%) — (x +5)=4x* - (x + 5) —1- (x + 5) =
=(x+5)-(4x*-1)=(x+5)-(2x—1) - (2x+1), stad
P(x) = (x +5)(2x — 1)(2x + 1).

Cwiczenie 4. Roztéz na czynniki wielomiany z przyktadu 5., grupujac wyrazy
pierwszy z trzecim i drugi z czwartym.

Przyktad 6.

Roztozymy na czynniki wielomian W(x), gdzie W(x) = x> — 7x + 6, metoda grupowa-
nia wyrazéw.

Jednomian —7x jest rdwny — x — 6x. Grupujemy wyrazy:
W(x)=x3 —-7x+6=x3-x-6x+6=(—x)+(-6x+6)=x-(x*>~1)-6-(x—1)

Rozktadamy tréjmian x> —1 na czynniki ze wzoru skréconego mnozenia. Wowczas
W(x)=x-(x=1)-(x+1)-6-(x—1)=(x—1) - [x- (x+1)—6], czyli
W(x)=(x—1)-(x*+x—6).

tatwo stwierdzi¢, ze x?+x— 6= (x — 2)(x + 3). Zatem

W(x) = (x —1)(x — 2)(x + 3).
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Szukanie pierwiastkow wielomianu i stosowanie twierdzenia Bézouta

Z twierdzenia 1. wynika, ze wielomiany stopnia nieparzystego majg w rozktadzie
na czynniki co najmniej jeden wielomian stopnia pierwszego. W takim razie kazdy
wielomian stopnia nieparzystego ma co najmniej jeden pierwiastek.

Przyktad 7.

Roztozymy na czynniki wielomian W(x), gdzie W(x) = 4x® + 4x> — 13x + 5.

Wielomian W(x) ma wspdfczynniki catkowite. Szukamy catkowitego pierwiastka
tego wielomianu wéréd dzielnikéw wyrazu wolnego, czyli w zbiorze {1, 1, -5, 5}.
W(-1)=18=0, W(1)=0.
Wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x — 1, a ilorazem tego dzielenia jest
wielomian
Q(x) = 4x% + 8x - 5.
Zatem
W(x) = (x — 1)(4x* + 8x - 5).
Znajdujemy pierwiastki x,, x, tréjmianu 4x? + 8x — 5.

1 1
A=144, JA=12, x,=-2=, x,=-=
2 2
Tréjmian Q(x) zapisujemy w postaci iloczynowej:

Q(x) = 4(x + 2%)()( —%) czyli Q(x)=(2x+5)(2x—1)

Ostatecznie W(x) = (x — 1)(2x + 5)(2x — 1).

Cwiczenie 5. Roztéz wielomian W(x), gdzie W(x) = 3x* — 13x — 2 na czynniki, znaj-
dujac jego catkowity pierwiastek.

Cwiczenie 6. Rozt6z wielomian W(x), gdzie W(x) = 24x3 — 10x* — 3x + 1 na czynniki,
znajdujac jego pierwiastki wymierne.

SPVaWdi, czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
1. Wielomian W(x) roztdz na czynniki, stosujgc wzory skréconego mnozenia.

a) W(x)=4x"—42+1 b) W(x)=9x*+ 42x + 49

c) W(x)=256x*-1 d) W(x)=(2x-5)>— (x>~ 6x+9)
e) W(x)=8x>—12x>+6x—1 f) W(x)=216+x3

g) W(x)=8x*-125 h) W(x) = (x—2)-27x3

2. Wielomian W(x) roztdz na czynniki, wytgczajgc wspdlny czynnik poza nawias.
a) W(x)=6x"+3x*+3x3

b) W(x)=(x*+3)(2x— 1)+ (x*+3)(x—3)
c) W(x)=(x—2)(22+5)—(x—2)x
d) W(x)=(x—2)(42+1)+2x2—x)
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10.

Wielomian W(x) roztdz na czynniki, stosujgc najpierw grupowanie wyrazow.
a) W(x)=3x>-2x*-3x+2 b) W(x)=x*—4x*—4x+ 16
c) W(x):%x3fx2+%xf% d) W(x)=3x3+6x2+22x+ 42
e) W(x)=2x"+3x*-2x-3 f) W(x)=3x"—x*—24x+8
g) W(x)=5x*—3x*+5x—3 h) W(x) = 64x* — 64x3 + 27x — 27
Wielomian W(x) roztdz na czynniki mozliwie najnizszego stopnia.
a) W( ) =x"-x3+x*-1
b) W(x)=(x+3)+2(x+3)*+(x+3)
c) W(x)=4(x—2)—x+2
d) W(x)=2(x—5)>—(x*—25)(x—5)
e) Wx)=(x—1P—-4(x-1)>+4(x-1)
f) Wx)=(x+1)>-4x—4
Wielomian W(x) roztéz na czynniki mozliwie najnizszego stopnia.
a) W(x) = x2(x2 + 3)> — 16x2 b) W(x) = 27x — x(x + 2)?
W(x) = (2x—1)* + (x + 2)3 d) W(x)=-3x>+5x>+3x-5
e) W(x) = 4x* + x3 — 36x% — 9x f) W(x)=6x5+9x* + 24/5x° + 3+/5x2
W(x)=(2x+1)—(x—1) h) W(x)=x*-6x*+9
Roz’roz W|eIomian W(x) na czynniki, znajdujgc jego catkowity pierwiastek.
a) W(x) = x3 - 3x +2 b) W(x)=4x®—x—3
W(x) = 4x3+8x2+5x+1 d) W(x)=2¢-x*—x—-10
e) W(x) = X3 +x2 —x +2 f) W(x)=4x3—12x2+3x+5
g) W(x)=5¢—42+x-2 h) W(x) = 2x3 - 7x% + 7x -2
Uzasadnij, ze wielomian W(x) nie ma pierwiastka. Nastepnie roztéz go na
czynniki stopnia drugiego.
a) W(x)=x*+25 b) W(x)=x*+16
c) W(x)=x*+7x*+16 d) W(x)=x"+9x%+81
Wielomian W/(x) rozt6z na czynniki.
a) W(x)=5x6-5 b) W(x)=x2-1
c) W(x)=64x" -1 d) W(x)=64x°—16x3+1
Wielomian W(x) roztz na czynniki.
a) W(x)=2x3+3x*+4x -3 b) W(x)=3x>—13x>+ 16x -4
c) W(x):x3+§x2+§x—1 d) W(x)=6x>—5x—2x+1
4 4 4
e) W(x)=6x3+17x*+11x+2 f) W(x)=2x372x279lx+5
Roztdz wielomiany na czynniki: 2

a) W(x)=x*+2x>—32—4x+4

b) W(x)=9x*+12x* + 7x% — 10x + 2

c) W(x)=x3+3x"—x3—11x>—12x— 4
d) W(x)=3x"+2x" —6x3 — 4x> + 3x + 2
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Réwnania wielomianowe

Potrafisz juz rozwigzywad réwnania liniowe i kwadratowe, czyli réwnania wielomia-
nowe stopnia pierwszego i stopnia drugiego.

Definicja 1.

Réwnaniem wielomianowym stopnia n, n € N, nazywamy réwnanie, ktére moz-
na przeksztatci¢ réwnowaznie do postaci W(x) = 0, gdzie W(x) jest wielomianem
stopnia n.

Réwnanie wielomianowe stopnia co najmniej pierwszego doprowadzamy do po-
staci W(x) = 0. Wéwczas rozwigzaniami tego réwnania bedg wszystkie pierwiastki
wielomianu W(x). Je$li wielomian W(x) nie ma pierwiastkéw, to réwnanie nie ma
rozwigzan.

Cwiczenie 1. Podaj rozwigzania réwnania:
a) 3(x+2)(2x-1)=0 b) (x*—1)(x+3)=0.

Zeby wyznaczyé pierwiastki wielomianu W(x), wygodnie jest roztozy¢ ten wielomian
na czynniki. Wiesz juz, ze kazdy wielomian stopnia wiekszego niz drugi mozna rozto-
zy¢ na czynniki stopnia pierwszego lub stopnia drugiego.

Przyktad 1.

Rozwigzemy réwnanie x* = — 4x% — 4x3,

Réwnanie najpierw porzadkujemy, czyli doprowadzamy do postaci W(x) = O.
X +4x3+4x2=0

Ze wszystkich wyrazéw wielomianu mozna wytgczy¢ wspdlny czynnik x2.
X(+4x+4)=0

Do wyrazenia w nawiasie stosujemy wzor skréconego mnozenia.

X (x+2)2=0
lloczyn jest rowny 0 tylko wtedy, gdy
x=0v x+2=0, czyli

x=0 v x=-2.
Réwnanie ma dwa rozwigzania: 0 oraz —2.

Przyktad 2.

Rozwigzemy réwnanie 5x> — 15x> —x + 3 =0.
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Grupujemy wyrazy. Wspdlny czynnik wytgczamy poza nawias.
52 (x—3)—(x-3)=0
(x-3)(5x2-1)=0
Wielomian stopnia drugiego rozktadamy za pomocg wzoru skréconego mnozenia.

(x— 3)(\/§x—1)(\/§x+1) =0, zatem

X—3=0 v 5x-1=0 v /5x+1=0
x=3 vV oX=— Vo X=——

5 5

Réwnanie ma trzy rozwigzania: 3, ?, -

Przyktad 3.

Rozwiazemy réwnanie x*—3x>+3x—1=(x— 1)~

Korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia a® — 3a%b + 3ab? — b* = (a - b)?, dane
rownanie sprowadzamy do postaci:
(x—12=(x-1)%  stad
(x—1?-(x—1)*=0.
Wytaczamy wspélny czynnik (x — 1)? poza nawias.
(x-1P[(x-1)-1)]=0
(x—1)(x-2)=0, zatem
x=1 v x=2
Réwnanie ma dwa rozwigzania: 1 oraz 2.

Przyktad 4.

Rozwigzemy réwnanie 6x3 —13x%>+4x+3=0.

To réwnanie jest uporzgdkowane. W tym przypadku skorzystamy z twierdzenia

o catkowitych pierwiastkach wielomianu. Niech W(x) = 6x> — 13x% + 4x + 3.

Pierwiastka catkowitego szukamy wsrdd catkowitych dzielnikow wyrazu wolnego

wielomianu, czyli liczby 3. Mamy:
W(-1)=6-(-13-13-(-1)*+4-(-1)+3=-20%0
W(1)=6-1>-13-1>+4-1+3=0

Liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu W(x). Wielomian W(x) jest podzielny przez

dwumian x — 1.

Wykonamy dzielenie schematem Hornera.

6 |-13| 4 | 3
1 6 |-7]-3 W(x) = (x—1)(6x2 —7x - 3)
6 |-7|-3|0
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Rozwigzujemy rownanie:
(x—1)-(6x*~7x—-3)=0
x—1=0 v 6x2—-7x-3=0

A=121, JA =11

1
X;=—— X,=1—
S T

Réwnanie 6x3 — 13x% + 4x + 3 = 0 ma trzy rozwigzania: 1, —5 oraz 15.

Przyktad s.

Rozwigzemy rownanie x°®=6x3+ 16.

Najpierw réwnanie porzagdkujemy:

xt—-6x3-16=0, stad

(®)-6-x-16=0
Réwnanie sprowadzamy do rownania kwadratowego przez podstawienie zmienne;j
pomocniczej t, gdzie t = x3. Mamy:

t2—6t—16=0
A=(-6)2—4-1-(-16)=100, VA =10
t,=-2, t,=8

Teraz wracamy do podstawienia:
xX3==2 v  x*=8

Funkcja y = x3 jest r6znowartos$ciowa, zatem otrzymujemy:
X= —%/E v o ox=2

Réwnanie ma dwa rozwigzania: ~32 oraz2.

Cwiczenie 2. Rozwiaz réwnania x> + 2 =0 oraz x> — 8 = 0, rozktadajac lewe strony
tych réwnan na czynniki.

SP rawdz, Czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Rozwiaz rdwnanie:
a) (3x-2)(22+2)(x+3)=0 b) (x*—8)(x*—x+2)(x2+2x—3)=0
c) (4-9)(125x +1)(x+2)=0 d) (4x>+8x—5)(27-8x)=0
e) (4x®+20x+25)(81x*~1)=0 f) (x*—16)(x>*—5)(x*-64)=0.
2. Rozwigz réwnanie:
a) 3x*+18x=-15x? b) x3 + 3x* = 16x + 48
c) 9 +4x=12x* d)x*-3x=4

e) x*=6-5x f) 3v6x3+/6x2=—12x—4.



Réwnania wielomianowe

10.

Rozwigz réwnanie:

a) 24x*-81x=0

c) 18x3—-27x>=2x-3
e) 23=x+1

Rozwigz réwnanie:
a) (83-1)(x*+6x+9)=0
c) x®+64=20x*

e) 2x*—6x*=x-3

Rozwigz rdwnanie:
a) 23+2=x>+4x

) 8x*—62 =4/18x—2x2

e) x°+3x3=40

Rozwigz rdwnanie:

a) x(x*-1)(3x-5)(3x*+7)=0
c) x*-3x2=4x-12

e) 3x¥-2x*-1=0

Rozwigz réwnanie:

a) x3—5x2=-10+ 2x

) 3x—1)(x*—2x-2)=0
e) 15x+ 20 =6x3 + 8x?

Rozwigz rdwnanie:

a) 5°+11x*+7x+1=0

c) x*+8=3x2+6x

e) X¥*—x*=3x+1

Rozwigz rdwnanie:

a) X +x(x—3P2=42-3x

b) x(x*-8)=4—x>-(5x+3)

b) x*+49 = 14x
d) xX6-7x3=8
f) (2x+1)*-64=0.

b) 6x3+8x*—3x—4=0
d) 3x-1)(x*+32+2)=0

f) 5 —2x2+5y3x-2y3 =0.

b) x*=6x2+ 27
d) 10x® —1=3x(x +2)
f) 3x*—17x*+20=0.

b) 4x° +x3 = 4x*
d) 2x*- (@ -3)(x*—4x+4)=0
f) X*+3x+4=0.

b) x*—3x3=5x>—15x
d) xX®+2x*=3
f) ¥*-8x+7=0.

b) 5x* +x=2(1+5x%)
d) ¥ +6x=x3
f) x¥+3x*+2=0.

c) (2x-1P—(x+2pP=x2-(6x-13)-9
d) 2x*—(x+1)*+x3—26=15x>—3x(x + 1)

e) 28x+x3—64=2(x—2)

f) (2x+1)(4%—2x+1)+ 14+ (4x+1)2=0.

Rozwigz réwnanie:
a) (x—2)(x+2x+4)=2x(2 - x)

b) 4+(x+1)(0—x+1)=(x+2)>—3x

o) (-12=7(x-1)02+x+1)

d) 19+x%+(x—2)(2+2x+4)=(x+3)>—3x
e) (X-3x)>—(2x*—1)=13x%+3x+5
f) (2x+3)2—(2x+1)(4x* - 2x+ 1) =10x +9.
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Zadania prowadzagce
do rownani wielomianowych

Rozwigzemy przyktadowe zadania, ktérych rozwigzanie sprowadza sie do znalezie-
nia rozwigzan réwnania wielomianowego stopnia co najmniej trzeciego.

Przyktad 1.

Wyznaczymy liczbe rzeczywistg, ktéra ma taka wtasnosc: iloczyn kwadratu tej liczby
i kwadratu liczby o 1 od niej wiekszej wynosi 144.

Analiza:
x —szukana liczba
x+ 1 —liczba o 1 wieksza od szukanej liczby
X2+ (x +1)* = iloczyn kwadratéw obu liczb

Utozenie i rozwigzanie réwnania:
X*(x + 1) =144
[x(x+1)]?-122=0
[x(x+1)-12] - [x(x+1)+12] =0
(@+x-12)- (2+x+12)=0
x*+x-12=0 v x*+x+12=0
A=49 A=-47, -47<0
X, =4, x,=3 réwnanie sprzeczne

Sprawdzenie:
e Jeslix=—-4, to x+ 1 =-3. lloczyn kwadratéw tych liczb jest rdwny:

(-4)%-(-3)?=16-9=144
e Wykaz, ze warunki zadania spetnia takze liczba 3.

Odpowiedz:
Dwie liczby spetniajg warunki zadania: —4 oraz 3.

Przyktad 2.

Prostopadtoscienne pudetko o podstawie kwadratowej ma objetosé réwng 32 dm3.
Wyznaczymy wymiary pudetka, wiedzac, ze dtugosci krawedzi sg liczbami naturalny-
mi i krawedz boczna jest 0 6 dm dtuzsza od krawedzi podstawy.

Analiza:
x — dtugos$¢ krawedzi podstawy pudetka (dm); x € N,
X + 6 —wysokos¢ pudetka (dm)
X%+ (x + 6) — objetosé¢ pudetka (dm?)
32 — objetosé pudetka (dm3)



Zadania prowadzgce do réwnai wielomianowych

Utozenie i rozwigzanie réwnania:
x>+ (x+6)=32
x+6x2-32=0
Z tresci zadania wiemy, ze dtugosci krawedzi pudetka sg liczbami naturalnymi.

Szukamy naturalnego pierwiastka wielomianu
x3+6x2-32
wsrod dzielnikéw liczby 32.

Jedynym naturalnym dzielnikiem liczby 32, dla ktérego wartos¢ wielomianu jest

réwna 0, jest liczba 2 (sprawdz!). Zatem
X=2, x+6=8.

Sprawdzenie:
Pudetko o wymiarach: 2 dm na 2 dm na 8 dm ma objetos$¢ 32 dm?3.

Odpowiedz:
Pudetko ma wymiary: 2 dm na 2 dm na 8 dm.

Cwiczenie 1. Wyznacz dtugosci krawedzi dwdch szesciandéw, wiedzac, ze jedna
z krawedzi jest dtuzsza od drugiej o 1 dm, a objetosci tych szesciandow rdznig sie

037 dm3.

SP rawdz, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu W(x) = x* + (a® — 24 + a)x* — 3x.

Wyznacz warto$¢ a i roztéz wielomian W(x) na czynniki.

2. Reszta z dzielenia wielomianu W(x) = x* + (a® — 2)x2 — (20 — 3a + 25) przez
dwumian x + 1 jest rowna —20. Wyznacz a i oblicz pierwiastki wielomianu

W(x) ]

3. Olajest o2 lata starsza od swojego brata Igora, ktéry ma wiecej niz rok. Oblicz
ile lat ma Ola, jesli wiadomo, ze kwadrat wieku Oli pomniejszony o 8 jest row-

ny szescianowi wieku Igora.

4. W pewnej liczbie trzycyfrowej cyfra jednosci jest rowna 5, a cyfra dziesigtek
jest o 3 mniejsza od cyfry setek. Wyznacz te liczbe, jesli wiadomo, ze iloczyn
cyfry dziesigtek i kwadratu cyfry setek jest rowny iloczynowi cyfry jednosci

i cyfry dziesiatek.

5. Wyznacz liczbe, ktérej podwojony kwadrat jest rowny iloczynowi szescianu

tej liczby i liczby o 4 od niej wiekszej.

6. lloczyn kwadratu liczby a i kwadratu liczby o 4 od niej wiekszej jest réow-

ny 441. Wyznacz te liczbe.
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8. Wielomiany

Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 8.

Test

1. Wyrazenie (—x— 2)(2x—x2 - 4) po uporzgdkowaniu jest rowne:
A —x>-8 B.x*-8 C.x*+8 D.x*+38

2. Suma wszystkich wspétczynnikéw wielomianu W(x) = (8x” — 5x° — 1)° jest réwna:
A.8 B. 64 C.1 D. 32

3. O wielomianie W(x) = x* — ax + b wiadomo, ze W(-1) = W(2). Wéwczas:
A.ae(24) B.ae(—0,2) Cae(428) D.a € (8, +o)

4. Liczba 242 jest pierwiastkiem wielomianu:
A W(x)=x*+x2—16 B. P(x) = 2/2x— 4
C.Qx)=x"—8 D. S(x) = x® - 8x

5. Wielomiany W(x) = (x —2)(x*—a) i P(x)=x*—2x>—3x + 6 s3 réwne, jesli:
Aa=2 B.a=3 Ca=-2 D.a=-3

6. Jesli P(x) = (2x — 12 i Q(x) = (2x — 3)(4x*> + 6x + 9), to stopieri wielomianu
P(x) — Q(x) jest réwny:
A.0 B.1 C.2 D.3

7. Objetosc¢ szescianu o krawedzi majacej dtugosé 2\/5 + 1 jest réwna:
A.3043 +37 B.2683+13  C.2443+1 D. 46+/3 + 15

8. Wielomian W(x) = x> — 32 jest podzielny przez dwumian:
A x+1 B.x—2 C.x+2 D.x—-1

9. Przez ktdry z ponizszych wielomiandw nie jest podzielny wielomian:
W(x) = (x — 1)(x + 2)(x + 1)?
A x*-1 B.x*+x—2 C.x*+3x+2 D.x2+2x+3

10. Reszta z dzielenia wielomianu W(x) = 3x* + 4x*> — 18x + 5 przez dwumian x — 2
jest réwna:
A.2 B.3 C.6 D.9

11. llorazem z podzielenia wielomianu W(x) = 2x3 + x — 3 przez dwumian x — 1 jest
wielomian:
A.2x+2x+3 B.2x> -3 C.2x>+x+3 D. 2x*> + 3x

12. Wyrazenie 9x* — 6x3 + x? po roztozeniu na czynniki ma postaé:
A. 3x%(x% — 2x) + X* B. x%(9x? — 6x)
C.x(3x—1)(3x+1) D. x*(3x - 1)?

13. Liczba pierwiastkéw wielomianu W(x) = (x2 + 4)(5x2 — x — 1)(x3 + 1) jest réwna:

A7 B.5 C.4 D.3

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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Zadania otwarte

14. Dane sa wielomiany P(x) = (x — 3)(x* + 3x + 9), W(x) = 4x* — 2x + 1. Wyznacz
wielomian F(x) = (2x— 1)(2x + 1)P(x) — x*W(x) i uporzadkuj go malejaco. Jaki jest
stopieri wielomianu F(x) ?

D 15. Wykaz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x wartos¢ wielomianu
W(x) = (x +2)(x@ - 2x + 4) — (x + 2)? + 6(x + 1)? jest stata.
16. Sprawdz, czy istnieje liczba m, dla ktdrej wielomiany W(x) = (x— 4)3 oraz
P(X) =X+ 2(m — 3)x2 —16mx — 64 sg rowne.

1 6
17. Usun niewymiernos$¢ z mianownika utamka: a b .
v 'aom M

D 18. Wykaz, ze liczba:
a) 33 -2%jest podzielna przez 5 b) 52— 2% jest podzielna przez 187.

D 19. Wykaz, ze dla dowolnej liczby catkowitej parzystej wartos¢ wielomianu
W(x) = 4x* + 16x3 + 16x* jest liczba podzielna przez 256.

D 20. Wykaz, ze jelix—y=2 i x-y=6, tox>—y3=44,

D 21. Wykaz, ze suma szesSciandw dwodch kolejnych liczb naturalnych, ktére przy dzie-
leniu przez 3 daja reszte 2, przy dzieleniu przez 9 daje reszte 7.

D 22. Wykaz, ze liczba §/10 jest pierwiastkiem wielomianu W(x) = 10x2032 — x2040,

D 23. Wykaz, ze wielomian W(x) = x*° — 20x* + 16x — 5 jest podzielny przez dwumian
x+1 i nie jest podzielny przez dwumian x — 1.

D 24. Wielomian W(x) = 2x* + ax® — 11x* + x + b jest podzielny przez dwumiany x — 2
oraz x + 3.
a) Obliczaib. b) Wykaz, ze wielomian W(x) ma tylko dwa pierwiastki.

25. Wielomian W(x) = 3x® + 2x> — 7x + 2 ma dwa catkowite pierwiastki. Przedstaw
ten wielomian w postaci iloczynowej.

26. Rozwigz réwnanie:

a) 93 —18v2x*=4x—8\2 b) x¥(x —2)=x(8 - 4x)
c) (3x-2)P-64=0 d) 2 -7 +7x-2=0.

27. Dane s dwa zbiorniki na wode: jeden w ksztatcie szescianu o krawedzi dtu-
gosci x, a drugi w ksztatcie prostopadtoscianu, ktérego podstawa ma wymia-
ry x na 3x. Wysokosc¢ zbiornika prostopadtosciennego jest o 2 m krétsza od wy-
sokosci zbiornika sze$ciennego, a objeto$¢ tego zbiornika jest o 32 m3 wieksza
od objetosci zbiornika szesciennego. Podaj wymiary zbiornika prostopadto-
sciennego.

28. Rozwigz nieréwnosci:

a) (x+2P - 1lx <x(x+2)+7 b) (x—1)(x®+x+1)<(x—1).

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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C

Cieciwa okregu 115

Cosinus kata dowolnego 168
Cosinus kata ostrego 163
Cotangens kata dowolnego 168
Cotangens kata ostrego 163

D

Dtugos¢ odcinka 190

Dtugos¢ wektora 7, 14
Dwusieczna kata 104

F

Funkcja kwadratowa 56

G

Grupowanie wyrazéw 305

lloczyn wektora przez liczbe 9

J

Jednomian 262
Jedynka trygonometryczna 175

K

Kat dopisany do okregu 133
Kat $rodkowy 128

Kat wpisany 129

Koto 128

N

Nieréwnosci z wartoscig bezwzgle-
dng 49

Nierownos¢ kwadratowa 94

Skorowidz

o

Okrag 115

Okrag opisany na trojkacie 149
Okrag wpisany w tréjkat 153

P

Pierwiastek wielomianu 291
Podzielnos¢ wielomianéw 281

Pole figury ptaskiej 233

Promien okregu 115

Prostopadtos¢ prostych opisanych rowna-
niami kierunkowymi 196

Prostopadtos¢ prostych opisanych rowna-
niami ogélnymi 203

Przesuniecie réwnolegte o wektor (trans-
lacja) 20

Punkt stycznosci prostej i okregu 117

R

Rozwigzywanie tréjkata 227

Réwnania z wartoscig bezwzgledng 46
Réwnanie kanoniczne okregu 205
Réwnanie kierunkowe prostej 193
Réwnanie kwadratowe 88

Réwnanie ogdlne prostej 199

Réwnanie okregu 205

Réwnanie okregu w postaci zredukowa-
nej 206

Réwnanie prostej przechodzacej przez dwa
dane punkty 196

Réwnanie wielomianowe 308
Réownolegtosé prostych opisanych réwna-
niami ogélnymi 201

Rdéznica wektoréw 9, 15

S

Schemat Hornera 288
Sieczna okregu 119



Skorowidz 317

Sinus kata dowolnego 168
Sinus kata ostrego 163
Skala podobienstwa 113
Styczna do okregu 117
Suma wektoréw 8, 14
Symetralna odcinka 104
Symetria osiowa 28
Symetria srodkowa 32

7

S

Srednica okregu 115

Srodek ciezkosci tréjkata 110
Srodek odcinka 44
Srodkowa trdjkata 108

T

Tangens kata dowolnego 168
Tangens kata ostrego 163
Translacja 20

Tréjkat 105

Tréjkaty podobne 247
Trojkaty przystajace 108
Twierdzenie Bézouta 292
Twierdzenie cosinuséw 219
Twierdzenie sinusow 223

W

Wartosé bezwzgledna 41

Wektor 7, 11

Wektory przeciwne 15

Wektory rowne 8

Wielomian 263

Wielomian nierozktadalny 303
Wielomian rozktadalny 303
Wielomian stopnia zero 263
Wielomian zerowy 263
Wielomiany réwne 270

Wysokos¢ trojkata 108

Wzajemne potozenie dwdch okre-
géow 122

Wzajemne potozenie prostej i okre-
gu 116

W?zory skréconego mnozenia stop-
nia 3. 273

Wzér funkceji kwadratowej w postaci iloczy-
nowej 69

Wzér funkcji kwadratowej w postaci kano-
nicznej 62

Wzér funkcji kwadratowej w postaci ogol-
nej 61

Wzér Herona 244
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Odpowiedzi do zadan

1. Przeksztatcenia wykresow funkgcji

Wektor w uktadzie wspétrzednych, s. 18-19

1. a) AB =[3,4] BA=[34] b)AB=[3,2] BA=[3 2]
3. a=[50)lal=5 b=[0,4]lbl=4 ¢=[1,2) =15
d =[1,-3], dl =10 e=[2,-1], €|:J§ f=[-6,-2], |f| =210
4. a)B(4,5) b)B(-6,2)
5. a)A(7,-5) b)A(2,9)
6. a)D(11,0) b)D(3,6)
7. a)a=-3,b=-6 b)a=1,b=-3
8. a)(1,0) b)(9,2) c)(-21,11) d)(37,-19)

9. a)v/53 b)17 ¢)13 d)25

10.a) PB =2 PA b)?:%? c)?=§/? d) PB =-=PA
11
11.a) B(-8,29) b)B(4,1) «¢) 3(25,45j
12.a)[2,1] b)[6,-5] c)[0,4] d)[-4,4]
13.a)5 b)41 ) 2/41 d)17
14.a)a=1,b=4 b)a:—l,b:4E c)azl,bzZ d)az—i,b:—l
5 5 5 5 10 10

15.a)a=-6 b)a=-2

Przesuniecie réwnolegte. Przesuniecie rownolegte wzdtuz osi OX, s. 23-24

1. a)y=(x+1p b)y=(x—2)?
2. a)y=|x-3] b)y=|x+5|
5. flx)=-2x+15

6. y=—x*+x+7

7. y=~x-1,x>1



Odpowiedzi do zadai

9.

U =[-18,0]
10.a) D,=(2,17) b)D,=(-13,2)
11.a)-27,-25,-12 b) 39,41, 54

Przesuniecie réwnolegte wzdtuz osi OY, s. 27

1.
2.

Symetria osiowa. Symetria osiowa wzgledem osi OXi OY, s. 31

1.

a)y=x3-2

y = |x— 5| —2; najmniejsza warto$¢ to -2

b)y=x3+1

wskazéwka: a) U = [0,5]

wskazéwka: a) U =|0,3]

a)D=(-7,4),ZW = (-, 12)

b) u=[0,-1]

b) u=[5,0]

a)D=(-22,-3), ZW=(-x0, 1)

a)y=3x2—2x—3 b)y=3x*—14x+17

1
aJy=—-—x-1
)y 5

a) y=——
X—

a) y=—\/;+1, xe<0, + )

a)

14, xeR—-{4}

1
b)y=—x+1
)y 5

b)y=—
b) y=v—x—1, xe(—,0)

D;=(-3,5), ZW,=(-3,2) a)D,=D, ZW,=(-2,3)

o) w=[-2,-1]

) w=[3,-2]

b) D=(0, 11), ZW = (~o0, —6)

b) D=(-1,18), ZW = (-, 4)

c)y=3x>+4x+5

! czyli y=
—4’

b) D, = (-5, 3), ZW, =2ZW,

_14, XeR—{—4}

X -3 -1

0

3

5

gx) | o | -2

-4

-6

)

a)y=-x*-3x+1

a)

b)y=x*-3x-1

Il Il Il
T T T
a3 |

3149
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Odpowiedzi do zadai

Symetria srodkowa. Symetria sSrodkowa wzgledem punktu (0, 0), s. 34

1.

o v o~ W

a)y=—|x+3,D=R b) y=—J-x —2, D= (-, 0)
1
c)y=—x—4,D=R dy=——-1,D=R-{-5}
X+5
a)y=-2x>-7x+5 b)y=x>+2x+9

1 -3
c)y=——+1,D=R-{3} dy=——+4,D=R-{-2}
x=3 X+2
2,—7,-108
=(-8,4), zw=(-5,0)
wartos¢ najwieksza funkcji g: —1, wartosé najmniejsza funkcji g: —9

a) symetrie osiowa wzgledem osi OY b) symetrie osiowg wzgledem osi OX
c) symetrie srodkowa wzgledem punktu O(0, 0) lub translacje o wektor [0, —2]

Zastosowanie wykreséw funkcji do rozwigzywania réwnan i nieréwnosci, s. 37

1.

a)x=1 b)x e {-1, 1} c)xe {-6,-3}
dxe{-1,0,1} e)xe {-1,0} f)x e {2,5}

a)x € (-4,0) b) x € (—o0, —4) U (-3, +) ¢) x € (~o0,-3) U (0, +)
d) x € (—o0, 1) e)x € (-2,0) U (1, +x) f)x € (0, 4)

x € (~o0,0) U (0,2) U (3, +x)

Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 1., s. 38-40

Test

Nr zadania 1/2 /34|56 |7 |8|9|10|11|12 13|14 15

Odpowiedz c, B|C/ A/ D/ B|/A D|JC|B|/A|B|D|C D

Zadania otwarte

16.

17.

18.

19.
20.
21.
23.

a)(0,3) b)xe{—5,3} c)x e {-4,2}

b)g(x)=——, D=R— {3} c¢)xe (-0, 1)U (3, +x)
) g(x) = 7x3+2 c)x=1
b)g(x)=—3-x, D=(—0,3) ¢)xe(-1,3)

a)x=1 b)x=-4

a)x e (-0, -2) U (-1,0) b)x e (0, +o) U {-4}

b) c)

-11, -9 | -8 | -6 | -4 x |-4]-2,0|1]3
y | 5|4 ]3]2) 1 y | 6|78 ]9 ]10
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24.3)21 b)1 ¢)5

2. RAwnania i nierédwnosci z wartoscig bezwzgledna

Wartos¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej, s. 42—-43

1. a) 1% b) 0 c)4,8 d) 0,7 e) 1,4 f) 0,75
2. a)9 b) -10 06 d) 20
3

3. a)-2,4 b) 33 c) 27 d) 10
4. a)1 b) 10 ) -1 d)o e)9V2-6v3 f)14+243 —46
5. a)315 11 b) 69 — 482 c)-18 d) 44
6. a)6v2-7 b)ﬂ o5t d) 2

13 2
7. a)0,8 b) 14 5 d) 324

8. a) wartos¢ wyrazenia jest rowna 2
b) wartos$¢ wyrazenia jest rowna 11
c) wartos¢ wyrazenia jest rowna —18
d) warto$é wyrazenia jest rowna 2

9. a)-a*+3a+1 b) 6a — 12 c)a-7 d) -3a%+32a%>—95a + 50

Odlegto$é miedzy liczbami na osi liczbowej. Geometryczna interpretacja
wartosci bezwzglednej na osi liczbowej, s. 45

1. a)1,4 b) 22% c) 92,5 d) 53
2. a)14 |o)5+2‘/g 02-25 d)%
3. a)la-10/=1 b) [b| =8 c)|c+3]>4 d)jd-7/>1

Proste réwnania z wartoscia bezwzgledna, s. 48
1. x e {-5,1}; wskazéwka: |x + 2| =[x — (-2)|

2. a)xe {-1,1} b) x € {-13, 5} c)x € {3,13}
d) x € {3, 7}; wskazéwka: |5 — x| = [x - 5|
e) x € {-5, 3}; wskazéwka: |-x — 1| = |x + 1|
f) x € {2, 10}; wskazéwka: doprowad? réwnanie do postaci |[x — 4| =6
3. a)jx-7|=4 b) [x +12|=9 c) [x+29| =45

d)|x|:\/§—1 e)|x—5|:\/§ f) [x+193|=0
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4. a)x e {-3,3} b)x € {4, 6} c)x € {114, 106}
d) x € {-47,-5} e)x e {-9,19} f) x e {-23,91}
11
5. a)xe{—z,z} )xe{1-3v2,143V2}  ¢)xe {-55,105}
1.2
d)x € {-6,0} e) xe{g,lg f)x e {-3,7;-2,3}
6 a) réwnanie sprzeczne b) x € {-3,5} c)x e {-5,-3}
d)x=-2 e)x e {2,8} f)x e {-9,-3}
8. a)xe {-2,12} b) xe —20%,2%}
c) réwnanie sprzeczne d) x € {-8, 6}

9. a)xe —ll,—Z
3 3

{ 52, } c)x e {-2,8}
1 1
d) xe{—3z,52} e)x e {

4,7; 0, 7 f) réwnanie sprzeczne

Proste nieréwnosci z wartoscig bezwzgledng, s. 52-53
1. xe (-0, -3) U (5, +x)

2. a)xe(-1,1) b) x € (3,13) c) x € (~o0, =5) U (7, +o0)
d)x e R—{-5} e)x e (0, -8) U (6, +0) f)x=-8
g)x e (—oo,3%]u(6%,+ooj h)x e (710, 78) i) (—00,—2§>U<§,+°°)
3. a){o} b) & c)R dR-{3} e)R f) {4}
4. a) M<3§ b) 2/ <2 o M >
d)|x—4/<8 e) Na przyktad: [x +3|> -8 f)[x—-5|>7
g)[5-x>0 h) [x+4/<0 i) x+3]<
5. a)x e (40, 18) ) x € (~o0, 14) U (20 +o0)
c) x € (20, 50) [ —0, U (2, +0)
e)xe(—lz,lj f)xe( —00, —4= ) ( 31 +oo)
5 2
6. a)xe(5,9) )x € (~0,-3) U(7,4+0)  c)x € (—o0, —4) U (-2, +x)

1.3
7. a)xe (IZ'ZZJ b) nieréwnos¢ sprzeczna c)x e {73}
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d)xe(—zﬁ—4,2\/§+4) e)xeR f)xe[—oo,%ju(l,mo)
8. a)xe (—oo,—%)u(4§,+oo] b) x € (-5, -3)

¢) nieréwnos¢ sprzeczna d)x e {78}
9. a)xe(1,5) b)x € (o0, -14) U (2,+0) c)xeR d)xe {5}
10.a)x e (V3-14,43+14)  b)xe {-22} c)xe(—l—%,—h—%}

d) xe(—w,—3—£u—3+£,+m]

2 2
11.a)2 b) 11 oraz 13
1 2 1 .1

12.a)x e (-5,-3) U (-1, 1) b) x e {4} c)xe [—75, —5§>u<—4§,—zzj

13.A={-8,-6,-4,-2,0}, B={2,3,5}, Cc=(0,4)
a)AuB=1{-8,-6,-4,-2,0,2,3,5}
b) A C= {0}
c)B-C= {5}
d)BnC={2,3}
e)C-A=(0,4)

Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 2., s. 54-55

Test

Nr zadania 1 2 3| 4 5 6 7 8 9 |10 |11 |12 | 13 | 14

Odpowiedz | A | C B| A | D B D | D B C/ /A  C| A |D

Zadania otwarte
15.a)x € {ﬁ_3,ﬁ+3} b)x=2 c)réwnanie sprzeczne d)x e {73, 71}

e)x e {3,11}
16. jesli k=-13, to drugim rozwigzaniem réwnania jest (716); jesli k=-5, to drugim rozwia-
zaniem réwnania jest 0

17.a)x € (0, -8) U (=2, +0) b)xeR c)xe(-3v2-2,-32+2)
d)x e (8-513,8+5V3)

18.AnB=(1,3) A-B=(-1,1) B-A=(-0,-5)U(3,+0) AUB=(-w,-5)uU(-1,+x)
19. Liczby spetniajace nierownosé to 1i 5, wiec ich iloczyn jest liczbg podzielng przez 5.

23.a)xe {-3,9} b)xe {46} c)xe {3%,14}
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3. Funkcja kwadratowa

Przypomnienie wiadomosci o funkcji kwadratowej z | klasy, s. 59-60

1. a)f(x)=-9%+12x; a=-9,b=12,c=0 b)f(x)=-2+2x-3; a=-2,b=2,c=-3
Af(x)=2x*-1; a=2,b=0,c=—1 d)f(x)=2x+4x—-6 e)f(x)=2x>—2x f)f(x)=4x
a)y=-0,5x> b)y=3x? c)y=-2x%
a)b=2,c=4 b)b=-1,c=-9

1
a)y=-2x>+5 b)y:Ex2—4x—11

) f(X) =237 b)f()=—(x+5)? o) f(x)= %x2+ 2 d)fx) :_gxz_ 7
a)y=3(x+2P-5 b)y=3(x-4)+3

a) W(1,0); (0,-2)

b) w(0, -4); (0,—-4)

6 7 X
d) W(-2,3); (0,2)
Ay
44
43
- 2
y =1 \
75431 __O_li > 3 X
—+— +—+ —+—+— +-2
3-2-1191 23456 7x
41 43
+-2 44
1
e) W=(3,-2); (o,zzj fyw(-1,-1); (0,-2)
Ay
+s
14
_3 y:f(X) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 >
—6 -5 —4 —3 —2 — 2 3 4x
324 02 23465 67X y = flx)
+-2
+-3
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8. a)ZW = (-4, +x); fmalejaca w przedziale (—oo, —2), rosnaca w przedziale (-2, +o0); x= -2
b) ZW = (-0, 6); f rosnaca w przedziale (o, 1), malejaca w przedziale (1, +0); x =1
c) ZW = (0, +); f malejaca w przedziale (—oo, —4), rosnaca w przedziale (—4, +o0); x = -4

d) ZW = (—o, 0); frosnaca w przedziale (—oo, 3), malejaca w przedziale (3, +0); x =3
e) ZW = (-1, +); f malejaca w przedziale(—oo, —4), rosnaca w przedziale (-4, +x); x = -4
f) ZW = (—o0, —4); f jest rosnaca w przedziale (—0, 2), malejaca w przedziale (2, +); x =2

9. a)f()=(x+2 b)f(X)=—(x—1)2+4 Of(x)=— ~(x—3P+2; fx)=——x>+3x —>
d) f(x) =—2(x—1)>-3 2 2 2

10. f(x)=7 = (x=0v x=-4)

11. f(x) =3(x—2)*~5

Zwiazek miedzy wzorem funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej,
a wzorem funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej, s. 64

1. a)f(x)=-2¢+4x+1 b)f(x)= %x2+ 4x+4 ) f(x)=3x-12x+17
2. a)f(x):%(x+2)2+6 b)F()=3(x—12+2 ) F(x)=—2(x—3)2—2
3. a)A=0 b)A=25 c)A=-36\2

4 1 1

4. a)W(a,5) b)W(—E,—ggj C)W[Z'O)
5. alb=-3 b)b=2 c)b=-6

1 2
6. a)a=-2,b=-6,c=8 b)a:E,b:Z,c:—Z c)a:—g,b:4,c:—16

7. a)a=-2; (0,-13) b)a=3; (0,0) c)a=%; (0,8)

8. a)f(x)=(x+2)+3; (0,7),(-4,7) b) £(x) =(X_%j2 1

325
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2)2 —6%; (0,0), (3,0)

Miejsce zerowe funkcji kwadratowej. Wzér funkcji kwadratowej
w postaci iloczynowej, s. 71

1. a)dwa b)dwa c)jedno

2. a)dwa b)zero c)jedno

3. a)-8,8 b)0,10 c)brak miejsc zerowych

4. a)-7,1 b)-6 ¢)-3,0

5. a)y=%(x+6)~x b) y =-5(x—6) o) y=6(x++3)(x=+2)
1 1 1 1
6. a)f(x):—zx2+ Ex+ 10 b) f(x) =3x—21x c)f(x):gx2+ 3x+ 135
7. a) y:%(xf3)(x+ 5) b)y=-2x(x—6) ¢ y:f%(x+ 8)>?
8. a)x,=-5,x,=3; W(-1,-32) b)x;=-2,x,=0; W(—l,—%) c) x, =4, x,=4; W(0, 16)

9. a)f(x):%(x—5)2_3 b)f(x):—%(x+2\/§)2+4 c)f(x):Z(x+3%j2—%

dy=-2(x+1? e)y=—(x—6? fly=x>-5
10. a) f(x) = (x +3)(x +7)  b)f(x)=—2(x-3)(x+1) c) nie istnieje
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Szkicowanie wykresow funkcji kwadratowych. Odczytywanie wtasnosci
funkcji kwadratowej na podstawie wykresu, s. 74

1
1. a) D;=R; ZW,= <_4E' +ooj; miejsca zerowe: —4 oraz 2;

4.

f(x)>0 < x e (—0,-4) U (2, +x), f(x) <0 < x € (-4, 2); funkcja jest rosnaca w prze-
dziale <71, +oo), funkcja jest malejgca w przedziale (foo, 71>; funkcja przyjmuje wartosc

1
najmniejszg réwna —45 dla argumentu -1

c) D;=R; ZW;= (-, 0); miejsce zerowe: —2; f(x) <0 < x € R— {-2}, funkcja nie
przyjmuje wartosci dodatnich; funkcja jest rosngca w przedziale (foo 2) funkcja jest

327

malejgca w przedziale ( 2, +oo) funkcja przyjmuje najwiekszg wartos¢ réwna 0 dla ar-

gumentu —2.

a)xe(-1,2) b)xe (-0, 00U

(2, +oo)

a)a>0,b>0,c<0,A>0 b)a<0,b>0,c<0,A<0 c¢c)a>0,b>0,c>0,A=0

d)a<0,b<0,c>0,A>0

a)

b)

-3-2-1

Wyznaczanie wzoru funkcji kwadratowej na podstawie jej wtasnosci, s. 77-78

1.
2.
3.

b=12, c=0
b=-1, c=12
f(x)=-0,5x*+8x—31

X)=— (—)—9

~

f(x)=0,6x*+1,2x + 0,6

7. f(x)=-2(x—2)2+32
8. f(x)=2x-32x+96
9. f(x)=-2x2+16x—-32

(
(
(
f(x)———x + 1;x+4§
(
(
(
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10. f(x) =-0,2 - (x + 9)(x — 1)
11. f(x) =3(x—3)>— 48

12. f

1 3
X) = 1 3 10ix+113
2 4

(
(

13. f(x) = 2(x 3)2-32

14.f(x):_2.£X+12‘;\/§J{X+12—\5]

2

15. f(x) =2+ 10x - 21

16. a:—l, b=-1
4

17.a=

, b=2

NII—\

18.b=-42,c=4 lub b=42,c=4

Najmniejsza oraz najwieksza wartos¢ funkcji kwadratowej
w przedziale domknietym, s. 81-82

1.

a) w przedziale (3, 5>: wartos¢ najmniejsza —3, wartos¢ najwieksza —1; w przedziale
(1, 6): wartos¢ najmniejsza —6, wartos¢ najwieksza —1  b) w przedziale (2, 6>: wartosc
najmniejsza 0, warto$¢ najwieksza 1; w przedziale (6, 8): warto$¢ najmniejsza 1, wartosé
najwieksza 4

a) najmniejsza wartos$¢: —4, najwieksza wartosé: 5 b) najmniejsza warto$é: —3, najwiek-

szawartos¢: 1 c) najmniejsza wartos¢: 0, najwieksza wartosé: ZZ

a) najmniejsza wartosc¢: 2, najwieksza wartos¢: 3% b) najmniejsza wartos¢: —8, naj-
wieksza wartos¢: 0 c) najmniejsza wartosc: 2%, najwieksza wartosé: 6  d) najmniej-
sza wartosé: 12 — 4\/5, najwieksza wartosc¢: 11 e) najmniejsza wartos¢: 0, najwieksza
wartos¢: 1 f) najmniejsza wartos¢: 712%, najwieksza wartosc¢: —8

f przyjmuje najmniejszg wartos¢ dla argumentu 5

a) f przyjmuje najwieksza wartos¢ dla argumentu —2 b) f jest rosngca w zbiorze

(—oo, —2), wiec jest tez rosngca w przedziale <—4\/§, —3\/§>, X, & <—4\/—, —3\/E>

£(x) :_%(H 3 +4

fx)=2(x-2)-4
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8. f(x)=-1(x+3)(x-2)
9. f(x)=2(x—4)% wskazéwka: W(4,0), zatem f(1) = 18 i parabola ma ramiona skierowane

do gory
16 24

1O.f(x):f§x2+?xf? lub f(x)=§x2—§x+8

11. f(x) =22+ 4x +3

12. f(x) = f%xzf 2x+1

Badanie funkcji kwadratowej — zadania optymalizacyjne, s. 86—-87

1.

L N O U A~ W

pierwsza liczba to 40, druga to —40

pierwsza liczba to 4,8, druga to 19,2

6 cm, 3\/§ cm, 3\/5 cm

a) P(x) =—*+6x+160, D=(0,16) b)x =3 cm, najwieksze pole: 169 cm?
0,5mnalm

12. dnia skupu, 432 kg

D=(0;2,4); 7,2m

a)S(t)=—-t2+9,8t+2,0=(0,10) b) pitka spadta po 10's

76 zt

Réwnania kwadratowe, s. 90-91

1.

1
a)x e {71, 8} b) x € {0,5} c) réwnanie sprzeczne d) x=2 e)réwnanie sprzeczne

fix e {—E,l}
6

a)xe {0,5} b)xe {22} c)xe {O, %} d) réwnanie sprzeczne ) x € {-2, 0}
fyx e {—21,21}
2 2
a)x=5 b)xe {—Q,Z\E} c)xe {—2,—3} d)xe {1,1} e)x e {1,2} fixe {—1,1}
2 3 4 3 32
1 1
a)xe{—g,o} b)x e {-1,1} c)xe{z,l} d)xe {1,2} e)x=8

1
f) rbwnanie sprzeczne g)x € {_E'g} h)x=2 i)xe {—2, —%}
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10.

11.
12.

13.

17.

1
a)x € {-1, 3} b) réwnanie sprzeczne  ¢) x = 3 d)xe {-1,5} e)xe {—%,%;

f)xe{—l%,?:} g)xe{Z,?;%} h)xe{5—5\/§,5+5\/§} i)xe{%,s}

1 1 1
a)x e {0,55} b) réwnanie sprzeczne c)x= _E d)x e {—15,—1}

e)xe {_5_*6,_5+£} flx e {1-v3,143]

2 2

a)xe {-6,-1} b)xe{—%,l} c)x:% d)x e {-5,0} e)xe{%ﬁ} f)xe{—%,l}

a)x e {—i,o} b)x e {_1,1} Oxe {—9—3\/5'—9+3\/§}
4 19

7 7

1 1
a)b=7_,c=-14 b)b=0,c=-98 c)b=-6c=3 d)b=-83,c=18

1 1 2
a)b=-6,c=1- b)b=48,c=9 c)b=—2\/§,c=§ d)b=40,c= 662
a)x=1lubx=5 b)x=-3lubx=1 c¢c)x=2lubx=5 d)x=-3lubx=0

1
a)a=4 b)a=-51Ilub a=5 cJa=-3lub a=3 d)a=72§ lub a=1

a) jesli a =2, to rownanie ma tylko jedno rozwigzanie x=3; jeslia :—5, to réwnanie ma

. . . 5
drugie rozwigzanie x =— 3

1 1
b) jeslia =1, to rbwnanie ma drugie rozwigzanie X:_ZE; jeslia :—lz, to réwnanie ma

5
drugie rozwigzanie x = 735

Réwnania prowadzace do réwnan kwadratowych, s. 94

1.

a)x e {—\/g, 3,43, \/g} b) x € {-2,2} ¢) réwnanie sprzeczne

d)x e {-5,5} e)x e {-9,0,9} f)x=0

a)xe {-1,1} b)xe{—\/ﬁ,—ﬁ,ﬁ,\/ﬁ} c)xe{—\/z,\/f}
. . . . 11

d) réwnanie sprzeczne e) réwnanie sprzeczne fix e {_E'E}

a)x e {—\/5 \/E} b)x € {—\/E \/E} c) rébwnanie sprzeczne
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d)x € {-1,0, 1} e)x e {-1,1} f)x e {—/3,43}
5 1
5. a)xe {-2,-1,1,2} b) x {—JE, JE} Jxe {—5,—2,—5,0}
d) réwnanie sprzeczne e)x=0 fixe {-2,-1,2,3}

Nierownosci kwadratowe, s. 96—97

1. a)xe R—{0} b)x=0 c)xe(-2,2) d)xe (-0 -3)uU (3, +n)
e) nierownosé sprzeczna f)x € R

2. a)x e (-0, -5) U (0, +0) b)xe<0,2§> c)xe(—oo,—\/g)u(\/g,+oo) d)x=2

e)x e R{%} fyxeR
3. a)xeR- {1%} b) x € <f3, 5> c)x € R d) nierébwnosc sprzeczna

e)x € (—0, 1) U (9, +0) f)xe (—oo, —19 U (1, +0)

1

4., a)xe(—l,%j b)xe(—oo,—4)u(2%,+oo) c)xeR—{%} d)xe<—1,—§>
e)xeR f)xeR-{-3}

5. a)xe(—Z,?»%) b)xe {-3} c)xeR d)xe(—oo,%)u(l,ﬂo)

e)x e <—%,0> f) x € (0, —2) U <%,+00]

1
7. a)tak,a= 3 b) nie; wskazowka: Musiatyby by¢ spetnione jednoczesnie dwa warunki:

a<0ia-(-4)+1=0.
8. a)D=(0,3) b)D=(-w0,-2)U(l,+0) c)D=R-{3} d)D=R
9. ayme (-0, -4)U(l,+®) b)me (-0, 1)U(2,+0) c)me(—~2,42)

dyme(-3,-1)u <—%1%>

Zadania prowadzace do réwnan i nieréwnosci kwadratowych, s. 100-101
1. —28i-23 lub 23i28

2. -17,-15,-13 lub 21, 23, 25
3. 35 |ub53
4. 325
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5
6
7.
8
9

10.
11.
12.
13.

-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5
15, 24, 33

140 m

5mx25m

30 cm

2m

10 cm lub 15 cm

05%

2%

Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 3., s. 102-103

Test

Nr zadania 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11

Odpowiedz C B A | D]|A B C cC| A B D

Zadania otwarte

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.
21.

1
a)b=-3,c=4 b)f(x) <2 < xe(1,5)
a)y=-2x*+16x—-25 b)y=2x*+4x

a)ZW= [—oo, 6%> b)-13,-3

a) ) = 5 6= x5 )= (-3 -2

f(x)=-1x+2)(x—4); f(x)=—x*+2x+8
a)xe {2,5} b)xe {—%,5} c)x e {—\/5,\/5}

a)xeR—{-2} b)xeR c)xe(-»,-3)U(5 +x)

a) najmniejsza wartos¢: 1; najwieksza wartos¢: 10 b) najmniejsza wartos¢: 170;
najwieksza wartos¢: 730

15%

a) Z(x) = 96x — K(x), stad Z(x) = -5x*+ 90x — 160, gdzie x € {1, 2, 3,....., 12}  b) Produk-

cja jest optacalna, gdy Z(x) > 0, czyligdy x € {3, 4,....., 12}.  c) Najwiekszy zysk dzienny
osiggnie zaktad, gdy wyprodukuje 9 stotéw. Zysk dzienny wyniesie wéwczas 245 ztotych.
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4. Geometria ptaska — okregi i kota

Powtodrzenie wiadomosci z geometrii z klasy 1., s. 114

1. 12

2. a) 3(1+42+43) b) 3, 3\/5;‘/6, 3*/5;3
3. a)5 b) 6417

4. 0,85

5. |KL| =15, |MN| =10; wskazéwka: ADKM ~ ABCM

Okrag. Potozenie prostej i okregu, s. 120-121

1. 45

2. a) 30% b) 48%

3. 10cm

4. Ax

5. a) sieczna okregu b) roztaczna z okregiem
c) sieczna okregu d) styczna do okregu

6. 3,6 oraz 14,4

8. 30°

10. 4cm

11. 24

Wzajemne potozenie dwdch okregéw, s. 126-127

1. a)styczne zewnetrznie b) roztagczne zewnetrznie  c) przecinajgce sie
d) styczne wewnetrznie e) styczne wewnetrznie f) przecinajace sie

2. 6

3. R=7cm,r=4cm

4. rn=4cm,r,=3cm, r;=9cm

5. tréjkat jest rownoboczny

6. wskazéwka: Zauwaz, ze potprosta SA” jest dwusieczng kata CSP oraz pdtprosta SB™
jest dwusieczng kata DSP.

7. R=9cm,r=4cm
8. tak
9. a)a=4; r=3 b) a=8; r=1
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10. me {—2, —6}; wskazowka: Rozpatrz przypadek, gdy okregi sg styczne zewnetrznie oraz
przypadek, gdy okregi sg styczne wewnetrznie.

11. a) jesli a = 1, to okregi sg styczne wewnetrznie; jesli a = -2, to okregi sie przecinajg

Kota i katy, s. 135-136

1. a) 53° b) 24° c) 41° d) 110° e) 40° f) 65°

2. a) 27° b) 62° c) 41°

3. a) a=65°4=80°%y=35° b) a=30°p=110°7y=40° c) a=60°p3=70°7 =50°

1 5
4. a) = b) 2
3 9
5. 40°, 60°, 80°
6. a) 75° b) 60° c) 38°
7. a=52° f8=26°
8. AACB: 24°,123°,33° ABCD: 90°, 57°, 33°

11. wskazéwka: zauwaz, ze |<):ABC|=%|AOC| oraz |<DCB|:%|DOB|

Twierdzenie o stycznej i siecznej, s. 139
1. a)7 b) 5 c) 2 d) V15
2. 1242cm

4. wskazéwka: Przyjmij oznaczenia: |AB|=5x, |BP|=4x i wyznacz |CP| w zaleznosci od x.

5. |AP|=15cm, |PB|=4 cm, |PC|=7,5cm, |PD|=8 cm
wskazéwka: Przyjmij oznaczenie: |PC|=x, stad |AP|=2x, |PB|=19-2x, |PD|=15,5—x.
Nastepnie zastosuj twierdzenie o cieciwach.

Symetralne bokdw tréjkata. Okrag opisany na tréjkacie, s. 151

1. 2cm

2. 6,25cmoraz1,75cm

3. a) $rodek okregu nie nalezy do tréjkata b) lgcm, 6§cm, 9§cm

4. a) 2/3cm b) (3+x/§)cm

5. 24242

6. 12,5cm

7. 4cm

8. 3cm
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9.

10.

11.

12.

1 1
a) 7£cm, tréjkat ostrokatny b) 18Ecm, trojkat rozwartokatny

2
a) 1,75cm b) 2§cm

7,5 cm; wskazéwka: Oblicz | DB|, nastepnie zastosuj wzor |CD|=/|AD|-|DB.

2
a) 5cm b) 1§cm

Dwusieczne katow trdjkata. Okrag wpisany w trojkat, s. 158-159

1. 135°
2. 80° 80° 20° albo 40° 40° 100°
3. 36cm
4, 1,5cm; 2,5cm; 3,5cm
543
5. —cam
2
6. a) 8cm b) 24+/3cm
7. a) 4,5cm b) 3,75 cm
8. 2
9. a) 3cm b) 6cmi9cm
10. 17 cm
11.a) 24cm, 7 cm, 25 cm b) R=12,5cm; r=3cm
3
12. a) X:3Z b) x=10 c) x=6
13. 25,2 cm
14. SE, i
17 17
15. 35, 645
4
16. |DE|=4—
9
17.a) 10 b) nie; wskazowka: Gdyby dwusieczna kata ABC byta rowniez dwusieczng kata
AO| |AD
AOC, to spetniona bytaby réwnosé H:% Ale |AO|=2,5\/€, OC|=7,5\/E,
wiec ta rownosc nie jest prawdziwa.
18. wskazoéwka: Przez punkt B poprowadz prostg rownolegtg do prostej CD i postepuj po-

dobnie, jak w dowodzie twierdzenia 2.
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Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 4., s. 160-162

Test

Nr zadania 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12

Odpowiedz | B A C C D C | A C c D C| A

Zadania otwarte

13.a) 6 b) 343 ¢) 2n

14. 24w cm

15.9:13:14

16. 64°, 26°, 90°; wskazowka: Oblicz miare kata srodkowego COA.
17. |AP| =8cm, |PB| =3 cm, |CP| =4 cm, |PD| =6 cm

BC
18. a) |PA|=34/5, |PB|=2+/5 b) %:\E
19. 16 cm
20.a) 17 cm b) 6cm

1
21. ZE, tréjkat rozwartokatny

8
23. 81—7cm; wskazdwka: Wykaz na podstawie cechy (bkb) podobienstwa tréjkatow,

ze AABC ~ ADEC.

24. 4,5 cm; wskazowka: Oblicz promien okregu wpisanego w tréjkat, nastepnie skorzystaj
z podobienstwa tréjkatow ABC i DEC.

2

w

: |AD|=23, Ipc| -3t
3 3
5. Trygonometria

Trygonometria kata ostrego — powtorzenie wiadomosci z klasy 1., s. 167

1. a) 0,22 b) 0,9032
25 337
2. a) 2= b) 5——
36 1296
-35
24

Sinus, cosinus, tangens i cotangens dowolnego kata, s. 173-174
1
1. a) sina=-0,6 cosa=0,8 tga=-0,75 ctga = —lg

b) sina=0 cosa=-1 tga=0 ctg a nie istnieje
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c) sinoc——i cosoz——i tga=2 ctga—1
N % 2
2. a) P(-9,12) b) P(-3,-6V6)

1 2 2 1
3. a) x=—§ b) x=12 c) x=1§ lub x:—lg d) x=5=; wskazéwka:
cosa >0,y <0, wiec drugie ramie kata a lezy w IV ¢wiartce oraz x > 0.

4

X 2 . y L.
Mamy ———==— <> 5x=4+/x" +16 . Obie strony otrzymanej réwnosci sa dodat-
VxP+16 3

nie, wiec mozemy je podnies¢ stronami do kwadratu.

1
4. a) tg225°=ctg225° =1, sin 225°=cos 225° :_T
2
1 1 3
b) tg210°=T, ctg210°=+/3, sin 21o°:—5, cos 210°=—§
3
1 3 1
c) tg240°=4/3, ctg 240°=T, sin 240°=—§, 0s 240° = —=
3

V2 V2

d) tg315°=-1, ctg315°=-1, sin315°:—7, cos315°=7

5. a) wlv b) will

Podstawowe tozsamosci trygonometryczne, s. 179-180

4 3
1. a)jedlia e (90° 180°),tosina=0,8, tgax = _E’ ctga = —Z;

4 3
jeslia € (180°,270°),tosina=-0,8, tgx =§, ctga :Z

15 8 15
b) jesli & €(180°, 270°), to cosa:—l—, tga=—, ctga=—;

8 ’

15 8 15
jesli a €(270°, 360°), to cosazﬁ, tga=——, ctga:—g
3 1
c) jesli ae(0° 90°), to sina=——, cosa = , ctga=—;
( ) 10 10 3
3 1
jesli @ e(180°, 270°), to sina=———, cosa=———, ctga ==
10 J10
. . 1 2 1
d) jedli ae(90°, 180°), to sma:T, cosa=——, tga:—z,
5 5
. . 1 2 1
jesli @ e(270°, 360°), to sina=———, cosa=——, tgaz—z
5 5
60 11 60
2. a) cosa=——, tgaa=——, ctga=——
61 11
1 1 22
b) tga=——— 2
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c) sina = ! tga = / ctga =
4l 31

V7
2 2

d) sina=—, cosa=——, ctga=-1
2 2

e) sina =0, tga =0, ctg a nie istnieje f) cos a =0, tg & nie istnieje, ctga =0

Wybrane wzory redukcyjne, s. 185

1. a) ﬂ b) 1 c) —\/5 d) -1 e) _1 f) _ﬁ
2 2 5 2
S IR S g 2
6 2 2 2
3. a) 32 b) -2 4 a2
- a) 37 ) - c) -
A N -3 g1 g
4 4 2

7. a) a=225° b) a=60° c¢) a=120° d) a=120° e) a=240° f) a=315°

Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 5., s. 186-187

Test

Nr zadania 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Odpowiedz | C | A B B C C B Al A

Zadania otwarte

. 7 24 3
10. sina=—, cosa=——, tga=—, ctga=-3—
25 25 24 7

12. a) sin 270° =-1, cos 270° = 0, tg 270° nie istnieje, ctg 270° =0

V3 V3

1
b) sin 33O°:—5, cos 330":7, tg 33002—?, ctg 330°:—\/§

V2 V2

c) sin 225°:—T, cos 225°:—7, tg 225°=ctg225°=1

15 8 15
13. Jedli @ e(0°,90°), to cosa=—, tga=—, ctiga=—;
17 15 8

15 8 1
jesli a €(90°,180°), to cosa =——=, tga =——, ctgo =——
17 15

1
14. tga:—g, sina =— cosa =

1 3
Jio’ J10
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15.-2,5
17. é
12
18.a) a=120° b) a =150° c) a=315° d) @ =45°va=135°
19.1
20.a) -1 b) 6
2 4

6. Geometria analityczna

Odcinek w uktadzie wspétrzednych, s. 192

1. |AB|=10, |AC|=445, |BC|=2/5; tréjkat jest prostokatny
1 1
3. |AD|=2V13, |BE|=+/61, |CF|=1; 5@ 1)
4. a) C(-1,-3) b) 4417 +/146 +/170
5. a) 15 b) C(6,9)
6. a) P2, 3) b) P(0,~1) o) P(l —2] d) P(—li 1§J
. ’ ’ 21 7I 7
Réwnanie kierunkowe prostej, s. 198
1. a) 120° b) 0° c) 30° d) 135°
2. a) 67° b) 141°
3
3. a) fix)=x-5 b) fix) =4 c) f(X)Z—?X-i-\/E d) f(x)=—x-6
4. a) tak b) nie
5 a) Ly=-2x+3 b) .y=-6
6. a) y=—x-1 b) y=3x-22 c) y=—\/ﬁx+\/§
7. a) y=-2x+8 b) y=—x+9 c) yzéx—3
3 3
8. a) y=x+3 b) x=1 c) y=—x+1—
)y ) )y 2 2

9, f(x):%x+4

Réwnanie ogolne prostej, s. 204
1. d)

2. a)y=x+2 b) y=\/§x c) nie istnieje d) y=3



340 Odpowiedzi do zadai

3. a) B=-2 b) B=0 ) A=+3 d) A=—/6

4. a) tak b) tak c) nie d) nie

5. a) nie b) tak c) tak d) tak

6. a) —2x+5y+15=0 b) 3x-2y+3=0
c) x—4=0 d) y-2=0

7. a) —2x+y+8=0 b) y+1=0 c) 3x+2y+42=0
d) 2x—y+5=0 e) 2x—-5y+52=0 f) x+3y—-4=0

Réwnanie okregu, s. 208
1. a) S(-2,1),r=2 b) $3,0),r=25 ¢ S(0,0),r=11 d) S(-7,-4), r=+/5
2. a) X2+y’—12x+27=0 b) x*+y?+4x—6y+12=0 c) x> +y*—14x+2y—-31=0

3. a) 5(1,0),r=2 b) S(2,-3),r=5 c) S(-8,-1), r=+/65
1

d) S(0,10),r=38 e) S(-5,1),r=4 f) S(«/E, _Ej' r=1,5

4. a) okrag, S(-3,0),r=3 b) prostax—y=0
3 3

c) punkt (6, 0) d) okrag, 5(5, E)' r=2
5. a) AiB b) tylko A
6. a) x>+ (y+1)2=25 b) (x—2)%>+(y+4)>=169

7. a) (x=3)°+(y-1)’=10  b) (x+4)*+y*=13

Wyznaczanie w uktadzie wspétrzednych punktéw wspdinych prostych,
okregéw i parabol, s. 213

1. a) (0,0), (2,-4) b) (=3, 1), (0, 4) c) (4,-1)

2. a) (_\/5, 1), (\/5 1); prosta jest sieczng okregu b) (-2, 3); prosta jest styczng do okregu
c) uktad sprzeczny, prosta roztgczna z okregiem
3. a) prosta ma jeden punkt wspdlny z parabolg: (-2, 5)
b) prosta i parabola nie majg punktdw wspdlnych; uktad sprzeczny
c) prosta jest styczna do okregu w punkcie (-1, 2)
d) prosta jest sieczng okregu; punkty wspdlne (0, 0), (4, —2)
e) prosta ma jeden punkt wspdlny z parabola: (-4, 1)
f) prosta jest roztgczna z okregiem; uktad sprzeczny

4. a) 0:x°+y>=25; kiy+2x=0; (—JE, zJE), (\/E, —zJE)
b) o:x2+(y—2)2=20; k:x=-2y—-6=0; (2,-2)
c) piy=0,25(x+6)(x-2); :x+y+7=0; (-4, -3)

d) p:y:—(x—2)2+3; I:x—3y-3=0; (0, -1), (3%, g]
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Zastosowanie uktadéw réwnan do rozwigzywania zadan
z geometrii analitycznej, s. 216

1. C(-3,-2)
23]
2. |-2,3>
4
-3
3. a)y= Tx+7 b) D(2,13)
4. A(2,-3)
5. (—21, 33j
2 "4
6. |AB=4\2
7. a) C(-6,-1)lub C(1, 6) b) c| 24, gw] lub c[ﬁ, —\/ﬁ+5]
8. (0, 1-23)lubc(o, 1+213)

o. [-12, 12
5 5

10. A(1, 4), B(-7, 4), C(-3, 0)

N

Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 6., s. 217-218

Test

Nr zadania 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11

Odpowiedz | C A D B B C C A D B D

Zadania otwarte

12. C(-5, 3), D(-3, 2), E(-1, 1), F(1, 0)

13.a) C(7,9), D(-1,7) b) |AB|=|Bc|=|cD|=|AD|=2V17
14.a) 2x-y—-3=0 b) x+2y+2=0

15. 7x=5y+24=0

16. a) y=—§x+\/§ b)y=4x—12

17. Prosta k: (0, 0); prosta /: (0, 4), (4\/§, 0)

19. (x+1)*+(y—-3)2=16

20. a) (5,7) b) (-2,5),(1,-1) c) uktadsprzeczny d) (6,-1)
22. X+ (y+1)2=26

23. €(1-2v2,0) lub C(1+2v2,0)

24.(1,1)
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7. Geometria ptaska — rozwigzywanie trojkatow, pole tréjkata,
pole kota

Twierdzenie sinuséw, s. 222

1. a) a=4,R=4 b) a=26, R=23

2. a) a=30°Iluba=150° b) a =45°

3. a) cos —E b) cos —Evcos __3
. b4 2 14 S 14 5
4, R=9,75cm

Twierdzenie cosinuséw, s. 226

2. a) V21 cm b) 313+6+2 cm
3. a) 45° b) 135°

4, 3\/7 cm, 3\/E cm
5. |AD|=46 cm, |BE|=+/31 cm

Zastosowanie twierdzenia sinusow i twierdzenia cosinuséw
do rozwigzywania zadan, s. 232

J6 +2

1. a) a=105° G=T, b=1

b) B =120° y=30° c=5 lub f=60° y=90° c=10

c) a=26°[=94° b=16,1 d) y=20° a=25 c=17,1
2. |BC|:\/EJ2M/g,a:75°,ﬁ:45°,y:60°aIbo|BC|:\/E;\/E,0¢:15°,ﬁ:45°,y:120°
3. |Bc|:#,a:9o°,ﬁzso°,y=600albo |BC|=2,a=90° B =30°y =60°

albo |BC|=1,a =30°, 8 =30°,y =120°

743

4, —— cm=4,0cm
3

5. a) |AB|=3, [BC[=7 b) ? c) 38°,22°
6. a) |AB|:%' |BC|:140—;O\/EI |AC|:10(J13_3—1) b) 140@2_720@

7. a) \/7; wskazowka: Jesli x =|AD , to z twierdzenia o dwusiecznej (lub z twierdzenia
sinusow dla tréjkata ABC) wynika, ze [DB|=2x. Zastosuj twierdzenie cosinuséw do boku
|AB]| ikata 120°.

b) 2; wskazéwka: Zastosuj twierdzenie sinuséw dla tréjkata ADC.
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Pole figury ptaskiej, s. 236

1. a) 19 b) 21,5 c) 24 d) 17
1 1 1
2. a) —s+t+§w b) s—=w c) 2t——s d) 2s—-w
2 4 2 4
3. 78cm?
Pole tréjkata, cz. 1, s. 240-241
P P P
1. a) — b) — c) —
) 5 ) 2 ) c
2. h=3\/§ dm, r=\/§ dm, R=2\/§dm
8
3. a) 4—cm b) 4,8 cm
13
4. a) 22,5cm? b) 15v3 cm?
5. a) 6cm b) 9cm
6. a) sina=0,6 b) 6cm; 4,2cm
7. a=90° dtugosc trzeciego boku jest réwna 10 cm
10. a) 2(9+\/a) cm b) 2(8+\/E) cm albo 2(8+\/§) cm

2 2
11. a) jesli cosazg, to R=2,1\/§; jesli cosa =—§, toR=1,5v29

7 7
b) jesli cosazg, to R=2+/3; jesli cosaz—%, toR=
48+/3 36+/3
12.a) P, =—\/_ cm?, Py :T\/_ cm’ b) P =
13.a) 24129 cm b) 40+/3 cm?

Pole tréjkata, cz. 2, s. 245-246

6

1. a) 24cm? b) 42; cm
V793
2. a) 21cm? b) 8,5 cm lub 5 cm
) 2

3. a) 126cm b) 45 cm
4. a) 420 cm? b) 32,5cm

1
5. a) 5cm b) 3§ cm

4547 5\7

6. a) ;/— cm? b) — M

2443 o

24111
3

363,
=—-2aqaam

4 PDBC -

c) 2,4cm
c) 5i cm lub i\/793 cm
16 16

c) 12cm; 12,6 cm; 19% cm

5

C —
) 13
24
c) —
25

c) 4 /21i cm
3 7

343



344 Odpowiedzi do zadai

8043
7. a) 40\/3cm®*  b) 60° c) |AD|= 3 o wskazowka: Pygp + Pape = Page
1 50+/3
8. a) |Bc|:13E cm  b) P =104/3 cm?, PDBC=T‘/_ cm’ c) Ri:R,=3:5
9. 240cm?
10. 29 cm

Pola tréjkatow podobnych, s. 249

1. 1:3:5

2. 1:8:27

3. a) 036% b) 056,25%

4. 6§ cm

6. 12 dm?; wskazdéwka: Poprowad? wysokosé tréjkata z wierzchotka C.
7. a) 9:25 b) 16:25 c)9:16

8. PrpsiPuspiPags=4:10:25

9. 50

Pole kota, pole wycinka kota, s. 253-254
1. R=11, r=7
2. 20cm

2 2
T-a T-a
= ; P= ; a=18 cm
12 3

5. a) 48rn b) 40m c) 120m

3. P

r

6. a) %(47:—3\/5) b) 10n+42 ¢ 24—7(5n—3)
7. 13,5T cm?

8. 4

9. 2m-4

7 2
10. P:#—g, Obw:3+2\/§+?n

25J§+50n o
2., T3

13. 4(V2n-2)
14. gn(2+\/2—\/§)2 cm’
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s 7143 49n
12 9
16. a) 4w cm? b) 361 cm?
7225
17. a) 16w cm? b) o T em?

Zastosowanie pojecia pola w dowodzeniu twierdzen, s. 258

1. wskazowka: Wykorzystaj zaleznosci

a+§+c . a+§_6=l[(a+b)2—c2] oraza - b=2P.

P=

2. wskazowka: Przedstaw pole tréjkata rownobocznego jako sume pdl trzech trojkatow.

Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 7., s. 259-261

Test

Nr zadania 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Odpowiedz | D C C A C B B C D B

Zadania otwarte
11.a) y=120°% a=b=3

) (8=60°, y=75° c=243+2) lub (8=120°, y=15°, c=2y/3-2)
12. 24,6 cm?

13. a) icm2 b) 7 cm c) ;
14. a) 420 cm? b) 7cm c) % d) 32,5cm
15. (18 +91) cm?
16. P, = 80Tc—481 p - 1127 +48
3 3
18.a) 1 b) 24
19.a) 8cm b) 48 cm? c) 8cm d) 12cm
20. a) 6cm? b) T cm?
21.a) 7cm b) 104/3 cm?
22.a) V3:1 b) (V3+1):1
23. c=23
24.r=3cm a)P=9cm? b) a~115°
26. 4Z

3
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2
29. Zadanie ma trzy rozwigzania: 265 albo 15, albo 60

30. a) wskazowka: Poprowadz wysokos¢ trapezu z punktu Ci z punktu D na podstawe AB.

31. |CE|=25cm; P, =250 cm?; P.p; =40 cm?; 30°

8. Wielomiany

Wielomiany jednej zmiennej rzeczywistej, s. 264-265

1. a) 6 b) 13 c) 28

2. a) —xb b) (m+1)x® c) 2« d) 7x° e) 64x* f) 2x°

3. a) W(x)=7+3x-8x—4x3+5x5 stW(x)=6; a,=7,0,=3,0,=-8,a,=-4,0,=0,
05=0,0,=5
b) W(x)=-1+x*-123+6x’; stW(x)=7; a,=-1,0,=0,0,=1,0;,=-12,0,=0,0a:=0,
0,=0,0,=6

c) W(x)=—-6—6x+26x3 stW(x)=3; ay=—6,a0,=-6,0,=0,0;=26

4. a) Fix) =43 +x% st.F(x)=3; a;=4,a0,=1,0,=0,0,=0
b) F(x) =10; st.F(x) =0; a,=10
c) F(x)=13x>+4, st.F(x)=5;, a;=13,0,=0,=0a,=0,=0,0,=4

6. W(-3)=-21, w(1)=-5 w(¥2)=—2-10

7. a) =48  b) -1 ¢ 2 d)—1
10
8. a=3
9. ¢c=6
10.a) a=-5, b=4 b) a=-1, b=4 lub a=4, b=4

Dodawanie, odejmowanie i mnozenie wielomiandw, s. 269

1. a) x5+x5+10x b) —0,8x3 + 1,5x+ 1 c) -3x° +%x4 NEE I +33x—§
d) 5v2¢° +vV2x + (V2 —4)x+ 242 -1

2. a) 2 +x*—4x3+3x2—-11x-5 b) x°+0,27x3-1 c) %x2—§x+1
d) 5V5x° +/5-3

3. a) F(x)=—6x*+9x3—12x—15 b) F(x)=7x*+3x3—12x2-4x-1
c) Flx)=—6x3+4x>+8x+9 d) F(x) =11x*—=21x3+9x%> + 20x + 25

4. a) —15x° + 34x” — 16x°
b) 6x%—26x7 +28x° + 18x°> — 42x*
c) —8x2 +32x10 + 12x% — 48x° — 4x3 + 16x
d) 12x° —8x*+19x3 —31x*> + 19x— 7
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5. a) 3x°+2x3+x’—15x° +10x* +5x3  b) -3x°+2x° + 7x* - 4x3 - 17x*> + 10x + 5
c) —4x° + 6x% + 6x7 — 12x5 — 16x° + 38x* — 10x3 — 16x% + 40
d) xM—2x%+ 10x” — 10x° + 25x3
6. a) x°+3x*-3x>+3x+8
b) x®—2x" + x5 —2x*+3x3—2x>—5x— 14
c) 2 +4X + x° + X = 5x3 —4x> + 4x
d) x19—3x%+6x%—3x" + 9x® —3x° + 11x* — 24x3 + 21x>—33x + 18
7. a) X-3x° -2+ X3+ 2X° + X
b) —x*+4x*+1
c) X¥=2x°-13x-2x*+1
d) —2x*+ 12x3—48x—32
8. a) st.W(x)=9, ag=-54, a,=—4 b) st.W(x)=16, a,,=2, a,=—4
c) st.W(x) =20, a,,=—6, a,=0 d) stW(x)=17, a,;=-8, a0,=9
Rownosc¢ wielomiandw, s. 272
1. a) nie sga rowne b) sg rowne c) sa rowne d) nie sg rowne
2. a) niesg rowne b) sg rowne c) sg réowne d) sg rowne
3. a)a=0 b) nie istnieje c)a= d) a=3
4. a) nieistnieje b) a=-2 c) nieistnieje d) a=1
5. a)a=2, b=4 b) nie istniejg
c)a=1, b=4 d) b=0a? gdzie a —dowolna liczba rzeczywista
6. a)a=-1, b=1 b) a=1, b=1 c)a=2,b=3
7. a)a=4, b=-3 b) a=-2, b=2 ) a=-5, b=2

Wzory skrdconego mnozenia stopnia 3. Wzér na a" -

b",s. 277-278

1. a) 8—12x+6x2—x3 b) 8a®+12a*+6a+1
c) b>—18b%*+108b - 216 d) 125+ 75y + 15y% + )3
e) 27 — 54y + 36y> — 8y3 f) 27 + 108a? + 1440* + 644a°
g) —1-3x—3x>-x3 h) 8x>—6x*+1,5x-0,125
2. a) 100+5143 ) 1175 —1742 c) 200+80+/5
d) —20+142 e) 27042 -1566 f) 30+2733+939
g) —89-543/9 -3633 h) —92+108%¥4 —7232
3. a) (x+6)(x2—6x+36) b) (5b +2)(256% - 10b + 4)
c) (t+5)3 d) (2y-3)°
e) (4a-1)(16a%+4a + 1) f) (\/g—x)(3+\/§x+x2)
3
g) (y-+3)
4. a) a*+1 b) 8—x3 c) 823 +27 d) 125-8y3
e) 8x3-12x>+6x—-1 f) 8x3 +36x% + 54x + 27
5. a) 25 b) 13 ¢) -11 d) —1+32-3¥a
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6. a) 232 b) -1-32-3a o Y933 +1 al 2-33

5

2
3 3[c 93

" 33249 f 14232495 g 54435 -23/25
29 13

h) 1+36

7. a) x=-3 v x=0 b) réwnanie sprzeczne c) x=-1

-7 47 -7 a7

d) x=1 e) x=——"—V x=—+—
2 2 2 2

f) x:l v x=1
4

8. a) xe(i' lj b) xR 0 XE<—61,+00)
12'2 >
d) xeR—{l}

Podzielnos$¢ wielomiandw, s. 283-284

1. a) x-3 b) x+2 c) np.5—x d) 2x+1
e) x-1 f) x—2; wskazowka: skorzystaj z twierdzenia 2. str. 276
g) np.2x+1 h) np.3x-1 i) x—-1

3x—1, 3x+1, x—2, x+3, x+2

a) X>+2x-8 b) 36x2+30x+25 c) 4x*+12x+9 d) 4x?-3

a) 2x—-1, x+1, x—-1 b) (2x—-1)(x+1), (2x—-1)(x—-1), (x+ 1)(x—1)
a) P(x)=2x-3 b) P(x)=—-2x—-3 ) P(x)=3x+2

a=15, b=2

a=1, b=6

a=3,b=2

P(x)=x*+2x+4

W 0 N o U B~ w N

[any
o

. P(x)=-5x>+17x-6

.Q(x)=x*—8x+1

. Q(x) = 12x* — 18x3 + 50x — 75

.a) Q(x)=4x3+10x> - 16x+5 b) Q(x)=x-8
.P(x)=3x-1

P(x)=x+2

[
o U A W N R

.np. K(x) =2x+3

[En
~

.np.K(x)=x-1

[Eny
0o

.np.Kix)=x3+1
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Dzielenie wielomianu przez dwumian liniowy. Schemat Hornera, s. 290

1. a) 2x2—x+8 b) 2x3—4x*+5x+1
c) X*+2x+3 d) 4x3+11x%+22x + 44
e) X*—x3+x2—-x+1 f) Ox6+9x° +9x* + 17x3 + 17x% + 17x + 15
2. a) 2X*=2x*—x*+x+6; r=-10 b) -2x*+6x2+x+3; r=4
c) 2x*=3x3+4x-20; r=100 d) —4x3 + 11x%> —22x + 49; r=-90
e) x*-9; r=-6 f) xX*+2x*+1; r=-5
3. a) 23—-x*+3x+2; r=0 b) 5x3-5x>—-7x—1; r=4
c) 3x*+23+x2+x+5; r=8 d) 2x*—-6x3+x+2; r=0
e) 5x*+3;r=0 f) x*+5x*=x3+x% r=3
4. a) 10 b) 6 c) -5 d) 10
5. a)r=73 b) r=-12
6. a) r=98 b) r=-91
7. a=-4
8. m=4
1
9. p=—— v p=3
2
10. a € (-2, 3)

11. ke (-0, =2) U (=1, +0)

Pierwiastek wielomianu. Twierdzenie Bézouta, s. 295-296

1.

1
a) -4, 15, 2; st W(x)=5 b) -5, —1%, 0, 1%; st. W(x)=6

c) -3, —%, 1; st. Wx)=6

a) tak b) nie c) tak
a) k=6 b) k=5 c) k=1lubk=2
a -1l b 5 -1 0 _1_\/5, -1, 145
3 2 2 2 2
1 1 1 1
a) -1-, —— b) —3= c) nie istniej d —-=,1
) 373 ) 5 ) ja ) 5

w |
A

a) m = 3; pozostate pierwiastki: =1, 2 b) m = 6; pozostate pierwiastki: —

’

c) m =1; pozostaty pierwiastek: 2

a) a=3, b=6 b) x, :—%

1 1
a) a=23, b=17 b) x, =-1, x, :15, X3 =2, X, :25

10.a) a=-2, b=24 b) x,=-3, x,=2
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Pierwiastki wymierne wielomianu, s. 301-302

1. a) -1 b) -2, 2 ) -2,-1,1
d) 1 e) -2,-1,1,4  f) -3,-1, 2

2. a) trzy pierwiastki catkowite: 1,—1,7 b) jeden catkowity pierwiastek: 3

2 2 1
3. a) pierwiastki wielomianu: 0, 5’ 1, 3 b) pierwiastki wielomianu: =2, ——, — =

32
5. a=1,b=3
6. a) a=16, b=-8

-2
7. a)-2,1,3 b) 2 c) < , 1

U'III—‘

d) —2%, 1,1 e —%, ~1,5 ) —1-+2, -2, —1+2

11 11 1
9. a) -=, =, 1 b) -2, -=, =~ ¢ -1=,-1,3
3’2 2’ 4 2
11 1 .1 11
d) -=, = e) —-=, 1= f) -2, L1
2’5 2" 72 3’2’

7
10. wskazowka: W(—Ej =0 oraz wspétczynniki wielomianu W(x) sg catkowite,

wiec 7 dzieli g oraz 2 dzielip.

11.0) 1%, L1 b1, -2 g2
2 2 3" 2
d) -1, —1, 1 e) -1, 1, 2 f) 1, 2
2 5 3
13.0) 5,51 Ll g 2 12 gt
2 4 2 3" 2 3 2
e) -1, 2, +\/_, V13 f) _l’ 11
6 6 2 2
Rozktadanie wielomianéw na czynniki, s. 306-307
1. a) W) =(Vax—1)(Vax+ 1) b) Wix) = (3x2 + 7)(3x2 + 7)
c) W(x) = (4x—1)(4x + 1)(16x> + 1) d) W(x)=(x—2)(3x—8)
e) W(x)=(2x-1)(2x—-1)(2x—-1) f) W(x) = (x+6)(x?> — 6x + 36)
g) W(x) = (2x —5)(4x* + 10x + 25) ) W(x)==2(x+ 1)(13x*> — 10x + 4)
2. a) W(x)=3x3(2x*+x+1) ) W(x) = (x*+3)(3x—4)
c) W(x)=(x—-2)(x*+5) d) W(x)=(x—2)(2x*+1)
3. a) WKx)=03x—-2)(x=1)(x+1) b) W(x)=(x—4)(x—2)(x+2)
c) Wx)= (Zx 1)( %j d) W) =(x+2)(3x*+2v2)

e) W(x)=(2x+3)(x=1)(x*+x+1) f) W(x) = (3x—1)(x—2)(x* + 2x + 4)
g) W(x) = (5x=3)(x+ 1))@ =x+1)  h) W(x) = (x—1)(x + 3)(16x2 = 12x + 9)

4. a) (x=1)(x+1)%(x>=x+1) b) (x+3)(x+4)? c) (x=2)(2x=5)(2x—-1)
d) (x=5)*(x-15) e) (x—1)(x—3)? f) (x+1)(x=1)(x+3)
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5. a) W(x)=x3(x—=1)(x+1)(x*+7) b) W(x)=x(1—x)(x*>+ 7x +19)
c) W(x)=(3x+1)(3x2=3x+7) d) W(x)=(-3x+5)(x—1)(x+1)
e) Wix) = x(4x + 1)(x = 3)(x + 3) f) W) =x2Qx+3)(3x% ++/5)
g) W(x) = (x+2)(7x®+x+1) h) W(x):(x—\/g)2 (x+\/§)2

6. a) W(x)=(x—-1)3x+2) b) W(x) = (x—1)(4x? + 4x + 3)
0) Wix) = (x+1)(2x + 1)2 d) W(X) = (x— 2)(2x% + 3x + 5)
e) W(x) = (x + 2) 0@ —x + 1) f) Wix) = (2x—5)(2x + 1)(x— 1)
g) W(x) = (x—1)(5x% + x +2) h) W(x) = 2(x—2)(x—%)(x—1)

7. a) W)= (x2 —\/ﬁx+5)(x2 ++/10x + 5)

b) W)= (x> —2v2x+4)(x* + 242x + 4)

c) W(x)=(x2—x+4) (x> +x+4) d) W(x) = (x*—3x+9)(x*>+3x+9)
8. a) W(x)=5(x—-1)(x+1)(x*+x+1)(x*—x+1)

b) W) =0-1Dx+1D0+1) (= v2x+1) (62 +/2x +1)

c) W(x)=(2x—1)(4x? + 2x + 1)(2x + 1)(4x*> — 2x + 1)

d) W(x) = (2x—1)%(4x> + 2x + 1)?

9. a) W(x)=(2x—1)(x>+2x+3) b) W(x) = (3x—1)(x—2)?
o) W)= (x —%j(xz +x+1) d) W(x) = (3x—1)(x - 1)(2x + 1)
e) W(x)=(2x+1)(3x + 1)(x + 2) f) W(x)z%(Zx—S)(Zx—l)(x+2)
10. a) W(x) = (x — 1)%(x + 2)? b) W(x)=(3x—1)?(x>+ 2x + 2)
c) W(x)=(x+1)3(x—=2)(x+2) d) W(x) = (3x+2)(x +1)*(x—1)?

Rownania wielomianowe, s. 310-311

1. a) xe{—3, %} b) xe{-3, 1, 2} c) xe{—z, —1%, —%, 1%}
11 1 1 11
d) Xe{—ZE, E' 15} e) XE{_ZE' —g, 5} f) XE{—\/g, -2, 2, \/g, 4}
2. a) xe{-3,-2,0 b) xe{—4, -3, 4} c) xe{O, %}
d) xe{-2, 2} e) x=1 f) x——%
3. a) xe{0, 1%} b) xe{—ﬁ, \/7} c) x {—g, 1, %}
d) xe{-1, 2} e) x=1 f) X=1l
4. a) xe{—3 1} b) xe{—ll ——2, 72} ) xe{—z -2, \2 2}
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5. a) xe=—ﬁ, % JE} b) xe{-3, 3}
1 1 5
d) XE{_E' —E, 1} e) xe{—z, \/g}
6. a) xe{O, 1, 13} b) XE{O, l}
3 2
d) XE{—\/g, 0, \3, 2} e) xe{-1, 1}
7. a) XE{—\/E, \/5, 5} b) xe{—\/g, 0, \/g, 3}
1 10 V10
d) XE{—l, 1} e) Xe —1g, —T, T}
{_1_r _1+r}
f) xe , 1,
2 2
1
8. a) xe{—l, _E} b) x=2
d) xe{-2,0, 3} e) xe{-1,1-v2, 1+42}
9. a) xe0, 2,3} b) { V3 1 &}
3 2" 3
d) xe{-3, 3} e) xe{-2, 2,12
10.a) xe{-2, 2} b) xe{-1, 1}
d) xe{-2, 1} e) xe{-2, -1}

1. a=2, W(x)=

a=2, pierwiastki: —\/5, \/5

w n

4 |ata
305

e

Sq trzy takie Iiczby:—Z—\/g, 0, -2+
6. a=—7luba=

3

x(x+3)(x—-1)

J6

c) xe{-2, 2,3}

f) x=-1

c) xe{l—\/g, %, 1+\/§}

o) xe{-2,1, 4

f) réwnanie sprzeczne

c) xe{-1, 0, 6}

f) x==2

o) xefl, 2}

f) xe{—l, 1}
2 2

Zadania prowadzace do rownan wielomianowych, s. 313

Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 8., s. 314-315

Test
Nrzadania | 1 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 | 13
Odpowiedz | D A D B C A B D D | A D D
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Zadania otwarte

14. F(x) = x3—109x%> + 27; st.F(x)=3
15. Wartos¢ wielomianu jest réwna 6.
16. m=-3
3 3
17. a) w b) 2. (32+1)
24.a) a=2, b =-6 b) wskazéwka: W(x) = (x — 2)(x + 3)(2x*> + 1)
25, W(x):3(x—1)(x+2)(x—§j
2 2
26. a) Xe{—g, > 2\/5} b) xe{-4,0, 2}
1
c) x=2 d) XE{E' 1, 2}
27.4mX12mX2m

28.

a) xe<%, 1> b) xe(O,l)
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Wartosci funkcji trygonometrycznych katow ostrych

a sina tga ctga cosa

1° 0,017 0,017 57,290 1,000 89°
2° 0,035 0,035 28,636 0,999 88°
3° 0,052 0,052 19,081 0,999 87°
4° 0,070 0,070 14,301 0,998 86°
5° 0,087 0,087 11,430 0,996 85°
6° 0,105 0,105 9,514 0,995 84°
7° 0,122 0,123 8,144 0,993 83°
8° 0,139 0,141 7,115 0,990 82°
9° 0,156 0,158 6,314 0,988 81°
10° 0,174 0,176 5,671 0,985 80°
11° 0,191 0,194 5,145 0,982 79°
12° 0,208 0,213 4,705 0,978 78°
13° 0,225 0,231 4,331 0,974 77°
14° 0,242 0,249 4,011 0,970 76°
15° 0,259 0,268 3,732 0,966 75°
16° 0,276 0,287 3,487 0,961 74°
17° 0,292 0,306 3,271 0,956 73°
18° 0,309 0,325 3,078 0,951 72°
19° 0,326 0,344 2,904 0,946 71°
20° 0,342 0,364 2,747 0,940 70°
21° 0,358 0,384 2,605 0,934 69°
22° 0,375 0,404 2,475 0,927 68°
23° 0,391 0,424 2,356 0,921 67°
24° 0,407 0,445 2,246 0,914 66°
25° 0,423 0,466 2,145 0,906 65°
26° 0,438 0,488 2,050 0,899 64°
27° 0,454 0,510 1,963 0,891 63°
28° 0,469 0,532 1,881 0,883 62°
29° 0,485 0,554 1,804 0,875 61°
30° 0,500 0,577 1,732 0,866 60°
31° 0,515 0,601 1,664 0,857 59°
32° 0,530 0,625 1,600 0,848 58°
33° 0,545 0,649 1,540 0,839 57°
34° 0,559 0,675 1,483 0,829 56°
35° 0,574 0,700 1,428 0,819 55°
36° 0,588 0,727 1,376 0,809 54°
37° 0,602 0,754 1,327 0,799 53°
38° 0,616 0,781 1,280 0,788 52°
39° 0,629 0,810 1,235 0,777 51°
40° 0,643 0,839 1,192 0,766 50°
41° 0,656 0,869 1,150 0,755 49°
42° 0,669 0,900 1,111 0,743 48°
43° 0,682 0,933 1,072 0,731 47°
44° 0,695 0,966 1,036 0,719 46°
45° 0,707 1,000 1,000 0,707 45°

cos a ctga tga sina a
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