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Wstep

Klase czwartg rozpoczynamy od powtdrzenia i uzupetnienia wiadomosci doty-
czacych dziatan na potegach i funkcji wyktadniczej. Nastepnie przypominamy i po-
szerzamy podstawowe zagadnienia dotyczgce logarytméw i funkcji logarytmicznej.
Kolejny rozdziat poswiecony jest elementom statystyki. Rozdziat czwarty zawiera
powtdrzenie wiadomosci z kombinatoryki oraz podstawy rachunku prawdopodo-
bienstwa. Ostatnie dwa rozdziaty obejmujg zagadnienia z zakresu geometrii prze-
strzennej — w rozdziale pigtym omawiamy wtasnosci wielosciandow, a w rozdziale
szdstym witasnosci bryt obrotowych. W rozdziale pigtym jeden z tematéw poswieco-
ny jest wtasnosciom rzutu réwnolegtego na ptaszczyzne. Jest to temat dodatkowy,
ale bardzo utatwiajgcy poprawne rysowanie figur przestrzennych.

Podobnie jak w klasach poprzednich, wazne definicje i twierdzenia zostaty
oznaczone kolorowymi ramkami z jasnoszarym ttem. Inne istotne informacje, na
ktére warto zwrdcié¢ uwage, zostaty oznaczone jasnobrgzowym ttem. Gtebsze zro-
zumienie omawianych zagadnien umozliwiajg rozwigzane przyktady oraz éwiczenia
przeznaczone do samodzielnego rozwigzania. Kazdy temat konczy sie zestawem za-
dan, zatytutowanym Sprawd?z, czy rozumiesz. Na koncu kazdego rozdziatu znajdujg
sie zadania powtdrzeniowe zatytutowane Sprawdz, czy umiesz. Wszystkie zadania
na dowodzenie zostaty oznaczone symbolem D. Na koricu podrecznika znajdujg sie
odpowiedzi do wiekszosci zadan.

Zyczymy sukcesOw w uczeniu sie matematyki!

Autorzy






1 o Funkcja wyktadnicza

Potega o wyktadniku rzeczywistym
— powtérzenie

Definicja 1. Potega o wyktadniku naturalngm
Niech a bedzie dowolng liczbg rzeczywistg, zas n — dowolng liczbg naturalna.
Woéwczas:
e a'=a
e a"=qg-a-....a, jesli n>1
AL

n czynnikow

e g°=1, jesli a=0

Cwiczenie 1. Uporzadkuj rosnaco podane liczby:

" (_132, (o, [a‘iﬂ}(’, [ﬁ] (V1)

Definicja 2. Potega o wyktadniku catkowitym ujemnym
Niech a bedzie dowolng liczba rzeczywistg rézng od zera, zas n — dowolng liczbg
naturalng dodatnig. Wéwczas:

Cwiczenie 2. Oblicz:

I = R

3 2

Definicja 3. Potega o wyktadniku wymiernym
Niechn € N— {0, 1} orazm e N,. Wowczas:

1) an =(Q/E)m,jeéli a>0 2)a " =(r\r/g] ,jedlia>0




1. Funkcja wyktadnicza

Przyktad 1.
Obliczymy potegi:
1

a) 27° b) 16°7 c) 6,25°?
Ad a) Obliczamy:
1
1 1 1
27 3=|3=| ==
27 3

Ad b) Wyktadnik potegi przedstawiamy w postaci utamka zwyktego nieskracalnego.
3 3
16°7 =16 =({/16) =2°=8

Ad c) Podstawe danej potegi mozemy przedstawi¢ w postaci utamka zwyktego nie-
skracalnego.

3
. 3
625 2= 2|7
4

Cwiczenie 3. Porédwnaj liczby x i y.

2 _ 4
a) x=125%,y=0,04"1 b)x=810%, y= (3\/5) ) x=64%,y=0,25

Wiesz juz, ze prawdziwe jest nastepujgce twierdzenie dotyczace dziatan na potegach.

Twierdzenie 1. Wtasnosci poteg o wyktadnikach rzeczywistych
Jesli a, b s3 dodatnimi liczbami rzeczywistymi oraz x, y — dowolnymi liczbami
rzeczywistymi, to:

1) a-a'=a"’

2) a:a’=0a""

3) (Y=o

4) o b =(a- by

) 5

Cwiczenie 4. Oblicz wartosci danych wyrazen, korzystajac z twierdzenia 1.
3

1 1 1 _2\a 1
a) 7°.72 b) 1252:125¢  «¢) [121 3} d) ¥3.93



Potega o wyktadniku rzeczywistym — powtérzenie

Ponizsze przyktady pomoga Ci powtdérzyc i utrwali¢ wezesniej zdobyte umiejetnosci.

Przyktad 2.

o2
15.5° +29.5¢ 37453
5

Obliczymy, jakim procentem liczby jest liczba

-5

Oznaczmy pierwszg liczbe przez a, zas drugg przez b. Obliczamy:
. 15-5°+29-5° 3.5.5°429.5° 3.5°429.5° 32.5°

1 25y 25 325
3_7_'_3,3_6 3_6.(3 1+2j 3_6.(1_{_2] e
b 3 _ 3)_ 3 3 23_:3,121
37 37 37 37 3

1
OtrzymaliSmy a=5, b :E . Woéwczas

1
3 1 2
2-100%=§-100%:—-100%=6—%
a 5 15 3

2
Liczba b stanowi 65% liczby a.

i.64 +i.34
18 9

2.3743-.97°
3

Cwiczenie 5. Przedstaw liczbe w postaci potegi o podstawie 3.

Przyktad 3.
Przyblizenie dziesietne liczby 10%% jest réwne 1,778279. Wyznaczymy przyblizenie
3

dziesietne liczby 10 * z dokfadnoécia do si6dmego miejsca po przecinku.

Mamy:
3

2 1
10 ¢ =10

1
1 1
4 =_—.10"" ~—-1,778279=0,1778279
10 10

3

Przyblizenie dziesietne liczby 10 * jest rowne 0,1778279.

4

Cwiczenie 6. Przyblizenie dziesietne liczby 10 ° jest rowne 0,158489. Oblicz przy-
blizenie dziesietne liczby 10*? w zaokragleniu do trzeciego miejsca po przecinku.
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1. Funkcja wyktadnicza

Przyktad 4.
Zapiszemy liczbe /5% 5\/§ w postaci potegi o podstawie 5.

Obliczamy, stosujac prawa dziatan na potegach:

=\/5-53§=\/51-5§=(53J =5

3

Liczba /5355 jest réwna 54

N | =

N =
Blw

Cwiczenie 7. Przedstaw liczbe \3/81-3/5 w postaci potegi o podstawie 3.

Przyktad s.

12 1)2
Wykazemy, ze liczba (4—2-32J —(4+2-32J jest liczbg catkowita.

Zamieniamy potegi na pierwiastki. Wéwczas dana liczba przyjmuje postac
Ja-23 —\a+23

Zauwaz, ze jest to liczba ujemna, bowiem

Ja-23 <\Ja+23

Oznaczmy dang liczbe przez x. Obliczymy kwadrat tej liczby, korzystajgc z dwdch
wzoréw skréconego mnozenia: (o — b)> = o>~ 2ab + b” oraz (a—b)(a +b) =0’ b

X :(\/4—2\/5—\/4+2\/§)2 -
:(\/4—2\6)2 ~0a-23 a2 +(\/4+2\E)2 -
=4—2ﬁ—2\/(4—2\/§)(4+2ﬁ)+4+2I:

=8—2./42—(2\/§)2 —8-216-12=8-2/4=8-4=4

Otrzymalismy, ze liczba ujemna x spetnia rdwnanie x* = 4. Zatem x = -2.

N =

2 12
Liczba (4—2-3 j —[4+2-32J jest réwna —2, jest wiec liczbg catkowita.




Potega o wyktadniku rzeczywistym — powtérzenie

Cwiczenie 8. Porédwnaj liczby:
a) 32— 2% oraz 36+ 2°

b) (46)J25 oraz [(?»—\/E)ﬁ-(%r\/i)ﬁy§

Przyktad 6.

Poréwnamy liczby 3" oraz 2V

Liczby 325 sg dodatnie. Podnosimy obie liczby do potegi NE) i otrzymujemy:
NE NE
(3ﬁ) =3%  oraz (2ﬁ) =2°=8

Wiemy, ze

J€>JZ, czyli \/€>2
Zatem

3%532538
a to znaczy, ze

NG} V3

(3%) >(2")
stad

Sﬁ > Zﬁ

Liczba 3% jest wieksza od liczby 2,

Przyktad 7.

1

. e 4 x3 -3 x—27 ) ) .
Doprowadzimy wyrazenie -— - = do najprostszej postaci,
x-27 ¥ ! 1

x3+3x3+9 ) x3-1

wiedzac, ze x € (0, 1) U (1, 27) U (27, +).

Wspdlnym mianownikiem utamkéw w nawiasie moze byé wyrazenie x — 27, bowiem

1) 1 21
x—27=(x3j —33=(x3—3][x3+3x3+9]
1 2
1 X3 -3
x3 -3

Wodwczas 5 ; =
= = x—27
X3 +3x3+9

11



12 1. Funkcja wyktadnicza

Teraz przeksztatcamy dane wyrazenie do najprostsze]j postaci:

1 2
1 x3 -3
4 x3-3 x—27 4 x—-27
2 1 1 1 -
X— = = = x—-27 x—27 =
X3 +3x3+9 ) x3 -1 x3-1

x3-1 x3 -1 x3-1
E 1 N2 1
(2—x3+3](2+x3—3] (5—X3j x>~1
= = =5-x3
x3—1 x% 1

Dane wyrazenie ma postac 5—3/x, gdzie x € (0, 1) U (1, 27) U (27, +).

Przyktad 8.

Wykazemy, ze liczba 3/9+\/80 +§/9—\/80 jest rowna 3.

Oznaczamy dana liczbe jako x. Otrzymujemy rownosé:

x:§/9+\/%+3/9—\/%, gdzie x> 0.

Podnosimy obie strony otrzymanej rownosci do szescianu. Nastepnie po prawej
stronie stosujemy wzér skréconego mnozenia (a + b)3 =a®+ 3a°b + 3ab? + b.

Mamy:

X =(§/9+\/% +§/9—\/%)3
X =9+\/%+3-$/(9+\/%)2 I CENEN) +3-\3/9+\/%.$/(9—\/%)2 +9-4/80

Teraz korzystamy z prawa dziatan na pierwiastkach Ya-3Ub=3%ab i otrzymujemy:

X =18+3§/(9+J%)2(9—\/%)+3§/(9+\/%)(9—\/%)2

Zauwaz, ze wyrazenia pod pierwiastkami mozemy zapisa¢ w prostszej postaci, jesli
skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na réznice kwadratéw.

(9+80) (9-+80)=(9+B0)(9-+ /80 ) (9 /30 | =(9++/80 ) (81 80) =9+ /8O



Potega o wyktadniku rzeczywistym — powtérzenie

Podobnie
(9+80)(9-+B0) =980
Otrzymujemy rdwnanie:
x* =18+339++/80 +33/9-/80
x3=18+3(§/9+@+%/9—\/%)

sprawdz!

Ale 3/9 ++/80 +§/9 —/80 =x, wiec rdwnanie przyjmuje postac
x*=18+3x
x*—3x-18=0
Lewa strone réwnania rozktadamy na czynniki metodg grupowania wyrazow.
x*—9%+6x—-18=0
x(x*—9)+6(x—-3)=0
x(x—3)(x+3)+6(x3)=0
(x-3)(x+3x+6)=0
x—3=0 lub x*+3x+6=0
x=3 A <0, réwnanie sprzeczne
Jedynym rozwigzaniem otrzymanego réwnania jest liczba 3, 3 > 0. Zatem liczba ma-
jaca postac %/9+\/% +3/9—\/% jest réwna 3,

co konczy dowdd.

S pra wdz, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
1. Oblicz:

a) (-0,4) b) (22]_1 o) (25 )_2 d) (3+242 )_2

Jowr (68215)2 ®) (1%) h) (32)1

i) (75}2 j) (32+42)°’5 K) (6’2+8’2)7% ) (12]2+(1£j_i 2

Oblicz, korzystajgc z praw dziatan na potegach:
4
(5°-5°):5" (37):3° (%E)Z .83
a) ——5— B ——— J———=
(2:5) 2781 0,57.323

2 11

1 2 17 4 3 1 ’g
d) 10:212.84%° e) 403:56 .56 f) [3 3:9 2-—]

13
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1. Funkcja wyktadnicza

Oblicz, korzystajgc z praw dziatan na potegach:

1 1 12 1111
a) 22-3/2.2¢ b) 32:(—27)4-{&} } c) 52-5% +32.32

1 1 A 2+\2
d)(39+3°+39)05:3°6 e)(\/ﬁ—ﬁ)3.(\/ﬁ+\/§)3 f)[(\@) }

Przedstaw dang liczbe w postaci g%, gdzie a jest liczbg naturalng, natomiast w
jest liczbg wymierna.

2
A5 o E Y36 %27 64 3 -\/18
o) V91303 ) a9 s

-3 3 4
5 _> -
Wykaz, ze warto$¢ wyrazenia 5-2°° +|:(;j } +3.4 2+643 —(—2)3 mozna

przedstawi¢ w postaci iloczynu trzech réznych liczb pierwszych.

Wykaz, ze:
%/5'004% (ﬁ)_3'9\/§:5i N
Q) SN 55 ) 16
602:24/3 (27)‘3
8

1
Wiadomo, ze przyblizenie dziesietne liczby 100° jest réwne 2,15443469.
Podaj przyblizenia dziesietne podanych nizej liczb. Wynik zaokraglij do pigte-
g0 miejsca po przecinku.

5] 1 2 1

a) 100 ¢ b) 100 3 c) 10° d) 1002
Oblicz:
a) oile procent liczba V44% +33% =21 jest wieksza od liczby 2345302,

3 7
b) o ile procent liczba ﬁ jest mniejsza od liczby 5\/5-\3/50 -¥/50.
83
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Potega o wyktadniku rzeczywistym — powtérzenie

9.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

Wykaz, ze wartos¢ danego wyrazenia jest liczbg naturalna.
1

a) /358”67 +8 358’ b) 3(45-36%)2

4
3

) {(z_ﬁ)h(zmﬂz o) [(45-1)(81 + 6+1)]

Poréwnaj liczby x i y.

-15
a) x= 1281 y =812 b) X:[E/:TJ y=27 303

NN V241
d) X:(3\/g—\/§) , y:(2ﬁ+1)

C) X=312+59, y:518_324

2
Poréwnaj liczby l:(3—\/§)i +(3+\/§)1 oraz W

132 132
Wykaz, ze liczba (7—242J —(7+242] jest liczba catkowita.
2 1
Wykaz, ze liczba 83 —2? jest rozwigzaniem rownania x* + 23° = 18.
Oblicz wartos¢ wyrazenia:

=3 =il

a) ﬁ jesli a=+/2,
+a

2 pD
b) & =P (ab) (a+b) " jesli a=1-3, b=1+3.

a-b
34421
12

Wykaz, ze jesli x = , to wartos¢ wyrazenia
4
x> -3x? 1 2x3 +1 ) , -1
. ——— - jest rowna — .
12

2x3+1 4x3—2x3+1

Wykaz, e 338+ /1445 — /1445 —38 =4 .

15
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1. Funkcja wyktadnicza

Funkcja wyktadnicza i jej wtasnosci

Definicja 1.

Funkcja wyktadniczg nazywamy funkcje, ktérg mozna opisa¢ wzorem y = a*,
gdzie a jest ustalong liczbg rzeczywistg dodatnig i rédzng od 1. Dziedzing funkcji
wyktadniczej jest zbidr liczb rzeczywistych.

Na ponizszych rysunkach przedstawione sg wykresy funkcji wyktadniczych. Ze wzgle-
du na podstawe potegi rozwazamy dwa przypadki.

| przypadek: a € (0, 1)

4 X
-l
L7

Wykresy przyktadowych funkcji wyktadniczych:

WA

Wykresy przyktadowych funkcji wyktadniczych:

| 3

y=4 y=2"

Wykresem funkcji wyktadniczej jest krzywa, przecinajgca o$ OY w punkcie (0, 1).

Wtasnosci funkcji wyktadniczej y = a*, gdzie a € (0, 1) U (1, +) i x € R, przedsta-

wiamy w ponizszej tabeli.



Funkcja wyktadnicza i jej wtasnosei 17

y=a, 0O<a<l y=a, a>1

\1& I

04 X 0

=
xY

Funkcja wyktadnicza nie ma miejsc zerowych.

Funkcja wyktadnicza przyjmuje tylko wartosci dodatnie; ZW = (0, +0).

Funkcja wyktadnicza jest réznowartosciowa.

Jedlia € (0, 1), to funkcja wyktadnicza | Jeslia € (1, +), to funkcja wyktadnicza
jest malejgca. jest rosnaca.

Przyktad 1.

Uporzadkujemy w kolejnosci rosnacej liczby k, |, m, n, p, jesli:

—T 75 —2\/5
k:H == m=9¢  n={s3 p=(‘ij

-T 1 1
kz(lj =3" /=—3—=31:32=32

NE)
1
1 1 133
m=9*=(3") =32 n=39\/§=(32'32j =(3

3]232
) )T A e o

Funkcja wyktadnicza y = 3%, gdzie x € R, jest rosngca. Zatem dla wiekszego argumen-
tu przyjmuje wiekszg wartosc. Porzagdkujemy rosngco wyktadniki poteg i podobnie
otrzymane potegi:
1 < 1 < > <m< 6x/5
2 2 6
1 1 5
32<32<36<37<3%"

Ostatecznie otrzymujemy: m</<n<k<p.
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Cwiczenie 1. Uporzadkuj w kolejnoéci rosnacej liczby a, b, ¢, d, jeéli:

[-5)8]”

Przyktad 2.

Na rysunku obok przedstawiono wykres

funkcji wyktadniczej f. Do wykresu tej

funkcji nalezy punkt A(-2, 9).

a) Wyznaczymy wzér funkcji f.

b) Obliczymy warto$¢ funkcji f dla argu-
mentu —1,5.

c) Odczytamy z wykresu zbiér rozwigzan
nieréwnosci 1 < f(x) <9.

A(=2,9)

=II0I I;
—4 -3 -2 - 123 456 7X

Ad a) Szukamy wzoru majacego postaé y = a*, gdzie a € (0, 1) U (1, +).
Do wykresu funkcji f nalezy punkt A(-2, 9). Otrzymujemy:

9=g7?
1
— =9
a
1 1
a=—=-va==

Liczba —% nie nalezy do zbioru (0, 1) U (1, +).

Zatem wzor funkcji f jest nastepujacy: y =(§j , gdzie x € R.

Ad b) Obliczamy wartos¢ funkcji f dla argumentu —1,5:
-1,5 i 3
f(—1,5)=@ “32-(43) =33

Dla argumentu —1,5 funkcja przyjmuje wartos¢ réwng 33.

Ad c) Zbiorem rozwigzan nieréwnosci 1 < f(x) < 9 jest zbiér wszystkich argumen-

téw, dla ktérych wartosci funkcji f nalezg do przedziatu (1, 9).

Wiemy, ze f(0) = 1 oraz f(—2) = 9. Na podstawie wykresu funkgji f stwierdzamy, ze
1<f(x)<9 © xe(-2,0)

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest przedziat (—2, 0).
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L 4
Cwiczenie 2. Do wykresu funkcji wyktadniczej f nalezy punkt B(—Z,gj.

a) Napisz wzér funkgji f i naszkicuj jej wykres.
b) Oblicz f(-4).

c) Dla jakich argumentéw wartosci funkcji f sg wieksze od 16 ?
81

Przyktad 3.

1 X
Rozwigzemy graficznie réwnanie x+4 :(gj , gdziex € R.

Szkicujemy we wspdlnym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji:

f(x)=x+4 oraz g(x)z(gj , gdziex € R.

Funkcja f jest rosnaca, zas funkcja g jest malejgca. Wykresy obu funkcji przecinajg
sie w jednym punkcie, ktéry ma wspoétrzedne (—1, 3), bowiem
f(-1)=-1+4=3

fE1)=g(-1)

Jedynym rozwigzaniem rdwnania x+4:{1j jest liczba —1.
3
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Przyktad 4.

Rozwigzemy graficznie nierdwnosé 2* < —i(x—z)2 +4,gdziex € R.
4

L L ax 3 . . .,
Zbiorem rozwigzan nieréwnosci 2 <_Z(X_2)2+4' gdzie x € R, jest zbidr tych
wszystkich argumentdw, dla ktdrych funkcja wyktadnicza f(x) = 2* przyjmuje warto-
3
$ci mniejsze niz funkcja kwadratowa g(x) Z—Z(X—Z)z +4.

Wykresem funkcjif(x) = 2% jest krzywa wyktadnicza przechodzgca przez punkty:

(0,2), (1,2), (2,4).

Wykresem funkcji kwadratowej g jest parabola, ktéra ma ramiona skierowane do
dotu, a jej wierzchotkiem jest punkt W(2, 4). Osig symetrii tej paraboli jest prosta
o réwnaniu x = 2. Wéwczas:

g(O):—%-(O—Z)2 +4=1 oraz g(4)=1
wiec réwniez punkty (0, 1) i (4, 1) nalezg do wykresu funkcji g.

Wykresy obu funkcji ilustruje ponizszy rysunek.

Wykresy funkcji fi g przecinaja sie w dwdch
punktach: (0, 1) oraz (2, 4).
Z rysunku odczytujemy, ze

fx)<g(x) © xe(0,2)

3
Zbiorem rozwigzan nieréwnosci 2* < —Z(x—z)2 +4 jest przedziat liczbowy (0, 2).

- i 1Y
Cwiczenie 3. Rozwiaz graficznie nieréwnosé O,25x2+x+5>(5j , korzystajac

z wykresow odpowiednich funkcji.
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Przyktad s.
Wyznaczymy najwieksza warto$é funkeji f(x)=4"—6-4"+3, gdzie x € (0, 1) oraz

argument funkcji f, dla ktérego ta wartosc jest przyjmowana.

Wzér funkcji f mozna zapisa¢ w postaci
f(x)=(4) ~6-4"+3, gazie x < (0, 1)
Funkcja f jest funkcjg ciggta, ztozong z dwdch funkcji ciggtych:
z funkcji wewnetrznej g(x)=4", gdzie x (0, 1) oraz
z funkcji zewnetrznej h (t) = t* — 6t + 3,
ktorej dziedzing jest zbidr wartosci funkcji g. Mozemy zapisaé f =heog.

Zauwazamy, ze
g(0)=1 oraz g(1)=4.

Z wykresu oraz monotonicznosci i réznowartoscio-
wosci funkcji g wynika, ze zbiorem wartosci funk-
cji g jest przedziat (1, 4). Kazda z wartosci funkcja g
przyjmuje tylko jeden raz.

Zbidér wartosci funkcji
f(x)=(4") ~6-4" +3, gdziex € (0, 1)
jest taki sam, jak zbiér wartosci funkcji

h(t)=1t—6t+3, gdzie t € (1, 4)
Wodwczas najwieksza wartos$¢ funkcji f jest rowna najwiekszej wartosci funkcji h.

Na rysunku obok kolorem niebieskim jest naszkico-
wany wykres funkgcji h.

Funkcja h najwiekszg wartos¢ przyjmuje dla argu-
mentu 1.

Obliczamy te najwiekszg wartosc:
h(1)=1-6-1+3=2
Wiemy, ze
g(0)=1 oraz h(1)=2

Funkcja f dla argumentu 0 przyjmuje najwiekszg wartos¢, réwng —2.
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Przyktad 6.

X" —4x
1 1
Wyznaczymy zbiér wartosci funkcji f(x) :(Ej , gdzie x e <1, 4E> .

Funkcja f jest funkcja ciagta, ztozong z dwdch funkcji ciggtych: funkcji wewnetrznej
1 t
g(x)=x?—4x, gdzie x € <1, 4%> oraz z funkcji zewnetrznej h(t)= [2} , ktorej dzie-

dzing jest zbidr wartoéci funkcji g. Mozemy zatem zapisaé f =hog.

1
1) Wyznaczamy zbiér wartosci funkcji g (x) = x* — 4x, gdzie x e <1, 4E> )

¢ Obliczamy odcietg wierzchotka paraboli, bedacej wykresem funkcji y = x> — 4x:

4,
" 2-1

1
e Zauwazamy, ze 2€<1,4E> oraz wspoétczynnik przy x> we wzorze funkcji g jest

dodatni. Zatem dla argumentu 2 funkcja g przyjmuje najmniejszg wartos¢, rowng
9(2), czyli —4 (wykonaj obliczenia).

1
e Szukamy najwiekszej wartosci funkcji g na koricach przedziatu <1,4§> :

g(1)=12-4-1=-3 oraz
2
1 9 9 8 72 9 _1
g 4 — :(_j -4 = =— =)
2) 2 2 4 4 4 4
. . 1 . . 1 N .
Poniewaz _3<2Z' wiec funkcja g w przedziale 1,45 przyjmuje najwiekszg
Li 1
wartos¢, rowng 21.

1
Z ciggtosci funkcji g wynika, ze zbiorem wartosci funkcji g jest przedziat <—4, 24>.

2) Wyznaczamy zbior wartosci funkc;ji f.
¢ Funkcja f ma taki sam zbidr wartosci, jak funkcja

h(t)= (;jt gdzie te <—4, 2%>

Funkcja h jest malejgcg funkcjg ciggta. Dla najmniejszego argumentu funkcja h przyj-
muje wartos¢ najwiekszg, a dla najwiekszego argumentu — wartos¢ najmniejszg.
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1
e Obliczamy wartosci funkcji h dla liczb —4 oraz ZZ:

-4
h(—4):(—j =2*=16 — najwieksza warto$é funkgji f

o

= 9 4
h 21 = 1 =4 lj = ! = 1 = @ — najmniejsza wartosc funkcji f
4 2 2 3282 432 8

==
Zbiorem wartosci funkcji f jest przedziat P 16 ).

4-x?

Cwiczenie 4. Wyznacz zbiér wartoéci funkgji f(x) =(\/§) , gdziex € (-2, 2).

Przyktad 7.

2x

Wykazemy, ze funkcja f(x): gdzie x € R, jest nieparzysta.

x+1 7

Dziedzing funkcji fjest zbiér R, wiec dla kazdego argumentu x nalezgcego do dziedzi-
ny funkcji f liczba przeciwna —x tez nalezy do dziedziny tej funkcji. Wystarczy zatem
pokazaé, 2ef(—x) = —f(x). Obliczamy:
1 1-3%
_3—2)(_1_37_ 3T 1_32)( _1_32)(

f(—X)— 3x+1 - 3*+1 - 3*+1 _32x.3—x+1 - 3t
-1 —(37-1) 1-3>
—f(X)Z— 3x+1 = (3x+1 ): 3x+1

Otrzymalismy, ze dla dowolnego argumentu x funkcji f prawdziwa jest réwnos¢
f(x) =—f(x). Zatem funkcja f jest nieparzysta.

S pra wdzZ, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Naszkicuj wykres funkcji fi oméw jej wtasnosci.

) fW=4 b fK=02 o fW=(\3] f(x)=(%f

2. Uporzadkuj w kolejnosci rosnacej liczby k, I, m, n, p.
a) k:(3\/5)5, /:(3\/5)6, m:(sx/i)m, n:(3\/§)72, p=(3n/5)@1

b) k=0,75°, 1=0,75"2, m=0,75"""*, n=0,75", p=0,75"">
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D

9.

10.

1

E
3\/5_4}—1,5

d) kzel(\/i—l)z  1=pv2-3 2' m:(ﬁjs,nzl, p=( 5

Na podstawie ponizszej rownosci podaj, czy liczba x jest dodatnia, czy ujemna.

1 2 2Y 1Y
a) 0,8 == b) 2,7°== c) | =| =6 d) |[3=] =15
) 3 ) : ) ( J ) ( :_J

1
— AT — — Q0,25 — — 1-7n
c) k=4, |=—=,m=38 ,n——ﬁ,p—64

9

Napisz wzdr funkcji wyktadniczej f, wiedzac, ze do jej wykresu nalezy punkt:

2) A(—l,zgj b) B(2,25)  ©) c(-3,8) d) (4, 9)

Do wykresu funkcji wyktadniczej f nalezy punkt A(f4, 16).

a) Napisz wzor tej funkcji i naszkicuj jej wykres.

b) Oblicz wartos¢ funkcji f dla argumentu 3,5.

c) Podaj argument, dla ktérego funkcja f przyjmuje wartosc 2.
d) Wyznacz zbidr rozwigzan nieréwnos’cif(x) <2.

Rozwigz graficznie rdwnanie, korzystajgc z wykreséw odpowiednich funkcji.

a) 27=2 b) 3iX=—4x+1 ¢) V2" =x
X

Rozwiaz graficznie nierdwnosé, korzystajgc z wykresdw odpowiednich funkcji.

a) 5*<G) b) 4>3x+1 c) Gj <—x-2x-1

Wyznacz zbiér wartosci funkcji f.
a) f(x) =8 +3-4—-4,xeR b) f(x)=7"M",xe(-1,3)

c) f(x)z(%jH - ,xe(-1,2) d) f(x) =49-7"-6,xeR

Wykaz, ze funkcja:
a) f(x) =4+ 4 ~jest parzysta b) g(x)= " — . jest nieparzysta.
+

Funkcja f(x) = 25"+ 25 * przyjmuje dla pewnego argumentu x, warto$c row-
ng 34. Wykaz, ze funkcja g(x) =5+ 57 dla argumentu x, przyjmuje wartos¢
réowng 6.
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Przeksztatcenia wykreséw funkcji
wyktadniczych

Na ponizszym rysunku we wspdlnym uktadzie wspétrzednych narysowane sg wykresy

funkcji f(x) = 3* oraz g(x):(§J ,gdziex € R.

Zauwaz, ze wykresy funkcji

0=+ o (2]

3
sg symetryczne wzgledem osi OY.

Twierdzenie 1.

1 X
Krzywe wyktadnicze o réwnaniach y = a* oraz y =(—j ,gdzie a € (0, 1) U (1, +o)
a

sg symetryczne wzgledem osi OY.

1 X

Zatozenie: f(x)=a", g(x)z[—} ,X€R, ae(0,1)U(1,+x)
a

Teza: Wykresy funkcji fi g sg symetryczne wzgledem osi OY.

Dowdd: Jesli przeksztatcimy wykres funkcji y =f(x) przez symetrie osiowg wzgle-
dem osi OY, to otrzymamy wykres funkcji y =f(fx). Zatem jeélif(x) =g*, to mamy:

f(=x)=a™" :(a’1 )X :(%j =g(x), co koriczy dowdd.

Przyktad 1.
Wykres funkcji f(x):[%) , gdzie x € R, przeksztatcimy:

a) w symetrii osiowej wzgledem osi OX,
b) w symetrii srodkowej wzgledem punktu (0, 0).

Napiszemy wzor funkcji, ktérej wykres otrzymamy w tym przeksztatceniu.
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Ad a) Rysunek ponizej przedstawia wykres funkcji f i jego obraz w symetrii osiowej
wzgledem osi OX.

Jesli przeksztatcimy wykres funkcji y :f(x) W sy-
metrii osiowej wzgledem osi OX, to otrzymamy
wykres funkcji

y=—f(x).

W naszym przypadku otrzymalismy wykres funkcji

Ad b) Rysunek ponizej przedstawia wykres funkcji f i jego obraz w symetrii $rodko-
wej wzgledem punktu (O, O).

Jesli przeksztatcimy wykres funkcji f w sy-
metrii Srodkowej wzgledem punktu (O, O),
to otrzymamy wykres funkcji

y =—f(-x).

Funkcja, ktérej wykres otrzymalismy w tym
przeksztatceniu, ma wzor

1 —X
=—|=| , czyli y=-2~
y (Zj yli 'y

Cwiczenie 1. Naszkicuj wykres funkgji: a)y=4",xecR b)y=-4%xeR.

Przyktad 2.
Wykres funkcjif(x) =57 przesuniemy réwnolegle:
a) o2 jednostki w dét wzdtuz osi OY
b) o 3 jednostki w lewo wzdtuz osi OX.
Napiszemy wzor funkcji, ktérej wykres otrzymamy w tym przeksztatceniu.
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Ad a) Jedli przesuniemy réwnolegle wykres
funkcji y = f(x) o 2 jednostki w dét, czy-
li o wektor [0, —2], to otrzymamy wykres
funkcji

y=£(x)-2
Zatem jes',lif(x) =57 to otrzymamy wykres
funkcji

y=5*-2
Wykresy obu funkcji przedstawia rysunek
obok.

Ad b) Jesli przesuniemy réwnolegle wykres
funkcji y =f(x) o 3 jednostki w lewo, czy-
li o wektor [-3, 0], to otrzymamy wykres
funkcji

y=f(x+3
Zatem jeélif(x =57 to otrzymamy wykres
funkgji

x+3
y:5’(x+3)' CZV“ y:(%j

Cwiczenie 2. Naszkicuj wykres funkgji: a)y=2"%“xeR b)y=-2+1,xeR.

Przyktad 3.

X+5

, gdzie x € R.
- g

Naszkicujemy wykres funkcji y=1—

Najpierw sprowadzamy wzér danej funkcji do prostszej postaci.
X+5 x+5
3 :1_3 - :1_3x+5—3:1_3x+2

27 3

Dang funkcje mozna opisa¢ wzorem y=1-3

1-—

X+2

, gdzie x € R.

Aby naszkicowac jej wykres, skorzystamy z przeksztatcen wykreséw odpowiednich

funkcji.

1) Przesuniemy réwnolegle wykres funkcji y = 3* o wektor [-2, 0] i otrzymamy
wykres funkcji y=3*"2

2) Przeksztatcimy wykres funkcji y = 3*"? w symetrii osiowej wzgledem osi OX
i otrzymamy wykres funkcji y =-3*"2

3) Przesuniemy réwnolegle wykres funkcji y = -3**? o wektor [0, 1] i otrzymamy
wykres funkcji y =1 — 3*+2,
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Rysunki ponizej przedstawiajg wykresy poszczegdlnych funkcji.

Zauwaz, ze wzor funkcji y=1-3*"2 mozemy rdéwniez zapisa( w postaci
y=— (3”2 — 1). Zatem wykres tej funkcji otrzymamy takze, przesuwajac réwnolegle
wykres funkcji f(x) = 3* o wektor [—2, —1], a nastepnie otrzymany wykres funkgcji
przeksztatcajac przez symetrie osiowa wzgledem osi OX.

Cwiczenie 3. Na podstawie wykresu funkcji y = 1 — 3**2, gdzie x € R, przedsta-
wionego w przyktadzie 3., oméw nastepujgce witasnosci tej funkcji: zbidr wartosci,
miejsca zerowe oraz argumenty, dla ktorych ta funkcja przyjmuje wartosci dodatnie
i argumenty, dla ktérych przyjmuje wartosci ujemne.

Cwiczenie 4. Wykaz, ze wzér funkgji f(x)= , gdzie x € R, mozna zapisa¢

w postaci f(x) =4 — 2*-1, Nastepnie opisz, jak na podstawie wykresu funkcji y = 2*
mozna naszkicowac wykres funkcji f.

Przyktad 4.
Do wykresu funkcjif(x) =c- 05 gdziea e (0, 1) U (1, +oo) i X € R, nalezg punkty

M(l, 32) oraz P(—Z, %j .

a) Wyznaczymy liczby a i ¢ oraz zapiszemy wzdr funkcji f.

b) Naszkicujemy wykres funkcji g okreslonej wzorem g(x) =f( 5

Ad a) Punkty M(1, 32) i P(—Z, %J naleza do wykresu funkcji f(x) = c - @,

-2

1
32=c-a' oraz E:c—a
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Rozwigzujemy uktad réwnan:

ac=32 ac=32
1 ¢, stad 1,
=7 c=—a
2 a 2

. . . . . 1
W miejsce ¢ do pierwszego réwnania uktadu rdwnan podstawiamy Eaz :

1
Za*=32 a’=64
2 . ) a=4
, o czyli 1 ,, wiec
C=—02 c=—a
> 2

Otrzymalis’my:f(x) =84 czyIif(x) =223,

Ad b) Funkcja g ma wzér g(x)= f(— g) , gdzie x € R. Przeksztatcamy wzér tej funk-

cji do prostszej postaci:
X 2-(—£j+3 B (e \x-3 1 x-3
_2l=2 2 =2 x+3=21(x 3)221 | =
-3 CORSE

1 x-3
Funkcje g opisuje wzor g(x):(z) , gdzie x € R.

x=3
1
Wykres funkcji g(x)=(§) otrzymuje-

my, przesuwajac rownolegle wykres funkcji

1 X
y:(E) o 3 jednostki w prawo, jak na ry-

sunku obok.

Cwiczenie 5. Do wykresu funkcji f(x) = k - o, gdzie a € (0, 1) U (1, +) i x € R,
nalezg punkty A(—l, 27) oraz B(Z, 1). Wyznacz wzér funkcji f.

Przyktad s.

Naszkicujemy wykres funkcji okreslonej wzorem f(x)= ¥k xR,

Wzér funkcji f zapiszemy bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej.
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Mamy trzy przypadki dotyczace wyktadnika potegi o podstawie 2:
e jedlix e (-,0),t0 [x—1—|x|=—x+1+x=1

e jeslixe(0,1),to |x—1—|x|=—x+1-x=-2x+1

o jeslix e (1, +x),to [x—1—|[x|=x-1-x=-1

Ostatecznie wzor funkcji f mozemy zapisa¢ nastepujgco:

2, jeslixe(—x,0)
f(x)=q272", jeélixe<0, 1)

1 .,

=, jeslix e<1, +oo)
2

Zauwazmy réwniez, ze

97 2x+1 _ 272(#%) _ (ljxi

4

Aby otrzymac fragment wykresu funkcji f odpowiadajgcy argumentom z przedzia-
1Y 1

tu <O, 1), wystarczy przesungé réwnolegle wykres funkcji y:[Zj o wektor [E, O}

i wybra¢ odpowiedni fragment tego wykresu.

Wykres funkcji f ilustruje ponizszy rysunek.

AY
2

f(X) =2 lxr1l=Ix
—+1

Cwiczenie 6. Naszkicuj wykres funkcji y =4 2", gdzie x € R.

Przyktad 6.
Funkcje f opisuje wzor f(x)=3"+3""+3"7+.., x € R, w ktérym prawa strona jest

szeregiem geometrycznym zbieznym. Naszkicujemy wykres tej funkcji.

Pierwszy wyraz a, nieskoriczonego ciggu geometrycznego (3*, 3x-1, 3x-2 ) jest

1
réwny 3*. lloraz g tego ciggu wynosi 5 , wiec spetnia warunek |q| <1
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a

1-qg

Zatem suma S szeregu istnieje i mozna jg obliczy¢ ze wzoru S = . Wéwczas wzor

funkcji f przyjmuje postac
3X
=), I.
f(x) 1 czyli
1_i
3
1
f(X) 25‘3“1
Wykres funkcji f otrzymamy, przeksztatcajgc wykres funkcji y = 3*** w powinowac-

1
twie prostokatnym o osi OX i skali >

Na rysunku ponizej wykres funkcji f jest naszkicowany kolorem czerwonym.

SP rawdz, CZYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Wykres funkcji f(x) = 2%, x € R przeksztatcono i otrzymano wykres funkcji g,

dzie:
2) 99 =f(x+1) b) 9 =814
c) g(x)=f(x—4)-1 d) g(x)=F(-3-x)+4

1) Napisz wzér funkcji g i naszkicuj jej wykres. 2) Omoéw wtasnosci funkcji g.

2. Wykres funkgji f przesunieto réwnolegle o wektor U i otrzymano wykres funk-
cji g. Podaj wzor funkgji g, jesli:
a) f(x)=-3"-2, u=[5-4] b) f(x)=4""+5, u=[-1,2].

3. Do wykresu funkcji wyktadniczej f(x) = @, gdzie x € R, nalezy punkt A(-2, 4).
a) Oblicz a.
b) Naszkicuj wykres funkcji g (x) =1 — f(x + 4).

1 4-2
4

c) Czy punkt B[—ZE,

j nalezy do wykresu funkcji g?

d) Na podstawie wykresu funkcji g podaj zbidér rozwigzan nieréwnosci
g(x)<-1.
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10.

11.

12.

J3

—2x+8
Naszkicuj wykres funkcji g(x) = [?j —2,gdzie x € R.
a) Oblicz wspodtrzedne punktu wspdlnego wykresu funkcji g i osi OY.
b) Podaj zbiér rozwiazar nieréwnosci g (x) > x — 5.

Korzystajac z wykresow odpowiednich funkcji, rozwiaz graficznie rdwnania.
x+1 x=1 X
1 1 1/(1
a) |=| =3 b) 4=|=| +3 c) = = | =2-(2"*+1
) (3j ) (ZJ ) 9 (3j ( )

Korzystajac z wykreséw odpowiednich funkcji, rozwigz graficznie nieréwnosci.

_lx_l 1 X 5
a) 2 3>4 b) 0,252 2<1 c) 4—(3 >9 2 -1

Do wykresu funkcjif(x) =b-a*, gdziea e R — {1}, X € R, nalezy punkt K(2, 1).
Wykres funkcji f przecina o$ OY w punkcie o rzednej 4.

a) Wyznacz liczby a, b.

b) Naszkicuj wykres funkcji f i oblicz wartos¢ funkcji f dla argumentu —3.

1 11
Punkty M(l, E) oraz P(EZ) nalezg do wykresu funkcji f(x) = c - o, gdzie

X € R.
a) Wyznacz liczby a, c.

b) Naszkicuj wykres funkcji g okreélonej wzorem g(x)zf(— gj

Wykaz, ze jesli do wykresu funkcji h(x) = a* + b nalezg punkty T(1, 1) oraz
1
5(3,5),to @’ =5

Naszkicuj wykres funkcji okreslonej wzorem:

a) f(x)=|3”‘ —3| b) g(x)=2""-4 c) h(x)=—[2"" - 4|+5
Naszkicuj wykres funkcji okreslonej wzorem:
1 |x+1/-2 " Slx-2l+
== b) y=—2"" =
a) y (zj ) v ) y==—
Dany jest wzor funkgcji f(x)=2x +£-2X +4—9- * +$~2” +..., gdzie x € R.

Wiadomo, ze prawa strona tego wzoru jest szeregiem geometrycznym zbiez-
nym. Naszkicuj wykres funkc;ji f.
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Réwnania wyktadnicze

Réwnanie wyktadnicze to réwnanie, w ktérym niewiadoma wystepuje tylko w wy-
ktadniku potegi. Oto przyktady réwnan wyktadniczych z niewiadoma x:

x=2

2r = ¥ 3¥ =9 x 522 =3f5.547 2w ypv=p

W rozwigzywaniu rownan wykfadniczych korzystamy z tego, ze funkcja wyktadnicza
y =0, gdzie a € (0, 1) U (1, +o0), jest funkcja réznowartosciowa.

Twierdzenie 1.
Jedlia € (0,1) U (1, +x) oraz x, € R, x, € R, to
a%=0" & x, =X,

W tym temacie przedstawimy metody rozwigzywania rdwnan wyktadniczych.
A. Proste rdwnania wyktadnicze

Proste rownania wyktadnicze dajg sie sprowadzi¢ do postaci
awl =aWZ
gdzie a € (0, 1) U (1, +w), za$ w,, w, — to wyrazenia algebraiczne jednej zmiennej.

W rozwigzywaniu takich réwnan korzystamy z praw dziatan na potegach oraz
z twierdzenia 1.

Przyktad 1.

Rozwigzemy réwnanie 4> -1 =1,

Dziedzing réwnania jest zbidr liczb rzeczywistych, D =R.

Zauwaz, ze
1=4°
zatem réwnanie mozna zapisa¢ nastepujgco:
Q-1 40
Po zastosowaniu twierdzenia 1. otrzymujemy :
2x—-1=0
1
X==
2

. . . o 1
Rozwigzaniem danego réwnania jest liczba >
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Przyktad 2.

1

Rozwigzemy rownanie wyktadnicze 27 -9m = 3\/5 .

1
Po lewej stronie réwnania w wyktadniku potegi wystepuje wyrazenie —1 , ktére
X+

jest okreslone wtedy i tylko wtedy, gdy x = —1. Zatem
D=R-{-1}

Obie strony rdwnania zapiszemy w postaci potegi o podstawie 3.

Mamy:

1
27=3, 9=3 3./3=3".3
Przeksztatcamy dane réwnanie, stosujgc prawa dziatan na potegach:
1 1
33,(32)x>1:31,32 (am)":amn
2 1
3.3 =3".32 am g =gt
342 3
3 x+1 :32
Korzystamy z twierdzenia 1. i otrzymujemy
2 3
34—=—
x+1 2
2 3
x+1 2
3(x+1)=4 %:gca-d:b-c,jeélib:tOid;tO
-3x-3=4
—3x=7
x:—21 —ZleD
3 3

1
Réwnanie 27-9*** :3\/§ ma jedno rozwigzanie. Rozwigzaniem tego rownania jest

liczba —21.
3

Cwiczenie 1. Rozwiaz réwnania.

USRS
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Przyktad 3.

. 1
Rozwigzemy réwnanie o 25-3“.

Dziedzing réwnania jest zbidr liczb rzeczywistych, D =R.
Lewg strone réwnania przeksztatcamy nastepujaco:
x—-1

7.5 xl 1 1 2\
AL )T e (Y]
5% 5% 5.5 5" 5

Wskaz prawa dziatan na potegach, ktére zastosowalismy powyzej.

Prawg strone doprowadzamy do potegi o podstawie 9:
1 X
_.32x :971 '(32) :971 .9* :9x—1

9

Otrzymujemy rownanie:

e
5

Po obu stronach ostatniego réwnania wystepujg potegi o roznych podstawach, ale
o jednakowych wyktadnikach. Obie strony réwnania podzielimy przez wyrazenie
91, ktdre jest rézne od zera.

x=1
(3) =9 /9!
5

m

. . a a\" . .
Stosujemy wzor b—m:(gj i otrzymujemy:
x—1

2

< =1
=

i x—l_ i 0

45 45

x—1=0 z twierdzenia 1.
x=1
Jedynym rozwigzaniem danego rownania jest liczba 1.

Cwiczenie 2. Rozwiaz réwnania.

2x x+1 pl-2x 1-3x
a) 39*:2 b) i:(éj

3 2 5% .4% 7
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Przyktad 4.
Rozwigzemy réwnanie 5-5%.57.5%°.513. .53-2=0 2-3 7 njewiadoma n, wiedzac,
zeneN..

Lewa strona rownania jest iloczynem poteg o podstawie 5, zatem jest rowna pote-
dze o podstawie 5 i wyktadniku réwnym sumie wyktadnikéw tych poteg.

5. 54 . 57 . 510 . 513 R 53n—Z: 51+4+7+10+13+...+(3n—2)

Prawg strone danego réwnania réwniez przedstawiamy w postaci potegi o podsta-
wie 5:

-35
0 2*35 — [1] — 535
' 5

Réwnanie przeksztatcamy do postaci:
Gl+4+7+10+13+..+(3n-2) — §35

Po zastosowaniu twierdzenia 1. mamy
1+4+ 7+10+13+..+(3n-2)=35

Wyrazenie 1+4+ 7+10+ 13+ ... + (3n — 2) jest suma n kolejnych, poczatkowych
wyrazéw ciggu arytmetycznego (an) o wyrazie ogbélnym a =3n - 2.
Korzystamy ze wzoru
+
S :u-n, gdziea, =1, a =3n-2
2 n

n

i otrzymujemy:
2
14447410413 +..+(3n-2) =22 "
Rozwigzujemy rownanie:
2_
3n n:35, gdziene N,
3n*—n-70=0
A=(-1)2—4-3-(-70) =841, JA =29
1-29 2 2
n=——=-4—-, n,=5 oraz —-4—¢N_, 5eN,
2-3 3 3

Jedynym rozwigzaniem réwnania 5-5%-57 - 5%0.513. . 53-2=0723 jest liczba 5.

Cwiczenie 3.
Rozwiaz rownanie 4'-4%-4°....4"=8' gdziene N..
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B. Rownania wyktadnicze, ktore rozwigzujemy przez podstawienie
Zmiennej pomocniczej

Przyktad s.

-1 3"+7
-1’

Wyznaczamy dziedzine réwnania. Mianownik utamka wystepujgcego po prawej
stronie rownania jest rézny od 0 wtedy, gdy

3¥—120, czyli 3*#3° stad x=#0
Dziedzing réwnania jest zbiér R — {0}.
Podstawiamy t w miejsce 3*. Otrzymujemy réwnanie

t—=1 t+7

4 t-1

Korzystamy z wtasnosci proporcji i rozwigzujemy rownanie kwadratowe:

(t—1)>=4t+28

Rozwigzemy réwnanie

£2-6t—27=0
A=36+4-27 =144, JA =12
t=-3 v t=9

Wodwczas

3¥=-3 lub 3*=9
Roéwnanie 3*=-3 jest sprzeczne, bo wyrazenie 3* przyjmuje tylko wartos$ci dodatnie.
Réwnanie 3* = 9 ma jedno rozwiazanie: 2, 2 € R— {0}.

-1 3"+7

Rozwigzaniem réwnania

jest liczba 2.

X

Przyktad 6.

Rozwigzemy réwnanie 23 —2%**3=4.2x—-32,

Dziedzing danego rodwnania jest zbior liczb rzeczywistych, D =R.
Zauwazamy, ze

23x — (2x)3' J2x+3 — 93, (zx)z
Réwnanie 23 —2%**3=4.2x-32 sprowadzamy do postaci
(2P -22 (2)p=4-2-32, stad

(2p-8-(2) —-4-27+32=0

Podstawiamy t = 2° i otrzymujemy réownanie wielomianowe z niewiadoma t.
- 8t2—4t+32=0

37
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Wielomian wystepujacy po lewej stronie ostatniego réwnania zapiszemy w postaci
iloczynowej. Zastosujemy metode grupowania wyrazow.
t2-8t2—4t+32=0
t2-(t—-8)—4-(t—8)=0 a-b—c-b=b-(a—c)
(t—8)-(t2—4)=0 a>—b>=(a-b)(a+b)
(t-8)-(t-2)-(t+2)=0
Teraz skorzystamy z wtasnosci iloczynu: a-b-c=0< (a =0vb=0vc= 0).
Otrzymujemy:

t-8=0 lub t—-2=0 lub t+2=0

t=8 lub t=2 lub t=-2
Ale t =2, zatem mamy trzy proste réwnania wyktadnicze:

2=8 2°=2 2"==-2

Réwnanie 2¥ = -2 jest sprzeczne, bo funkcja wyktadnicza y = 2* przyjmuje tylko
wartosci dodatnie. Zatem

2x=23 lub 2x=21

x=3 lub x=1

Réwnanie 2% —2%*3 =4 .2%*— 32 ma dwa rozwigzania. S3 to liczby 3 oraz 1.

Przyktad 7.

Rozwigzemy réwnanie (5+2\/€)§ +(5_2\/€)§ =10.

Dziedzing rownania (\/5+2\/g) + (\/5—2\/5) =10 jest zbior R. Zauwazamy, ze

(5+2J€)(5—2\/E):52 —(ZJE)Z —25-24-1

1
5-2v6 =
5+26

Dane réwnanie mozna zapisac nastepujgco:

(5+2\/€);+(5+2\/€j2 ~10

1
Po podstawieniu zmiennej pomocniczej t, gdzie t =(5+2\/g)2 , mamy

1
t+?:10, stad
t2-10t+1=0

A=96, JA=46

t=5-2J6 v t=5+26
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Otrzymujemy dwa réwnania wyktadnicze.

(5+2\@)§:5—2\/€ v (5+2\@)3=5+2\/€
(5+2J€)§=(5+2\/€)71 v (5+2\/€)§:(5+2\/E)1

Korzystamy z twierdzenia 1. i otrzymujemy

X1 v X
2

X=-2 v x=2
Rozwigzaniami réwnania sg dwie liczby: —2 oraz 2.

S pra wdZ, czYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Rozwiaz réwnania.

1Y 2\ 27
5¥=125 b) | =| =81 | =—
? ) @ ° @ 8
X 9 Xx-3
d) (V&) =1 e) 0,6°=0 f) (Ej =1,8
2. Rozwigz réwnania.
9 5 X—2 2 2x-9
a) —=0,375" b) (—j =1,2""* c) (—j -1,5""=0
64 6 3
5 X
d) 2—x2+5x:64 e) (i/g) 225; f) 3x3+2x2 _(%j -0
3. Rozwigz réwnania.
be=1]
a) g3 _ o5 b) [gj =2,25
%) (%)\Z—X\:g\x—z\ d) 31 .g_gyt-2l_g

4. Rozwigz rownania.

) weta oL

2 x-1
P 1 x+1 T
9 oa(2) a5t 9T (Y

39



40
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10.

Rozwigz réwnania.

a) 0,125.16“71:(%/0'?)”76

Rozwigz réwnania.
) 102+6+10+.. +(an-2)

b) 34.31.32.35.3¢8.
Rozwigz réwnania.
a) Dx-3 — 73-x

52x+1 .23x+1

) ———=9-81"
(1
2
e) 6)(—4 . 32)(—8 = 18)(—4
Rozwigz réwnania.
3¥-2 1
a) 1
3*-1 2

Rozwigz réwnania.

a) #+32=3.2x+2

c) 3%=10-81-9

e) 5% + 25 — 5%*+2 = 25

Rozwigz réwnania.

) 2x2—1 _1 _l
2x2+2+2 66

C) 6-4‘”3‘ _8 :4\2x+6\

RGO

X3 X2 —x 1
d) 0,5" -4 :32X

x+1

=0,1%,gdziene N,

- 330-7=2437, gd2|en eN,
b) 9*+? =625 . 5%
d) X2, 42+3 = 320, P3x+4
f) -2, Q-2_ 4 . g«
2" -1 7
b) 5*+5=2 c) =—
9 2742 +1

b) 23x _ Jx+4 — J2x+1_ 39
d) 6-8=2-4">+16
f) 43x+05 8 . Jx = A% _ 4

b) 374 49V =g

(o

JE)X=14
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Nieréwnosci wyktadnicze

Nieréwnoscig wyktadniczg nazywamy nierdwnos¢, w ktérej niewiadoma znajduje
sie tylko w wykfadniku potegi.

Nieréwnosciami wyktadniczymi sg na przyktad nieréwnosci:

1 x*-1 1 3x+5
(Ej >2" 31.427 <(§j 5%.16> <25

Funkcja wyktadnicza y = a*, gdzie a € (0, 1), jest malejaca. To znaczy, ze wraz ze
wzrostem argumentow wartosci tej funkcji maleja. Jesli a € (1, +oo), to funkcja
y = a* jest rosngca, czyli wraz ze wzrostem argumentdéw wartosci funkcji rosng.

Twierdzenie 1.
1) Jesliae(0,1) i x, eR x, R to a" <a” < x,>x,

2) lJesliae(1,40) i x, eR, x,€ R to 0" <a® & x,<x,

A. Proste nierownosci wyktadnicze

Proste nieréwnosci wykfadnicze mozna sprowadzi¢ do postaci a”™ <a” lub

a"* >a",lub a“<a"™, lub a™>a" , gdzie w,, w, - to wyrazenia algebraiczne jednej
zmiennej.

Przyktad 1.

Rozwigzemy nieréwnosci:

a) (3v27) >9 b) 0,5*23<G)

Ad a) Dziedzing nieréwnosci (3\/27)X >9%" jest zbidr liczb rzeczywistych, D = R.

Stosujgc odpowiednie prawa dziatan na potegach, zapiszemy obie strony nieréwno-
Sci w postaci potegi o tej samej podstawie, na przyktad o podstawie 3.

{3-(33 );} >(3)"

3 X
[3-32J >3%72

5
32" 5342
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Teraz stosujemy twierdzenie 1. Podstawg poteg po obu stronach nieréwnosci jest
liczba 3, ktdra nalezy do przedziatu (1, +oo). Zatem, przechodzgc do poréwnania wy-
ktadnikéw tych poteg, znak nieréwnosci pozostawiamy bez zmiany.

5
—x>4x-2
2

e )

1
xX<1-—
3

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci (3\/27)X >9”" jest przedziat (—oo,l%j.

. 1Y
Ad b) Dziedzing nieréwnosci 0,5 * <(Zj jest zbidr liczb rzeczywistych, D =R.

Przedstawimy obie strony nieréwnosci w postaci potegi o podstawie — .

SGl
BRe]

1
Podstawg obu poteg jest liczba 5 ktéra nalezy do przedziatu (O, 1). Zatem, prze-

chodzac do porédwnania wyktadnikéw tych poteg, znak nieréwnosci zmieniamy na
przeciwny — na mocy twierdzenia 1. Wéwczas otrzymujemy:

X2 —3>2x, stad

x*—-2x-3>0

(x+1)(x-3)>0

Teraz wystarczy rozwigzac¢ nierownos¢ kwadratowa.
Szkicujemy wykres pomocniczy i podajemy zbidr rozwigzan tej nieréwnosci.

f\‘ . . % x € (~o0, -1) U (3, +0)

. 1Y
Zbiorem rozwiazan nieréwnosci 0,5 <[—j jest suma przedziatéw
(~o0, 1) U (3, +0). 4
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Cwiczenie 1. Rozwiaz nieréwnogci.
a) 64 >4 b) 0,75* > 1 c) 7 <491+ d) 0,64 1<0,8 3

Przyktad 2.

Rozwigzemy nieréwnos¢ 63 - 3* 2 < 61,

Dziedzing nieréwnosci jest zbidr liczb rzeczywistych, D = R. Dla kazdej liczby rzeczy-
wistej x liczba 61 jest dodatnia. Mozna podzieli¢ obie strony nieréwnosci przez 6*1.
Otrzymujemy:

62x—3_3x—2<6x—1 /:6x—1

62x—3 s

6x—1 ’

6(2x-3)-(x-1) L3211

6 2-3 72«1 a b =(a-b)

(6-3) <1

182<1

182 <18° stad

x-2<0, bo 18 € (1, +x)

x<2

<1 a":a"=a""

Zbiorem rozwigzan danej nieréwnosci jest przedziat (foo, 2).

Cwiczenie 2. Rozwigz nieréwnosé 3% +1 > 5%+2,

B. Nierownosci wyktadnicze, ktére rozwigzujemy przez podstawienie
zmiennej pomocniczej

Przyktad 3.

Rozwigzemy nieréwnosé 2*+1 + 4 < 80.

Dziedzing nieréwnosci jest zbidr liczb rzeczywistych, D = R. Nierdwnos$¢é zapisujemy
w postaci:

4+ 2%+1-80<0

(2)+2-27-80<0

Podstawiamy
t=2"

i sprowadzamy nieréwnos$¢ wyktadniczg do nieréwnosci kwadratowej
t?+2t-80<0
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Rozwigzujemy nieréwnos¢ kwadratowg. Obliczamy:
A=22-4.1-(-80)=324, JA=18
—2-18 —2+18
tl = = = =
2 2
Szkicujemy wykres i odczytujemy zbidr rozwigzan tej nieréwnosci.

\ / t e (-10, 8)

1 ?

8

-10, t,

To znaczy, ze

10Kt 8
Ale t=2*. Po dokonaniu podstawienia rozwigzujemy uktad dwdch nieréwnosci wy-
ktadniczych:

22>-10 i 2v<8

2:< 2% 2 € (1, +w)

XeR i x <3
Nieréwnosc 2 > —10 jest spetniona przez kazdg liczbe rzeczywistg, bo wyrazenie 2*
jest dodatnie dla dowolnej liczby rzeczywistej x.
Zbiorem rozwigzan nieréwnosci 2* < 8 jest przedziat (—oo, 3).
Znajdujemy czes¢ wspdlng obu otrzymanych zbioréw:

R N (oo, 3)= (—oo, 3)

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci 2! + 4% < 80 jest przedziat (—oo, 3).

Cwiczenie 3. Rozwiaz nieréwnosci.
a) (3-1)(3*-9)>0 b) (3*+1)(3*-9) =0

Przyktad 4.

Rozwigzemy nieréwnosé 37 >

Okreslamy dziedzine nieréwnosci. Mianownik utamka, wystepujgcego po prawej
stronie nieréwnosci, nie moze by¢ rowny zero.

Zatem:
3-3*%0, stagd 3#3* wiec 1#-x, czyli x#-1
Dziedzing nieréwnosci jest zbiér R — {-1}.
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Nieréwnos¢ rozwigzemy przez podstawienie zmiennej pomocniczej

-y

Mamy nieréwnos¢ wymierng:

2-t
t>—, dziet#3
T3t g

2-t
t—=>0
t-(3—-t)—2t

B0,

3-t
—t* +t 2

- >0 /-(3—t) Mnozymy obie strony nieréwnosci przez kwadrat mianownika.
(-2+t)-(3-t)=0
t-(1-t)-(3-t)=0 i t#3

Wielomian wystepujgcy po lewej stronie ostatniej nieréwnosci ma trzy pierwiastki
jednokrotne: 0, 1, 3. Aby podac zbiér rozwigzan nieréwnosci wymiernej, szkicujemy
przyblizony wykres tego wielomianu i uwzgledniamy zatozenie t # 3.

Otrzymujemy

i Bt t € (0,1) U (3, +o)

Zatem
o<<t<1l Ilub t>3

1 X
Podstawiamy t:[gj . Otrzymujemy:

e (3
RN

3 3
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1. Funkcja wyktadnicza

Zauwazajac, ze (lj przyjmuje tylko wartosci dodatnie oraz na podstawie twierdze-
3

nia 1. mamy:

X€eR
v ox<-1
x>0

stad
x€(0,+0) v x e (-o,-1), czyli
x € (~o0, -1) U (0, +x)

Zbiorem rozwigzan danej nierdwnosci jest suma przedziatéw (foo, 71) u (o, +oo).

Cwiczenie 4. Rozwiaz nieréwnoéé (4* —64)(4“ —1)<4X —64.

Przyktad s.

Rozwigzemy nieréownos¢ 20° — 5% > 25 - 4¥ — 5%+2,

Dziedzing nieréwnosci jest zbiér R. Wiemy, ze
20 =5%. 4

Dang nieréwno$¢ doprowadzamy do postaci:
4.5 — (5 >25-4—25 - 5¢

Oznaczmy:
4*=0g oraz 5*=b
Otrzymujemy:
a-b—b*>>25a—25b
b-(a—b)>25(a—b)
b-(a—b)-25(a—b)>0
(a—-b)(b—-25)>0

lloczyn jest dodatni, jesli oba czynniki iloczynu majg taki sam znak, czyli wtedy, gdy

a-b>0 a-b<0
b—-25>0 v b—25<0

stad
a>b a<b
\Y4
b>25 b<25
Ale a=4* oraz b=5* Zatem

4*>5° /.5" 4* <5* [/:5"
\
5*>25 5% <25
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Nieréwnosci wyktadnicze

Mamy
HE6I (&)
5 5 \Y 5 5
5>5° 5% <5

Korzystamy z twierdzenia 1. Mamy:
x<0 x>0
v
X>2 X<2
Pierwszy uktad nieréwnosci jest sprzeczny. Zbiorem rozwigzan drugiego uktadu jest

przedziat (0, 2).

Ostatecznie, zbiorem rozwigzan danej nierdwnosci jest przedziat (O, 2).

S pra wdz, CZYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Rozwiaz nieréwnosci.
1 1 x=3
a) =
125" 25

2. Rozwigz nieréwnos¢ (

nieréwnosci do poteg:

1
a) o podstawie >

b) o podstawie 2.

3. Rozwigz nieréwnosci.

a) Yo25<(¥5)"
c) 25 (QJSXHX

7 \ 4
1 3x-1

e) 0,125 < —j
16

4. Rozwigz nieréwnosci.

a) i.9x>3x+2. i
81 27

3x 2 2—x
216 5 < 1
b) 3l—<| = c) 813 |~
) 125\[6j ) {3)

2 ) 1 X 2 . .
J . (Ej <0,257°-2°* , sprowadzajac obie strony

b) 2X2<82X+9

(3]

‘x+3‘
f) 91—\—x—3\ > (lj

3

b) (%/Z)E‘X_Gglsxz+1 0

4-4"
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1. Funkcja wyktadnicza

10.

11.

Rozwigz nieréwnosci.

9

x+1 x+1
a) JXH4  Jx+4 S, 930, P3x b) (g] . (ij >8.2% C)

Rozwigz nieréwnos¢, wprowadzajgc pomocniczg niewiadoma.

)x-ﬁ—z 4 (
+ —-
9

a) 22*X—5.2¥<3.2"+22+*_16

) 2&—7 -2t <32

Rozwigz nieréwnosci.

b) %.(Z

3

2

3

4x—2
—<100*?

54—2x

x+1
8
=

2x-3 x—1
d) (lj —4-(% +1>0
3 3

a) 21+6+11+...+(5n—4) < 643 gdzien e N+

ST (T 0 T o] mare

Rozwigz nieréwnosci.

. 1Y
a) 32°.8° >4* b) 33*+9<3“X+(§)

Rozwigz nieréwnosci.

a)

Rozwigz nieréwnosci.
a) 100 -4 - 5 <125 - 2*— 500
c) 147 -7.2% >21-3.7"

3
b) 37*+27> e 9t

1

14+ 8"

d)

2> -4

J’_

1

642 +2

=

3w+l _g

b) 3% +8.3*< 23 + 6
d) 6+3-7°<21"+3 -2

Rozwigz nieréwnosci z niewiadoma x.

) ( E)H;;;.K 1

3*.9"

JEEORHE

1+2x+1
>2-1/
2)(
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Zastosowanie wtasnosci funkeji wyktadniczej
w zadaniach

Cwiczenie 1. Przypomnij sobie z klasy trzeciej informacje o szeregu geometrycz-
nym zbieznym.

Przyktad 1.

Wyznaczymy zbidr wszystkich wartosci parametru m, m € R — {72}, dla ktdrych
réwnanie
2 ~m-3

BRAECEE

ma rozwigzanie.

1 X 1 2x 1 3x 1 4x
Ciag (EJ , —(Ej , (Ej , —(EJ , ... jest nieskoficzonym ciggiem geometrycznym

1 X
o ilorazie —[Ej . Suma wszystkich wyrazéw tego ciggu istnieje tylko wtedy, gdy
‘—(Ej < 1. Rozwigzujemy otrzymang nierownosc:
1Y" 1)" 1Y" 1\ (1Y
—-I-l<le|(-||lkle |- | <le|-| <|-] © x>0
2 2 2 2 2 el

X 2x 3x 4x
- 1 1 1 1 .
Jesli x e (0, -l—oo), to szereg geometryczny > 73 + > - > +... jest

zbiezny. Obliczamy sume S tego szeregu:

(1JX :
2 > 1 @
X X 1,
1{_(11 } 1.2 q
2X
2

Zatem dane réwnanie ma rozwigzanie tylko wtedy, gdy réwnanie

2“1+2=m_3, gdziex € (0, +) i m e R—{-2}
m+2
ma rozwigzanie. Rozwazmy funkcje
fx)=21+2 oraz g(x):m—_;;, gdzie x € (0, +o0)im € R—{-2}.
m+

Rozpatrywane réwnanie ma rozwigzanie, gdy wykresy funkcji fi g majg co najmniej
jeden punkt wspdlny.
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1. Funkcja wyktadnicza

Y

Szkicujemy we wspdlnym uktadzie 1

wspotrzednych wykresy funkcji f i g, 9

zobacz rysunek obok. 8 [y =242, x (0, +)
7

Zauwaz, ze rdwnanie ma rozwigzanie 6

woéwczas, gdy funkcja stata g przyjmuje m-3

wartosci wieksze od 4. ;

Rozwigzujemy nieréwnosc:
m-3

>4 gdzie meR—{-2}

m-3

—-4>0
m+2

-3m-11

_—>
m+2

(-3m-11)(m+2)>0

2
me(—3—,—2}
3

2
Rozwazane réwnanie ma rozwigzanie tylko wtedy, gdy m 6(_35'_2)'

0

Przyktad 2.

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m, m € R, dla ktérych réwnanie
49 +(1-2m)-77+9=0

ma dwa rozwigzania rzeczywiste.

Réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci
(7P+(1-2m)-7+9=0

Po podstawieniu 7%=t otrzymujemy rdwnanie kwadratowe z niewiadomg t:
?+H1-2m)-t+9=0, gdziet>0.

Dane réwnanie wyktadnicze ma dwa rozwigzania wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie
kwadratowe ma dwa rozwiazania t , t,, ktore sg dodatnie. Wowczas kazde z rownan
7¥=t oraz 7*=t, bedzie mie¢ rozwigzanie. Liczby t, t, sq dodatnie, jesli spetnione
sg jednoczesnie nastepujgce trzy nieréwnosci:

A>0 t,+t,>0 t, t,>0
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Mamy:
1 1
e A>0 < (1-2m)P-36>0 < me(—OO,—ZEjU(3E,+OO) sprawd!

—(1-2m) 1 b
st +t>0 & ———>0 <& me E,+00 t o+t =—

a
9
et t,>0 & —>0 < meR
1
Czescig wspdlng trzech otrzymanych zbioréw jest przedziat
1
3—,+ |.
2

1
Réwnanie wyktadnicze ma dwa rozwigzania wtedy, gdy m 6(35, +oo).

Wzory Viete’a:

Przyktad 3.

Cos2x 1

COSX 5\/7

Dziedzing nieréwnosci jest zbidr liczb rzeczywistych, D =R.
Nieréwnosc¢ zapisujemy w postaci:

cos2x 2cos’ x 3
1 1 2
— — | — <4. 1
5 5 5

Po zastosowaniu wzoru cos2x = 2cos’x — 1 otrzymujemy:
2cos? x—1 2cos® x !
1 1 2
— — | — <4. l
5 5 5
2cos’ x 2cos’ x
1
5
2cos® x
1
5
3
1 2cos? x 1 E
— < —
5 5

1 X
Funkcja wyktadnicza y:(gj jest malejgca. Zatem

Rozwigzemy nieréwnosc¢ 0,2

Nw

2cos’ x>§
2

2 3
cos’ x >—
4

51



52 1. Funkcja wyktadnicza

Obie strony ostatniej nierdwnosci sg nieujemne, wiec ta nierdéwnos¢ jest rwnowaz-
na nieréwnosci

Jcos® x > \/% , czyli  |cosx| >§

Szkicujemy fragment wykresu funkcji y = |cos x|. Funkcja jest okresowa, a jej okres
podstawowy jest rowny 7.

Y
2__
NE) _
=Y3 y = |cosx|
/ y\z/ll’ \/ \/
= >
7 S _I s 5 7 X
“6" "6" 6,16 6" 6"

Nieréwnosc¢ |cosx| >7 jest spetniona przez wszystkie liczby rzeczywiste nalezgce

do sumy przedziatéw majgcych postac (—g+kn, g+knj , gdzie k € Z.

COS2X 1 < 4
25coszx 5\/5

majacych postac (—g+kn, g+knj, gdzie k € Z.

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci 0,2 jest suma przedziatow

Przyktad 4.
Wykazemy, ze 8 -2*+5-4*— 8 < 48 dla dowolnej liczby rzeczywistej x.

Wystarczy pokazaé, ze funkcja f(x) = 8 - 2 + 5 - 4 — 8, gdzie x € R, przyjmuje war-
tosci nie wieksze niz 48.
Podstawiamy t = 2%, 2* przyjmuje tylko wartosci dodatnie, wiec t > 0. Otrzymujemy
wzoér funkcji wielomianowe;j

W(t)=8-t+5 12—, gdziet e (0, +)

Funkcja wielomianowa W ma taki sam zbidr wartosci, jak funkcja f.
Zbadamy, czy funkcja W ma wartos¢ najwiekszg, a jesli tak — to ile ta wartos¢ jest
réwna.

Funkcja y = W(t) jest rdzniczkowalna. Szukamy ekstremoéw lokalnych tej funkcji.
Wiesz z klasy trzeciej, ze jesli funkcja rézniczkowalna ma w danym punkcie ekstre-
mum, to pochodna funkcji w tym punkcie jest réwna 0.
Obliczamy pochodna funkgji y = W(t):

W'(t) = 8 + 10t — 3t%, gdzie t € (0, +)
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Wyznaczamy miejsca zerowe pochodne;j.
-3t2+10t+8=0
A=100+4-3-8=196, +/A=14
-10-14 -10+14 2 2
t=——— =4, t,=——=—= —Z¢(0,+2)
-6 -6 3 3
Jedynym miejscem zerowym pochodnej funkcji y = W(t), gdziet e (0, +oo), jest licz-
ba 4. Okreélamy znak pochodnej w przedziatach (0, 4) oraz (4, +o).

Jesli t e (0, 4), to W'(t) > 0. /\

Jesdli t € (4, +o0), to W'(t) < 0. t N
20 ) t
3

Otrzymujemy, ze funkcja
W(t)=8 -t+5-t2—t3, gdziet (0, +),
w przedziale (0, 4> jest rosnaca, a w przedziale (4, +oo) jest malejgca.
W punkcie 4 funkcja W ma maksimum, ktére jest jednoczesnie wartoscig najwieksza
tej funkcji. Obliczamy te najwiekszg wartos¢:
W(4)=8-4+5-42-4°=32+80-64=48

Otrzymalismy, ze jeslit € (0, +oo), to W(t) < 48. Zatem dla kazdej liczby rzeczywistej x
8.-2X+5.4¥ -8 {48, co konczy dowdd.

SPVaWdi, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, a € R, dla ktérych réwnanie kwa-
dratowe x> + 2971 - x — 4° + 2 = 0 ma dwa rozwigzania réznych znakdw.

2. Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, p € R, dla ktérych réwnanie wy-
ktadnicze 16— 2p - 4+ p*—1=0 ma:
a) dwa rozwiazania b) jedno rozwigzanie.

3. Dla jakich wartosci parametru m, m € R, réwnanie wyktadnicze
4.-94+4m -3*-3m + 4 =0 ma tylko jedno rozwigzanie?

4. Wyznacz wszystkie wartos$ci parametru k, k € R, dla ktérych réwnanie
4 +k-2"1+ k+2=0 zniewiadomg x ma rozwigzanie.

5. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x) =4 .2 11, gdzie x € R. Wyznacz
wszystkie wartoéci parametru m, m € R—{-2}, dla ktérych réwnanie

m-—3
|f(1—x)—5| = ma dwa rozwiazania réznych znakow.
m+

6. Wykaz, ze réwnanie 3°" * +3°"* =4 ma w przedziale (0, 2r) trzy rozwiaza-
nia, a suma tych rozwigzan jest réwna 3.

7. Wykaz, ze 36-3*—6-9—27* < 40 dla dowolnej liczby rzeczywistej x.
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Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 1.

Test
1. Cyfra jednosci liczby V9™ +40-9° jest:
A.9 B.3 C.1 D.0

N 2
2. Liczba [(Zﬁ‘l) ’ 1+\/§} nalezy do przedziatu:
A.(32,33) B.(26,27) C.(20,21) D. (18, 19)

3. Wiadomo, ze \/5—1 ’ =\/E+1 . Wowczas:
(

1
Aa=-2 B.a=-1 C'GZE D.a=2
. B 2 . -0,25 1 0,25 . .
4. Rozwigzanie réwnania 0,16 7 +—-4"7 = ) jest liczba:
{6,25—- —
2
A. ujemng B. pierwsza C. ztozong D. niewymierng

5. Do wykresu funkcji wyk’radniczejf(x) = g" nalezy punkt A(—3, 27). Wobec tego:

1 1
A. f(—1)=g B.f(2)=9 C. f(-0,5)=+3 D. f(o):g
6. Zbiorem wartosci funkcji g (x) = 2* - 4, gdzie x € R, jest przedziat:
A. (0, +o0) B. (—0, 0) C. (-4, +x) D. (—o0, —4)
7. Na rysunku obok znajduje sie wykres
funkcji y = 2%, gdzie x € R, oraz wykres v = fix)
funkcji f, ktory jest symetryczny do wy-

kresu funkcji y = 2* wzgledem prostej i
x=1. Funkcje f mozna opisa¢ wzorem: .

A. f(x)z(%jx B. f(x):(%jx+3 —=_l:—j;=_l2—_/|—1q_

C.fx)=2"*+2  D.f(x)=2>*

8. Zbiorem rozwigzan nieréwnosci (3’“ +1)(3’X —1)<0 jest przedziat:

A.(-1,1) B. (1, +) C. (0, +) D. (—%,Jrooj

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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Zadania otwarte
9. Oblicz:
S 3% _g.581)
)|[5]  Eroe )

(3\/5—1 )‘/E+1

_2\/;+y

D 10. Wykaz, ze jesli x = \/§ oraz y=2+ \/5 , to wartos¢ wyrazenia :
2Wx—-y y-2

jest liczbg wymierna.

11. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres \Y
X -5
2 -
funkgji f(x)z(g) -1, gdziex € R. I 14
13
a) Oblicz warto$¢ funkgji f dla argumentu —3. T

b) Oblicz argument, dla ktérego warto$é P I

65
funkcji f jest rowna ——.
jifi a1

c) Dla jakich argumentéw wartosci funkcji f

5
sg wieksze od -3 ?

d) Naszkicuj wykres funkcji g (x) = ff(fx).

12. Wyznacz liczby a i b we wzorze funkcji f(x) = a*+ b, gdzie x € R, wiedzac, ze do
jej wykresu naleza punkty K(1, —1) oraz L(2, 1). Nastepnie:
a) Oblicz wspodfrzedne punktu wspdlnego wykresu funkgji f i osi OY.
D b) Wykaz, ze miejsce zerowe funkcji f nalezy do przedziatu (1, 2).
c) Naszkicuj wykres funkcji f.
d) Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci wieksze od 29?

13. Naszkicuj wykres funkcji f(x)=3 -1, gdzie x € R.

a) Podaj wartosc¢ funkcji dla argumentu 4.
b) Podaj zbiér rozwiazar nieréwnosci f(x) < —2x.
c) Wykres funkcji g powstaje z przesuniecia rownolegtego wykresu funkcji f
wzdtuz osi OX o 2 jednostki w prawo. Podaj wzér funkcji g.
d) Korzystajac z wykresu funkcji g, rozwigz réwnanie g(x) =2
14. Rozwiaz réwnania.
x5 o

1
a) 4°3 = b) 3%+ 4+1=36"1 ) 97 -27%=0

15. Rozwigz nieréwnosci.

x2 1-2x
a) (Ej -(E) <2 b) 16*—2 > 4

5 36

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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1. Funkcja wyktadnicza

16.

D 17.

18.

19.

D 20.

21.

22.

1 1 8 5
i L 18 + x3 2x3+6 x3=27x3 . .
Doprowadz wyrazenie 27 +— T . T do najprostszej

x3+3x3+9 ) 1+2x3

postaci, wiedzac, ze x € R — {27}.

Wykaz, ze liczba §/20+14x/§ +§/20—14x/§ jest liczba naturalna.

Naszkicuj wykresy funkcji.
1 X
) f(x):(EJ 4

b) g(x)zz‘x'g’"l, xeR

-2,x€R

Wyznacz zbiér wartosci funkcji f.

a) f(x)=-2"-4 b) f(x)=2""-3 o) f(x)= (%jx _yxil

x2—6x
Wykaz, ze funkcja g(x)z(z) , gdzie x € (1, 2), przyjmuje najmniejszg

e 1024
wartos¢ rowng ——.
243

Rozwigz réwnania.
1,

a) (M)WG _g? +3

1 1- x5

b) (—j +4.3°72" " —45
3

c) 25+9=2-15

4
d) 2°+2% 42> +..=—
15

Rozwigz nieréwnosci.
4x-3
a) i e 2 4 E
7 9
b) 3%*1+3>7(9"+3)
C) 103+5 _5x-1. p4&+11 5

1.1 1

G FET s g

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!



2 « Funkeja logarytmiczna

Logarytm — powtdrzenie wiadomosci

Logarytmy i ich wiasnosci poznalismy w pierwszej klasie szkoty sredniej. W tym te-
macie przypomnimy i utrwalimy juz zdobytg wiedze.

57

Definicja 1.
Logarytmem liczby dodatniej b, przy dodatniej i réznej od jednosci podstawie a,
nazywamy liczbe c, do ktérej nalezy podniesc¢ podstawe a, aby otrzymac liczbe b.

Te definicje mozemy zapisac krécej:
Jelia>0, a#1ib>0,to (log,b=c < a°=bh).

Logarytm, ktérego podstawg jest liczba 10, nazywamy logarytmem dziesietnym.
Logarytm dziesietny liczby b oznaczamy log b.

Cwiczenie 1. Oblicz: a)log,16 b) log,27 ) log,,;5 d)log0,01.

3

Cwiczenie 2. Wyznacz wartosci x, dla ktérych istnieje liczba Iog3fx(x+ 2).

Przyktad 1.
Obliczymy Iogﬁ (643/5).

Oznaczmy szukany logarytm jako x. Korzystamy z definicji 1. i otrzymujemy réwna-
nie wyktadnicze. Mamy:

|og£(642/§)=x PN (%}643/5

Sprowadzamy obie strony otrzymanego réwnania do poteg o podstawie 2.

Y 1
(2%2) =2°.23

1 19
—Zx ==
3

1 1 2
22 =23, stad ——x:—g, czyli x=-12—
2 3 3

2
Liczba log (643/5) jest rowna —125.

2

Cwiczenie 3. Wykaz, ze jesli log, .z 25=a oraz log,; (273/5) =b,to2ab=5.
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Przyktad 2.

Wyznaczymy p ze wzoru a = b - 5%, wiedzgc, ze liczby a, b sg dodatnie.

Obie strony rownosci a = b - 5% dzielimy przez b, b > 0. Otrzymujemy:

9_5% gdzie 250, 5>0i5=1.
b b

Z definicji logarytmu wynika, ze

3p=log a czyli p—llog a
°b’ 3 b
Cwiczenie 4. Wyznacz k ze wzoru 2 = 3 wiedzac, ze liczby a, b sg dodatnie.
a.

Bezposrednio z definicji wynikajg nastepujace wtasnosci logarytmu.

Twierdzenie 1. Podstawowe wtasnosci logarytméw
JeSliae R —{1}ibeR, ireR,to:

a)loga=1  b)log1=0  dloga=r  d)a*=’=b

Przyktad 3.

Obliczamy:

a) log, (81 : 729) =log, (34 -3° ) =log, 3" =10 Stosujemy twierdzenie 1¢)i1a).
log, o 3

b) 8> =(23) 2 =(2I gZS) =5=125 Stosujemy twierdzenie 1d).

Prawa dziatan na logarytmach przedstawia kolejne twierdzenie.

Twierdzenie 2.
Jedliae R —{1},be R, —{1} oraz x>0iy>0,r € R, to:

a) log, x+log,y=log,(x-y) b) log,x—log,y=log, X
y

log, x

c) r-log, x=log x' d) log,x=
og,a

Przyktad 4.
Obliczymy wartos$¢ wyrazenia 2log, V3 —log,0,75.

Na podstawie twierdzenia 2c) mamy:

2log, V3= log, (\/5)2 =log, 3
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Woédwczas:

3
2log, \/§—|Og2 0,75=log,3—log, " = Korzystamy z twierdzenia 2b).

=log,3—(log,3~log,4)=log, 4=2

Wartos¢ danego wyrazenia jest rowna 2.

Przyktad s.

log, 64
Wykazemy, ze liczba log,2-log,5+ |0g7

jest liczbg naturalng.
7

Korzystamy z twierdzenia 2d). Zauwazamy, ze

log. 5 1
log, 5= Bs2_ , zatem log,2-log,5=log,2- =1
log.2 log.2 log, 2
log, 64
98:°% _log, 64=2
log, 8
Ostatecznie
log, 64 . .
log,2-log,5+ I =1+2=3, 3 €N, co konczy dowdd.
87

Cwiczenie 5. Wykaz, ze log, b= dla dowolnych liczb rzeczywistych dodat-

log, a

nich a, b i jednoczesnie réznych od 1.

2 . . 1
Cwiczenie 6. Wykaz, ze liczba 9°° *° +=.log, 5-log, 4 jest liczbg catkowita, po-
dzielng przez 3. 3

Przyktad 6.

Wiadomo, ze log3=a i log2 =b. Wyznaczymy liczby log 108 oraz log5 w zalez-
nosci od liczb ai b.

Mamy:
log 108 =log(27-4) = log27+log4=log3’+log2* = 3log3+2log2=
t

tw.2a) w. 2¢)

=3a+2b

10
log5=log— = logl0—log2 = 1-b
2 tw.2b)

tw.1a)
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2 . . a+b
Cwiczenie 7. Wykaz, ze jeslia =log,5 oraz b = log, 2, to log, 10 :ﬁ .

Przyktad 7.
log] 4+log; 9

Skrécimy utamek — .
log; 2—log, 3-(log, 2 —log, 3)
W liczniku utamka skorzystamy z twierdzenia 1c).
2 3 2 3
log; 4 +log; 9 B (|0g62 ) +(|0863 ) B
log; 2—log 3-(logs 2—log, 3) log; 2—log, 3-log, 2 +log; 3

_ (2l0g,2) +(2log,3) 8(log} 2+l0g} 3)
" log22—log, 3-log, 2+log>3 log?2—log, 3-log, 2+log? 3

Nastepnie zastosujemy wzér skréconego mnozenia na sume szeScianéw
a*+b*=(a+b)(a>—ab + b?) oraz twierdzenie 1a).

8-(log, 2+1og 3)- (log2 2! - +|og§3)1
=8-(logs2+logy3) =
(IogéZ—I . +Iog§3)
1
=8-log,6=8

log; 4+log’ 9
Otrzymalismy, ze — 98 86 -8
log; 2—log, 3-(log, 2 —log, 3)

Przyktad 8.
Pokazemy, ze jesli cigg (a, b, c) o wyrazach dodatnich jest ciggiem geometrycznym,
to ciag (Iog a, logb, log c) jest ciggiem arytmetycznym.

Przypomnijmy: ciag (a, b, c) o wyrazach dodatnich jest ciggiem geometrycznym
wtedy i tylko wtedy, gdy

b’=a-c
Z zatozenia a >0, b > 0 i ¢ > 0. Zatem istniejg logarytmy log b%i log (a - ¢) oraz
Iog b*= Iog (Cl . C) Korzystamy z twierdzenia 2c) i Za).

I |
2-logb=1loga+logh, czyli Iogbzw

Otrzymalismy, ze Srodkowy wyraz ciggu (Iog a, logb, log c) jest srednig arytmetycz-
ng dwdch sagsiednich wyrazéw. To znaczy, ze ten cigg jest arytmetyczny, co koriczy
dowad.
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1 n
Wiesz juz, ze niewymierna liczba e, zwana liczbg Eulera, jest granica ciggu (l-l——j ,
n

a jej przyblizenie dziesietne z doktadnoscig do dwdch miejsc po przecinku jest réw-
ne 2,72.

Logarytm o podstawie e nazywamy logarytmem naturalnym.
Logarytm naturalny liczby b oznaczamy In b.

Na przyktad:

Ine=1, In1=0, Ine*=4, itd.
Logarytm naturalny stosowany jest w naukach scistych, w ekonomii oraz w naukach
przyrodniczych.

SPVaWdi, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
1. Oblicz:

1
a) log, 16 b) log, 81 c) |ogleg d) log ;1
3
2 25
e) Iog6255 f) |Og§ 0,4 g) IOgo,s 1E h) |Og1,6 \ 6_4
2. Oblicz:

32
a) log, = b) log, ; (8Y16) c) log,; - (81327) d) log,, Y8143
: [

9

3. Liczby B, M, t, p, ¢, s dodatnie i rézne od 1. Wyznacz z danego wzoru wska-
zang obok niego wielkos¢.

a) B=p-5, t b) p=M"1-t c c) M+B=3-c? p
4. Oblicz wartos¢ wyrazenia:
1 3 1
a) log,24 —log,3 b) Iog31§+log36z c) glog48—log432
1
d) 2log,5—log,75 e) 3% +log, 33 P —
log, 2
5. Przedstaw dang liczbe w postaci log b, gdzie a € (0,1) U (1, +), b € (0, +).
a) 1+log,7 b) log 8 + 2 c) log,4-1
3
1 2 4 1
d) ——log, 5 e) ——+2log,3 f) ——=log,, 32
) 3 loe, ) —5+2log, ) 37508

D 6. Wykaz, ze wartos¢ danego wyrazenia jest liczbg catkowita.

a) (log,.6—log,.3) - (2log5+log4)  b) 160 _Ilog;ZSS
, , og,
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c) log, 20—£3+ j d) logZ 3+log’, 5+log,, 5-log, 9

log 2

7. Skroc¢ dany utamek.
) log: 4 +log; 9 ;) 8-log’20 o) logi2-log}s

logZ2+log?3—log,2-log. 3 log5 log, 0,4

8. Poréwnajliczby ai b.
log; . 2,25—log} . 9
a= - Bos Bos ——, b=log5 - log 20 + log?2
4(Iog015 1,5+log, ;1,5 log,3+log 3)

D 9. Wykaz, ze:

log, 3

a) liczba 647 jest liczba parzysta,

b) liczba log, (Iog2 i/g)—log9 (Iog2 3) jest ujemna liczbg wymierng,
5l0g, (35 —3)+5log, (35 +3)

2+log, 81

D 10. Wykaz, ze iloczyn m - n, gdzie m=log,log, \3/\3/3/5 i n=log,log, 42 jest

kwadratem liczby naturalne;j.

jest dodatnig liczbg wymierna.

c) liczba

2a+b+1
D 11. Wykaz, ze jeslia=log,2ib=log,7, to log,, 84 :l .

b
D 12. Wykaz, ze jeslia=log . 10ib=log, 3, to log, 30 =ZL .
D 13. Wykaz, ze
(log,5)* + (log,5)*+ (log,5)* + (log,5)* + (log,5)* = 1 + 2log, 12.

D 14. Wykaz, ze liczba Iogzé 21—|ogi 81- Iogi 7 jest liczbg catkowitg.

7 7 7
log t Elo t Elo t &
D 15. Wykaz, ze jesli a=8"%* +log, 5-log, 6-log, 7-log, 8 i b=10 B THEL RS
to liczba a + b jest liczbg catkowitg podzielng przez 11.
Ir]8+In9 log, e
3-0,5-In4 e’ In2 5%
D 16. Wykaz, ze:a) ———— =log, — b) {2 =2log,,, e

In5 2 In(e’ +2e+1)
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Funkcja logarytmiczna
— powtérzenie | uzupetnienie wiadomosci

Wykres i wtasnosci funkcji logarytmicznej znasz z klasy pierwszej. Teraz powtdérzymy
i rozszerzymy zdobytg wiedze.

Definicja 1.

Funkcjq logarytmiczng o dodatniej i roznej od 1 podstawie a, nazywamy funkcje,
ktorg mozna opisa¢ wzorem y = log_x. Dziedzing funkcji logarytmicznej jest zbior
liczb rzeczywistych dodatnich.

Omoéwimy wiasnosci funkcji logarytmicznej. W tym celu rozpatrzymy dwa przypadki
ze wzgledu na podstawe logarytmu.

| przypadek ae(0,1)

Przyktady funkcji logarytmicznych:

y=log, x, y=log, x, y=log, x

4 5 2
Na rysunku obok przedstawione sg
wykresy tych funkcji w jednym ukta-

Iy

———
10 11 12 X

dzie wspotrzednych.
[l przypadek a e (1, +o)
Przyktady funkcji logarytmicznych: f§
y=log,x, y=log,x, y=logx ::
5 12
Wykresy  funkcji Iogarytniicznych T1 v =logx
znajduja sie na rysunku obok. 3 3 3 5 é 7 é A A
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Wtasnosci funkcji logarytmicznej.

y=log x, 0<a<l y=log x, a>1
y Y
+1
09 X 11
0a X

Wykresem funkcji logarytmicznej jest krzywa logarytmiczna,
potozona w | i IV éwiartce uktadu wspdtrzednych.

Funkcja przyjmuje wszystkie wartosci rzeczywiste, ZW = R.

Funkcja ma jedno miejsce zerowe. Jest to liczba 1.

Funkcja przyjmuje wartosci: Funkcja przyjmuje wartosci:
dodatnie w przedziale (0, 1), dodatnie w przedziale (1, +o),
ujemne w przedziale (1, +oo). ujemne w przedziale (0, 1).

Funkcja jest réznowartosciowa.

Funkcja logarytmiczna jest malejgca. | Funkcja logarytmiczna jest rosnaca.

Cwiczenie 1. Naszkicuj wykres funkcji logarytmicznej f i oméw jej wtasnosci.
a) f(x)=log, x b) f(x) = log, x

5

Przyktad 1.

Poréwnamy liczby k, I, m, n, gdzie:

1 /:Ioﬂ' m:2|og3(\/§—1), n=log, 2"

2’ log3

Kazdg z podanych liczb mozemy zapisa¢ w postaci logarytmu o podstawie 3. Skorzy-
stamy z praw dziatan na logarytmach.

1
k=E-I0g33=Iog3\/§
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_logm

/ =log,

log3
m=2log, (\/5—1)=Iog3 (\/5—1)2 =log, (4—2\/5)

n=log, 2" =log, 0,4

Wiemy, ze funkcja logarytmiczna o podstawie wiekszej od 1 jest rosngca, zatem dla
wiekszych argumentdéw przyjmuje wieksze wartosci. Poniewaz

0,4<4—2\/§<\/§<n, wiec otrzymujemy n<m<k<l

Cwiczenie 2. Dane sg liczby a, b, ¢, d, gdzie:

1 3 1
a= 7 b=log,—, c=-1, d=—=log,25.
log, — o4 2 5
59

Wykaz, ze d>a>b>c.

Przyktad 2.

Wykazemy, ze jeslia € R, — {1}, to liczby 2% oraz 3% s3 réwne.

Funkcje wyktadnicze y = 2% oraz y = 3* przyjmujg tylko wartosci dodatnie dla dowol-
nej liczby rzeczywistej x. Zatem

2%3 50 oraz 3%?>0

Istnieja logarytmy przy podstawie a liczb 2'°%* oraz 3'°%*. Wéwczas:

log,3 __

* log, 2 log, 3-log, 2

e log,63°’=log,2-log,3
Otrzymalismy, ze
log,2"** =log,3

log, 2

Funkcja logarytmiczna y = log_x jest roznowartosciowa. To znaczy, ze logarytmy
dwéch liczb sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy te liczby sg réwne. Zatem z rdwnosci

log,3 __ log, 2 . 4 Z 2
log, 2™ =log,3 wynika réwnos¢

283 —3'%82 co konczy dowdd.

Cwiczenie 3. Wykaz, ze 3°52 <24

Przyktad 3.
Wykresy funkcjif(x) =2*x*%-3,x € Roraz g(x) =log,x, gdziea € R_— {1} ix>0,
przecinajg sie w punkcie o rzednej —2.
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a) Wyznaczymy wzor funkcji g.
b) Naszkicujemy wykresy obu funkcji we wspdlnym uktadzie wspétrzednych. Na-

stepnie pordwnamy liczby f(\/g) i g(x/g)

Ad a) Rzedna punktu wspdlnego wykreséw funkgji f i g jest réwna —2. Obliczymy
odcietg tego punktu, korzystajgc ze wzoru funkcji f. Otrzymujemy:
2 4-3=-2

»t=1
2x—4 — 20
x=4

Wykresy funkcji fi g przecinajg sie w punkcie o wspdétrzednych (4, —2).

Wodwczas
log, 4 =~

Korzystamy z definicji logarytmu:
a?=4, stad

1
a==

1
a=—— lub a==
2

1
Tylko liczba a:E spetnia zatozenie: a € R — {1} Zatem funkcja g ma wzor

g(x):log1 x, gdzie x> 0.

2

Ad b) Wykres funkgji f otrzymamy, przesuwajac réwnolegle wykres funkcji y = 2
o wektor [4 3] czyli 4 jednostki w prawo i 3 jednostki w dét.

Wykresy obu funkcji we wspdlnym uktadzie g =213
wspotrzednych przedstawia rysunek obok. i

= log.x

Z wykresow funkcji fi g wynika, ze dla argumen- |

tu /5 funkcja g przyjmuje wiekszg wartosc¢ niz g(%)_

funkcja f, zatem g(x/§)>f(\/§) s

Cwiczenie 4. Do wykresu funkcji Iogarytmicznejf(x) =log_x nalezy punkt o wspot-
rzednych (9, 2). Oblicz a. Na podstawie wykresu funkcji f podaj zbidr argumentoéw,
dla ktérych wartosci funkcji f sg mniejsze od 2.
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Przyktad 4.

Wyznaczymy dziedzine funkcji f okreslonej Wzorem:f(x) = Iogsinxw'5 (4xfx2).

Logarytm jest okreslony wtedy i tylko wtedy, gdy jego podstawa jest dodatnia i réz-
na od 1 oraz liczba logarytmowana jest dodatnia. Zatem otrzymujemy uktad warun-
kow:

sinx+0,5>0 sinx>-0,5

sinx+0,5#1 < <sinx#0,5

4x—x*>0 x€(0,4)

Ukfad ten rozwigzemy na podstawie wykresu funkcji y = sin x, gdzie x (0, 4).

Cwiczenie 5. Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, k € R, dla ktérych dziedzi-
na funkcji f(x)=log,. (x2 —2kx+3) jest zbiér R.

Przyktad s.
Zbadamy parzystosc funkcji f okreslonej wzorem f(x) = Iog; .

Wyznaczamy dziedzine funkcji f.

(5 X >0/\x¢—5j < (5-x)(5+x)>0 < xe(-5,5)
5+x

Dziedzing funkcji f jest przedziat (—5, 5) symetryczny wzgledem punktu 0. Zatem dla
dowolnej liczby x nalezacej do dziedziny tej funkcji liczba (fx) tez do tej dziedziny
nalezy.

Obliczamy wartos¢ funkcji f dla argumentu (—x).

f(_x):mgi‘(‘x):mg“x:k,g(ﬂj' ——log > ——£(x)
X

+(—x) 5—x 54X

Otrzymalismy, 2ef(—x) = —f(x) dla dowolnej liczby x nalezacej do dziedziny funkcji f.
To znaczy, ze funkcja f jest nieparzysta.

67
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Przyktad 6.

Zbadamy, na podstawie definicji, monotonicznos¢ funkcji g(x)=log: x w prze-
dziale (0, 1).

Niech x, € (0, 1), x, € (0, 1) oraz x, < x,. Obliczamy réznice g (x,) — g (x,).
g(x,)—g(x,)=log: x, —log: x, =(log, x, —log; x, )(log; x, +log, x, ) =
=(log, x, —log, x, )-log, (x, -x,)
* Funkcja logarytmiczna y = log, x jest rosnaca, zatem
z zatozenia x, <x, wynika, ze log x, <log,x,, stad

log, x, —log, x, <0

e Argumenty x,, X, nalezg do przedziatu (0, 1), wiec x,-x, € (0, 1), stad
log, (x, - x,) <0

¢ lloczyn dwdch liczb ujemnych jest dodatni, wiec otrzymujemy
(Iogsx1 - Iogsxz) - log, (x1 : xz) >0, czyli g (xl) > g(xz)

Dla dowolnych argumentow x,, x, nalezacych do przedziatu (0, 1), z zatozenia
x, < x, wynika, ze g(x,) > g(x,). To znaczy, ze funkcja g(x)=log: x jest malejaca

w zbiorze (0, 1).

Cwiczenie 6. Wykaz na podstawie definicji, ze funkcja h(x) = log, (X — 4) jest ro-
snaca w przedziale (4, +).

SPVaWdi, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Naszkicuj wykres funkcji f(x)=log, x, gdzie x > 0. Nastepnie:

3
a) oblicz wartosc¢ funkcji dla argumentu 39,

b) oblicz argument, dla ktérego wartos¢ funkcji jest rowna —4.

2. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = log, x, gdzie x > 0. Nastepnie:
2
a) oblicz argument, dla ktérego wartosc funkcji f jest rowna 3’
b) oblicz wartoé¢ wyrazenia f(4) —£(3) + £(6).

3. Do wykresu funkeji logarytmicznej f(x) = log_x, gdziea € R_— {1} orazx e R,
nalezy punkt A(Z\/E, 3) . Oblicz a. Na podstawie wykresu funkcji f podaj zbiér

argumentoéw, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci mniejsze od 3.
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10.

11.

12.

Do wykresu funkcji logarytmicznej f(x) = log, x, gdziea € R_— {1} orazx € R,

1
nalezy punkt A[ZE,—lj. Oblicz a. Na podstawie wykresu funkcji f podaj

zbidr argumentdw, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci nie wieksze niz —1.

Uporzadkuj w kolejnosci malejacej liczby k, |, m, n.

a) k:Iogz[(z\/E_\/g)(z\/EJr\/g)}, I=I0g3’5 ; mzé, n=log, 2loe V5

log, 2

2
b) k:Iog1(3+2\/§) , I=2log,3,m=4, n=log, 8—log, 2.
2 2

2 2

Liczba rzeczywista p nalezy do przedziatu (k, k+ 1), gdzie k jest liczbg catkowi-
ta. Wyznacz k.

a) p=|og32% b) p=log,20 c) p=log, 7 d) p=log, 0,12

2 5
Okresl, czy dana liczba jest dodatnia, czy ujemna.

1 4
a) Iog16-log1; b) log,3 —log,5 c) Iog14+logol4£

2 2 3

Poréwnaj liczby a i b.
a) a=5"7 oraz b=2"%"° b) a=7°°* oraz b=5"’

Xx—8
1
Wykres funkcji f(x) :(E) +2, gdzie x € R, przecina wykres funkcji

g(x) =log, x, gdziea € R — {1}, x>0, w punkcie o rzednej 3.
a) Wyznacz wzér funkgcji g.
b) Wykaz, ze warto$¢ wyrazenia g(3) +g (5) — 299 jest réwna log,3,75.

1
Do wykresu funkcjif(x) =r-log x + p, gdzie x > 0, nalezg punkty A(ﬁ' 3)

oraz B(l, 7). Wyznacz liczby p i r. Nastepnie oblicz wartosc¢ tej funkcji dla ar-
gumentu 0,001.

Rozwigz dang nieréwnos¢. Wskaz dwie liczby catkowite, ktdre nalezg do zbio-
ru rozwigzan tej nieréwnosci.
16
a) x—|0g3?>xlog34 b) 3+xlog, 3<2x
2
Wyznacz dziedzine funkgcji f.

a) f(x)=log, é b) f(x)=log_(x*+ 2x?)

o9
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

c) f(x) =log, (‘:’»‘“z —9*) d) f(x)=log, (3—|x+1|)

Wyznacz dziedzine funkgji f.

a) f(x)=|ogxz+5(x2 +2x+8) b) f(x)zlog‘H‘ X’

c) f(x)=log,_, (4” —32x/§) d) f(x)=log (—sz +13x—6)

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, m € R, dla ktérych dziedzing funkcji
f(x) = log (mx2 — mx + 1) jest zbiér R.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, m € R, dla ktérych dziedzing funk-
cji g(x) = In [(m>— 1)x + (m + 1)x + 1] jest zbidr liczb rzeczywistych.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, k € R, dla ktorych funkcja
f(x)= log,. ,,., X jest rosnaca.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, k € R, dla ktorych funkcja
g9(x) =log, |,y X jest malejaca.

Wykaz na podstawie definicji, ze funkcja f okre$lona wzorem f(x) = log”x jest
rosnaca w zbiorze (1, +).

Wykaz na podstawie definicji, ze funkcja g okreslona wzorem
g(x)= log, . (3 —x) jest rosnaca w zbiorze (—0, 3).

Wykaz, ze funkcja f(x) = Iog3(2 — x) —log, (x + 2) jest nieparzysta.

X
cos
Wykaz, ze funkcja g(x) =1

x*+1

In

jest parzysta.

Wykaz, 7e w przedziale (0, 3) funkcja f(x)zlogJg (x2—2x+7) przyjmuje

6
najwiekszg wartos¢, rowng —2.

Wykaz, ze w przedziale (2e, 7) funkcja g (x) = In (x2 — ex) przyjmuje najmniej-
szg wartos¢, réwng 2 + In 2.

Zbadaj, czy funkcje fi g sa rowne.

4—x
a) f(x)=log (x—4)—log_(5-x), g(x)=log, e
b) f(x)=log(x*+ 4x+4), g(x)=2log(x +2)

c) flx)= %Iog3 X, g(x) =log, |x




Przeksztatcenia wykreséw funkeji logarytmicznych 71

Przeksztatcenia wykreséw funkcji
logarytmicznych

Przyktad 1.
Na podstawie wykresu funkcji y = log, x, gdzie x € (0, +), naszkicujemy wykres
funkcji: a) y=log, (x + 3) b) y=log,x—1.

Ad a) Wykres funkgji

y =log,(x+3)
otrzymamy, przesuwajgc rownolegle wy-
kres funkcji y = log, x 0 3 jednostki w lewo
wzdtuz osi OX, czyli o wektor

Y

;37/

N

IS
R 1 A

[3,0] Y R EERRREY
y = log,x
Wykres funkcji y = log, (x + 3) przedstawia 2
rysunek obok. =3
-4

Ad b) Wykres funkji

y=log,x—1 X
otrzymamy, przesuwajgc rownolegle wy- 3
kres funkcji y = log, x 0 1 jednostke w dot p V7loex =
wzdtuz osi OY, czyli o wektor 1
[0, -1]. A S b5 6T ex
H VE logx—1

Wykres funkcji y = log, x — 1 przedstawio-
ny jest na rysunku obok.

Cwiczenie 1. Naszkicuj wykres funkcjif(x) = log, (x + 3) — 1. Nastepnie odczytaj
z wykresu miejsce zerowe funkcji f oraz zbior argumentdw, dla ktérych funkcja f
przyjmuje wartosci mniejsze od 0.

Przyktad 2.
Wykres funkcjif(x) = log, x przeksztatcimy w symetrii osiowej wzgledem osi OX. Na-
stepnie pokazemy, ze otrzymany wykres jest wykresem funkcji logarytmicznej, ktéra
mozna opisa¢ wzorem g(x)=log, x.

3



2. Funkcja logarytmiczna

Na rysunku obok przedstawiony jest wykres
funkcji f oraz jego obraz w symetrii osiowej
wzgledem osi OX, czyli wykres funkcji g.

Nowa funkcje mozna opisa¢ wzorem

g() =—f(x).

Wdwczas:
log.b
g(x) =—log,x log, b= |Z§Za
log, x
_ 3
g(x) log, 3
3
log, x
_ 3
g(x)=-—%
g(x) =log, x

3
Przeksztatcajgc wykres funkcji f(x) = log, x przez symetrig osiowg wzgledem osi OX,

otrzymujemy wykres funkcji g(x) =log, x.
3

Cwiczenie 2. Wykaz, ze jesli przesuniemy réwnolegle wykres funkcji g(x) =log, x
3

o 5 jednostek w prawo i dwie jednostki w doét, to otrzymamy wykres funkcji, ktéra
opisuje wzér y =log, (9x—45).

3

Przyktad 3.
We wspdlnym ukfadzie wspé’frgzedngch naszkicujemy wykresy funkcji
f(x)=log, (—x) oraz g(x) :;x+; . Nastepnie:

2

. L, . 3
a) rozwigzemy graficznie réwnanie log, (—x)=;x+;,
2

3
b) podamy zbiér rozwigzan nieréwnosci log, (—x) >;x+;.
2



Przeksztatcenia wykreséw funkeji logarytmicznych

Dziedzing funkcji g jest zbidr R. Wyznaczamy dziedzine funkgji f:
—Xx>0¢>x<0, stad D = (—o0, 0)

Wykres funkgcji f otrzymamy, przeksztatcajac wykres funkcji y =log, x przez syme-
2

trie osiowq wzgledem osi OY. Wykresem funkcji g jest prosta, przechodzgca przez

punkty (71, 0), (6, 3). Na rysunku ponizej, we wspdlnym uktadzie wspodtrzednych,

znajduja sie wykresy funkcji fi g.

Ad a) Dziedzing réwnania jest cze$¢ wspdlna dziedzin funkcji f i g, czyli przedziat
(—oo, O). Z rysunku odczytujemy wspotrzedne punktdw przeciecia obu wykresow,
nastepnie wykonujemy rachunkowo sprawdzenie poprawnosci odczytu.

Y
4
3
y =logi=x) o
1

| | | | | (_]f’ 0

Il 1 Il
-10-9 -8 -7 —6 -5 —4 —

Wykresy funkcji f i g przecinajg sie w dwodch punktach (—8, —3) oraz (—1, O).
Sprawdzamy:

* f(-8)=log,[~(-8)]|=log, 8=-3, g(—g):;.(_8)+%:_721:_3’
f(-8)=g(-8) ; ;
¢ f(—1)=|0g1[—(—1)}=Iog11:0, g(_l)z;.(_l)Jr;:O’

f-1)=g(-1)

3 3
Rozwigzaniami réwnania log, (—x)z;x+; s dwie liczby: —8 oraz —1.
2

Ad b) Podobnie jak w przypadku powyzszego réwnania, dziedzing nieréwnosci
log (—x)>§x+E

2 777
jest przedziat (—oo, 0). Odczytujemy z wykresu obu funkcji argumenty nalezace do
przedziatu (—oo, O), dla ktérych wartosci funkcji f sg wieksze od wartosci funkcji g
(wykres funkgji f lezy nad wykresem funkji g):

f(x)>g(x) © x e (-, -8)uU(-1,0)

Zbiorem rozwiazar danej nieréwnosci jest suma przedziatow: (—o, —8) U (-1, 0).

73



2. Funkcja logarytmiczna

Przyktad 4.

-2
log, :2—4‘ . Naszkicujemy wykres funkgji f.

Wyznaczymy dziedzine funkcji f(x) =

Wyznaczamy dziedzine funkcji f.
-2 1
2 o [
X" =4 & i x+2 a4
x*—4%0 xeR—-{-2,2}

X>=2
xeR—{-2,2}

< xe(-2,2)U(2,+x)

Dziedzing funkdji f jest zbiér (-2, 2) U (2, +w).

Teraz przeksztatcamy wzér funkcji f do prostszej postaci.

1 -
log, " _4|— log, +2|=‘Iog2(x+2) 1‘=|—Iog2 (x+2)|=||og2(x+2)|
Mamy:
x)=||og2 (x+2)|, gdzie x € (-2,2) U (2, +)
Wykres funkcji f —|Iog2 x+2)| otrzymamy, przeksztatcajgc wykres funkcji
=log,x nastepu1aco-
y =log, x—=L4L5 £ (x) =log (x +2) 20, £ (x)=[log, (x+2)
Kolejne przeksztatcenia ilustrujg ponizsze rysunki.
Y | Y | Y
T4 — i T4
1 L {5 fi(x)=log,(x +2) | 13
::“1::::‘i/:::::‘i.:i:::‘
—2—1_0112345)( —IQI__O_112345X —:2—1__0_112345x
T2 i T=2 i T=2f(x) = ‘Iong ‘
-3 =3 ———3
-4 i -4 i -4

Przyktad s.
1 1
Rozwiagzemy graficznie réwnanie —0,5log, x* =E|X| o
3
Interpretujemy réwnanie jako réwnos¢ wartosci dwdch funkcji:

£(x)=-0,5l0g, X* oraz g(x)=2|x|-=
3 2 2

Dziedzing funkcji f jest zbior R— {0}, dziedzing funkcji g jest zbiér R. Zatem dziedzing
rozwazanego réwnania jest zbiér R — {0}.
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Przeksztatcamy wzdr funkcji f.

1
—%Iog1 X’ =—log, [(x2 )]5 =—log, \/x_zz—logl|x , stad
3 3 3 3

x|, gdzie x € R— {0}

f(x)=—log,
3
Wykres funkcji f otrzymamy na podstawie wykresu funkcji h(x) =log, x, po zastoso-
3
waniu nastepujgcych przeksztatcen:

h(x):logl XL(M)W:ng |x|l>f(x)=—|0g1|x|

3 3 3
Rysunki ponizej przedstawiajg wykres funkcji y =log, |x| i wykres funkcji f.
3

N W<

flx) = —log, x|

y = logy| x| \ /
——— ——— bl bl
S -43-771 |01 3 45X -5 -4 -3 —2 -1 011 2 3 45X

=

RN W<

-2
. 1 1 ., .
Wykres funkcji g(x) :E|X|_E otrzymamy, przesuwajgc réwnolegle wykres funkcji

1 1
y =E|X| o wektor {0, —E} Szkicujemy wykresy obu funkcji we wspélnym uktadzie

wspotrzednych. Znajdujemy puwnkty wspélne obu wykresow.
14 Sprawdzamy odczytane rozwigzania:

f(—3):f(3)=—0,5log19=—0,5Iog1 Gj =1

3 3

flx) = —O,Slog,yx2

i 9(—3)=g(3)=%-3—%:1

f(-3)=g(-3) oraz £(3)=g(3)

Podobnie
f(~1)=£(1)=-0,5log, 1=0 g(_l):g(l):%_ézo
f(-1)=g(-1) oraz f(1)=9(1)

1 1
Réwnanie —0,5log, x* :E|X|_E ma cztery rozwiazania: -3, -1, 1, 3.
3
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Cwiczenie 3. Poréwnaj dziedziny funkgji: f(x)=log, (x—l)2 oraz

g(x)=2log, (x—1). Naszkicuj wykresy tych funkcji.

Przyktad 6.

Rozwigzemy graficznie nieréwnos¢ x* —1<log, (x2 —4x)—|og1 (4-x).
4 4

Przyjmijmy oznaczenia:
f(x)=x*~1 oraz g(x)=log, (x2 —4x)—|og1 (4-x).
4 4
Wyznaczamy dziedzine nierdwnosci. Funkcja f okreslona jest w zbiorze R. Dziedzine
funkcji g wyznaczymy, rozwigzujgc nastepujacy uktad nierownosci:

{x2—4x>0 - {x(x—4)>0 - {xe(—oo,o)u(4,+oo)

& xe(—»,0)
4—x>0 x<4 x<4

Dziedzing funkcji g jest zbiér (—oo, 0). Wéwczas dziedzing nieréwnosci jest czesé
wspélIna dziedzin obu funkgji, czyli przedziat (—o, 0).

Wzér funkcji g mozemy przeksztatci¢ do prostszej postaci.
X(x—4
u:Iog1 (—x), stad

4

log, (x2 —llx)—log1 (4—x)=|ogl
4 4

4
g(x)=log, (~x)
4
Rozwigzac nieréwnos’c’f(x) < g(x), to znaczy wyznaczy¢ zbiér tych argumentéw na-
lezgcych do przedziatu (—oo, 0), dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci nie wieksze
niz funkcja g (wykres funkcji f lezy pod wykresem funkcji g lub wykresy te maja
punkty wspc')lne). Szkicujemy we wspdlnym uktadzie wspotrzednych wykresy obu
funkcji, w przedziale (—, 0).

Y ',' Sytuacje te ilustruje rysunek obok. Wy-
A =xi1 ! ! kresy przecinajg sie w punkcie (71, 0).
1, ! Sprawdzamy poprawno$¢ odczytu:
! g(-1)=log, 5-log, 5=0
T —i C 4
- . - ,,/'1 X f(-1)=1-1=0, zatem
<1 g(-1) =£(-2).
glx)= Iog%(xz —4x) = Iog%(él —x)
T-2

Z rysunku odczytujemy:
f(x) <g(x) & xe(-1,0)

Zbiorem rozwiazan danej nieréwnosci jest przedziat (-1, 0).
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SPVaWdi, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1.

Wyznacz dziedzine funkgcji f(x) =log, (X—4) i naszkicuj wykres tej funkcji.
2

a) Oblicz wartos¢ funkcji f dla argumentu 12.

b) Odczytaj z wykresu argument, dla ktérego wartosé funkgcji f jest réwna —1.

Wyznacz dziedzine funkcji g (x) =-2+log, (x + 1) i naszkicuj wykres tej funkcji.

a) Oblicz wspétrzedne punktu wspdlnego wykresu funkcji g i osi OY.

b) Oblicz wartos$¢ funkcji g dla argumentu 8. Nastepnie odczytaj z wykresu
zbidér wszystkich argumentoéw, dla ktérych funkcja g przyjmuje wartosci
ujemne.

Naszkicuj wykres funkcji h (x) =—log x + 3, gdzie x € (O, +oo).

a) Rozwigz graficznie réwnanie h (xs =1.

b) Rozwiaz graficznie nieréwnos¢ h(x) < x.

Podaj dziedzing funkcji f(x)=log, (—x)—1 i naszkicuj wykres tej funkcji.

3

1 1
a) Sprawdz, czy punkty A[— 5, Oj oraz B(—3\/§, —25] nalezg do wykresu

funkcji f.
b) Podaj zbiér rozwiazan nieréwnosci log, (—x)—1>0.
3

c) Rozwiaz graficznie réwnanie f(x)=|x|-2.

Rozwigz graficznie réwnania.

a) 1=-log, (x-3) b) Iogz(x+2):3X+3
2

c) log, (—x)= _75

Rozwigz graficznie nieréwnosci.

a) log, (x+1)<x-3  b) Iogzx—IQ%(X—Z)2 c) —Iog1x<2?x

3 3
Wyznacz dziedzine funkcji f i naszkicuj wykres tej funkcji.
1
a) f(x)=log,(3x+12) b) f(x):Iogza

c) f(x)=|og1(_71j d) f(x)=log,,(5x+10)—log, 5

4
Wyznacz dziedzine funkgji g(x):Iog1 (9—x2)—logl (x+3). Nastepnie na-
2 2

szkicuj wykres funkcji g, korzystajac z wykresu funkcji f(x) =log, (x+ 3) .

2
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2. Funkcja logarytmiczna

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Wyznacz dziedzine funkji f(x) = log, (3x — x?) — log , (3 — x). Nastepnie:

a) naszkicuj wykres funkcji f i podaj zbidr wartosci tej funkcji,

b) podaj zbior argumentéw, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci nie
wieksze niz 1.

Dane sa funkcje: f(x)=log, (x2 +10x+25) oraz g(x)=2log, (x+5).

2 2

a) Wyznacz dziedzine funkcji f i dziedzine funkcji g. Naszkicuj wykresy tych
funkcji.

b) Podaj rozwigzanie réwnania g (x) = —4.

c) Rozwigz graficznie nieréwnosc %-f(x) < |x+ 5| -3.

9
Wyznacz dziedzine funkgji h(x)=log, Yy Nastepnie:
X_

a) naszkicuj wykres funkcji h,

.. L, i x—-1
b) rozwiaz graficznie nieréwno$¢ h(x)>=——.

Dany jest wzor funkcji. Naszkicuj wykres tej funkcji i omdéw jej wtasnosci.

a) f(x):—|log3(x—1)| b) g(x)= 2 <) h(x)=log, X4

IOg1 (X—l) |X|T

2

2

-9
Wyznacz dziedzine funkeji f(x)=log, |X|—3 Nastepnie:
1
3

a) naszkicuj wykres funkcji f i podaj zbidr wartosci tej funkcji,
b) rozwiaz graficznie nieréwnosé f(x) > 2.

Rozwigz graficznie réwnania.

a) log,(—x)=2""-1 b) log, |x+3|=6—|x+3]
Rozwigz graficznie nieréwnosci.
a) 2log,3x<x+1 b) Iogl|x|>ﬁ

= X

8]

Rozwigz graficznie uktady réwnan.

y:3x—1 +2 y= ul_lcngzx2

a) y=|og1(x—1)+5 b) y=|og1|x|+1

2 2
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Réwnania logarytmiczne

Réwnaniem logarytmicznym nazywamy rownanie, w ktérym niewiadoma wyste-
puje tylko w wyrazeniu logarytmowanym lub w podstawie logarytmu.

Przyktady réwnan logarytmicznych:
log,(x+1)=4 log, ,(2x+3)=1 log, x* =2log, (x—2)+log, x
3 3 3
Podczas rozwigzywania réwnan logarytmicznych nalezy pamietac¢ o nastepujgcych
zatozeniach wynikajacych z definicji logarytmu:
1) podstawa logarytmu jest dodatnia i rézna od 1,
2) wyrazenie logarytmowane jest dodatnie.

A. Proste rdwnania logarytmiczne, ktdre mozna rozwigza¢ bezposrednio
z definicji logarytmu

Przypomnijmy:
jeslia>0,a=1i b>0,to(logb=c<b=a).

Przyktad 1.

Rozwigzemy réwnanie Iog3(2x - 1) =2.

Najpierw wyznaczymy dziedzine réwnania. Podstawa logarytmu jest réwna 3,
wiec jest dodatnia i rézna od 1. Wyrazenie 2x — 1 jest dodatnie tylko wtedy, gdy

1
2x—1>0, zatem D=(5,+oo) .

Rozwigzujemy réwnanie.

log,(2x-1) =2
2x-1=3?
2x=10

x=5, 5eD

Rozwigzaniem réwnania Iog3(2x - 1) =2 jest liczba 5.

Przyktad 2.

Rozwigzemy rownanie log . 16=2.

Tym razem niewiadoma wystepuje w podstawie logarytmu.

x—3>0 x>3
{ & { < xe(3,4)U(4,+)
x—-3#1 xX#4

Otrzymalismy dziedzine réwnania: D = (3, 4) U (4, +x).
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Rozwigzujemy rownanie:
log, ,16=2

(Xf 332= 16 — na podstawie definicji logarytmu
(x—3)-16=0

(x—3-4)(x-3+4)=0 @~ b*=(a—b)(a+b)
(x-7)x+1)=0

x—7=0 v x+1=0

x=7 \% x=-1, 7 €D, -1¢D

Rownanie log 16 =2 ma jedno rozwigzanie. Jest nim liczba 7.

Zamiast wyznacza¢ dziedzine danego rdwnania, mozemy postgpié nastepujgco.

1) Przeksztatcamy dane réwnanie i wyznaczamy liczby, spetniajace kolejne réow-
nania, otrzymane w wyniku tych przeksztatcen. Jesli poczagtkowe rownanie ma
rozwigzania, to znajdujg sie one wsrdd otrzymanych liczb.

2) Sprawdzamy, ktére z otrzymanych liczb spetniajg poczatkowe réwnanie.
Te wiasnie liczby sg rozwigzaniami danego réwnania.

Przyktad 3.
Rozwigzemy réwnanie log, [Iogu (6X):| =-1.

2

Niewiadoma x spetnia nastepujacy uktad nieréwnosci:
2x>0 A 2x#1 A 6x>0 A log,, (6x)>0
Rozwigzujemy rownanie:
log, [Iong (6x)] =-1

2

-1
1
log,, (6X) = (Ej — z definicji logarytmu
log,, (6x) =2
bx = (2X)2 — z definicji logarytmu
6x = 4x?
x=0 \% x=1,5

Liczba O nie spetniaréwnania log, [Iong (6x)] =-1 (sprawdi!). Sprawdzamy, czy licz-
2

ba 1,5 spetnia rownanie. Mamy: 6:1,5=9, 2:1,5 = 3, wiec log, (log,9)=log, 2=-1.

2 2

Jedyng liczbg, ktdra jest rozwigzaniem danego réwnania, jest liczba 1,5.

Cwiczenie 1. Rozwiaz réwnanie log , 16=-2.

x-1



Réwnania logarytmiczne

B. Rdwnania logarytmiczne, ktére moina rozwigza¢ przez podstawienie
pomocniczej niewiadome;j

Podstawienie do réwnania pomocniczej niewiadomej czesto ufatwia rozwigzanie
réwnania. Wéwczas rozwigzanie réwnania sktada sie z dwéch etapow.

Przyktad 4.

9
Rozwigzemy réwnanie —— =logx .
10—log x

Zapisujemy zatozenia.
x>0 A 10— logx#0
log x # 10, wiec x#10Y
Dziedzing réwnania jest zbiér (0, 10°°) U (10, +o0). Podstawiamy:

logx=t
Otrzymujemy rownanie wymierne, ktére rozwigzujemy (pierwszy etap).
9

—zt

10—t
9=10t—12

2-10t+9=0

A=64

t=1 v t=9

Réwnanie wymierne ma dwa rozwigzania. Wracamy do podstawienia i rozwigzuje-
my proste réwnania logarytmiczne (drugi etap):

logx=1 v logx=9

x=10 v x=10° — z definicji logarytmu
Otrzymane liczby naleza do dziedziny réwnania.

9
Rozwigzaniami rownania ———— =log x sg liczby 10 oraz 10°.
10—log x

C. Réwnania logarytmiczne, w ktorych wystepuje rownos¢ logarytmow
o jednakowej podstawie

W rozwigzaniu takich rownan korzystamy z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 1.
Jedlia e (0,1) (1, +x) oraz x, R, x,€ R, to
log x, =log x, < x =X,

Twierdzenie 1. wynika z réznowartosciowosci funkcji logarytmicznej.
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Przyktad s.

Rozwiazemy rownanie log, (x+1)= log, (3—x)-1.

3 3

Wyznaczamy dziedzine réwnania:

{x+1>0 {xe(—1,+oo)
=N

-1,3
3-x>0 xe(—oo,S) <:>X€( )

Dziedzing réwnania jest przedziat (-1, 3).

) o . , 1
Rozwigzujemy réwnanie. Liczba 1 jest réwna log, 5 Wowczas:
3

log, (X+1):|0g1(3—x)—|0g11 Iogax—logayzloggi
3 3 33 y
log, (x+1)=log, [ (3—x)-3]
3 3
Korzystamy z twierdzenia 1. Otrzymujemy:
x+1=(3-x)-3

x+1=9-3x
4x =8
x=2, 2e(-1,3)

Rozwigzaniem réwnania jest liczba 2.

Cwiczenie 2. Rozwiaz réwnanie log (3x—1) = log (3x— 1)

D. Réwnania logarytmiczne, w ktérych wystepuja logarytmy o réinych
podstawach

Przyktad 6.

1
Rozwigzemy réwnanie log, 2+ 2log,, 2= —25 .

Wyznaczamy dziedzine réwnania. Liczby logarytmowane sg dodatnie. Wystarczy za-
tozy¢, ze podstawy logarytmu sg dodatnie i rézne od 1. Mamy:

1 1
(x>0Ax#1Adx>0n4x#£1) & (X>0/\X¢1/\X¢Zj =3 xeR+—{Z,1}

D=(0,%]u&,1)u(1,+oo)
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Logarytmy wystepujgce w réwnaniu majg rézne podstawy, ale mozna je sprowadzi¢
do jednakowych podstaw, korzystajgc ze wzoru:

1
log, b= — ze wzoru na zamiane podstawy logarytmu
log, a
Otrzymujemy:
1 1
log, 2= oraz log, 2= = =
log, x log, (4x) log,4+log,x 2+log, x

Réwnanie logarytmiczne przyjmuje postac:
1 2 7

+ =
log,x 2+log,x 3

Wprowadzamy zmienng pomocnicza t, t=log, x.
Otrzymujemy rownanie wymierne z niewiadoma t.

1 2 7
_+_:__
t 2+t 3
243t 7
2t +t° 3

7t2+23t+6=0
2
t=—3 v t=—
7

Wracamy do podstawienia:

2
log,x=-3 v log, x:—;

x=23 v x=27
1 o]
— \V4 = —
8 Ya

Obie liczby nalezg do dziedziny réwnania.

X=

1
Rozwigzaniami rownania log, 2+2log, 2=-2- s3g dwie liczby: — oraz .
q 8 8ax 3 q y 3 (/Z

SP rawdz, czYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Rozwiaz réwnania. Podaj dziedzine kazdego réwnania.
a) log,(x+2)=1 b) log ; (4-8x)=-2
2
c) log, [x—3|=-1 d) log ;[2x+1|=4
3

5 1 3
e) log, —=— f) log, ——=-2
) log, ~=> ) 53



2. Funkcja logarytmiczna

. Rozwiaz réwnania. Podaj dziedzine kazdego réwnania.

a) |0g1 (X2 A 3) ==2 b) log, (x-4)=1
2
c) log,(3-x)2=2 d) log, (x2 + 10x+25) =-2
3
e) Iogl(x2+2x):—1 f) Iogﬁ(x—x2)=2

3

. Rozwigz réwnania. Podaj dziedzine kazdego réwnania.

a) Iogﬁ(4x2+x+1)=0 b) log,(x*—2x—8)=1
c) log, (|x—1|—2)=3 d) Iog1(|x|+5):—4

3
e) log, (5-|x+3))=-4 f) log 5 (|-1-x/+1)=0

2

. Rozwiaz réwnania. Podaj dziedzine kazdego réwnania.

a) log, ,4=1 b) log, 9=-2

c) log 49=2 d) log, 8=3

e) Iog47x(4—x) =2 f) Iogzmgz—l
. Rozwigz réwnania.

a) Iog2X+3(x+ il =—il b) Iogx+1(3x+ 1)=3

c) log, (8-3x) =3 d) Iogxz_3(5_xz)=2
. Rozwigz réwnania.

a) log,(log,x) =0 b) log, (log, x)=-2

2
c) log,[2+log,(x—1)]=-1 d) log, {Iog1 [log, (x+1)]+ 10} =3
4 2

. Rozwiaz réwnanie, wprowadzajgc zmienng pomocniczg.

3
a) log,x =5log,x—2 b) {Iogl(Zx—l)} +27=0

3

c) Ioglx‘[ZIogl x+5J=3 d) log} (x—1)+log, (x—1)=2

2 2



Réwnania logarytmiczne

8.

10.

11.

12.

13.

Rozwigz réwnania.

a) 2-{Iog21(x+3)—1}=log1(x+3)—|ogi(x+3)
b) log?(x—2)- [log (x—2)—1] + [log (x—2) + 1] - [log (x—2) - 1] =7
9 Iogi(1—2x)—3-[|og2(1—2x)—1]:1

log, (1—2x)
11 6
d) In(x+1) o= In® (x+1) ~In(x+1)

Rozwigz réwnania.
a) log5+log(x+10)—1=log(21x—20)—log (2x—1)
b) In3+In(2x—1)-2In(x+2)=—In(2x+1)
c) log,(x—2)+0,5log,(x—4)*=0
log(vVx—1+1
d) ﬁ:l

Iog(\/E+7) 2

Liczby log, (x— 4), Iog2(2x), log,x*, dla pewnej rzeczywistej wartosci x, s3 trze-
ma kolejnymi poczatkowymi wyrazami nieskoriczonego ciggu arytmetyczne-
go (an). Wyznacz x oraz sume dwudziestu poczatkowych wyrazéw ciggu (an).

1
Liczby 2log, (x— 2), log, (x —2), 5 , dla pewnej rzeczywistej wartosci x, sg trze-

ma poczgtkowymi kolejnymi dodatnimi wyrazami ciggu geometrycznego (bn).
Wyznacz x oraz wyraz ogélny tego ciggu.

Rozwigz réwnania.

a) Iog3x+logﬁx=§—log£x b) log, (x +3)?=log, (x* + 3)

9

c) log, (x+1) —Ioglgzlog125 x> d) 3log 4 -log, 4=2

5

log, (2x°
e) Iogx9—logg,xl=i f) Iogx2+|og4X2=£
3 3 5
Rozwigz réwnania.
a) 2log, x* —log;(—x)=4 b) Iogzl(—x—3)=log1(x2+6x+9)+3
3 3

c) x'TEr =9y’ d) Vx* =10
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2. Funkcja logarytmiczna

Nieréwnosci logarytmiczne

Nieréwnoscia logarytmiczng nazywamy nieréwnos¢, w ktérej niewiadoma wyste-
puje tylko w wyrazeniu logarytmowanym lub w podstawie logarytmu. Nieréwno-
$ciami logarytmicznymi sg na przykfad:

log, (x— 1) > log, (3 — 2x) log, (x+3) <2 log, (log,x) > 1

Z monotonicznosci funkcji logarytmicznej wynika nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 1.

a) Jesliae(0,1)ix, eR,x,eR,to
log, x, <log x, < x,>x,.

b) Jedliae(1,+x)ix, eR,x,€R,to
log, x, <log x, < x,<x,.

Powyzsze twierdzenie stosujemy w rozwigzaniach nieréwnosci logarytmicznych.

Nieréwnosci logarytmiczne najczesciej rozwigzujemy jedng z dwdch nastepujacych

metod:

¢ przeksztatcamy obie strony nierownosci tak, aby otrzymac logarytmy o takich sa-
mych podstawach

e wprowadzamy zmienng pomochniczg.
Obie te metody zilustrujemy przyktadami.

A. Nieréwnosci logarytmiczne, w ktérych - po przeksztatceniu - po obu
stronach znaku nieréwnosci mozna otrzymacé logarytmy o takiej samej
podstawie

Nieréwnos¢ logarytmiczng przeksztatcamy rdwnowaznie do postaci, w ktérej po-

réwnujemy dwa logarytmy o tej samej podstawie. Nastepnie korzystamy z twierdze-

nia 1. i porownujemy liczby logarytmowane wedtug nastepujgcej zasady:

¢ jesli podstawa logarytmu nalezy do przedziatu (O, 1), to znak nowej nieréwnosci
bedzie przeciwny do znaku nieréwnosci logarytmicznej,

¢ jesli podstawa logarytmu nalezy do przedziatu (1, +oo), to znak nowej nieréwno-
$ci bedzie taki sam, jak znak nieréwnosci logarytmicznej.

Przyktad 1.

Rozwigzemy nieréwnos¢ log, (2x—1)>2.
3

Najpierw wyznaczymy dziedzine nieréwnosci.



Nieréwnosei logarytmiczne

Logarytm wystepujacy po lewej stronie nieréwnosci log, (2x—1) >2 jest okreslony,
3
jesli wyrazenie logarytmowane jest dodatnie.

1 1
2x—1>0, stad X>E, D:(E,+ooj

Rozwigzujemy nieréwnosc¢. Liczbe 2, wystepujgcg po prawej stronie nieréwnosci,

1 1
przedstawiamy w postaci logarytmu o podstawie 3’ czyli 2=log, 5 Mamy:
3

log, (2x—1)>log, 1
3 59

Jednakowa podstawa obu logarytmdéw nalezy do przedziatu (0, 1). Z twierdzenia
1a) wynika, ze poréwnujac liczby logarytmowane, zmieniamy znak nieréwnosci na
przeciwny:

2x—1<1
9

5
X<—
9
Teraz uwzgledniamy dziedzine nieréwnosci.
X<—=

] = XE@S)

(1
Xe| —,+©
2

15
Zbiorem rozwiazan nieréwnosci log, (2x—1)>2 jest przedziat (—,—].
3

Cwiczenie 1. Rozwiaz nieréwnosé |0g0,5(|0g2(3x))<—1.

Przyktad 2.

Rozwigzemy nieréwnos¢ log, (x2 - 2x) < log,18 - log, 6.

Wyznaczamy dziedzine nieréwnosci:
X¥—2x>0 < x(x-2)>0 < x € (~0, 0) U (2, +©), zatem
D= (—oo, 0) ) (2, +oo)

Prawg strone nieréwnosci zapisujemy w postaci logarytmu o podstawie 2:

18
log,18 —log, 6:Iogzzzlog23 Iogubflogac:logaé
C
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2. Funkcja logarytmiczna

Otrzymujemy:
log, (x*—2x) < log, 3
Teraz korzystamy z twierdzenia 1b).
Podstawa obu logarytmdw nalezy do przedziatu (1, +oo). Poréwnujac liczby logaryt-
mowane, znak nieréwnosci pozostawiamy bez zmiany.

xX2—2x<3

xX*—2x—-3<0 2-N0 1 2/3 4%
(x-3)(x+1)<0

x e (-1,3)

Nalezy jeszcze uwzgledni¢ dziedzine nieréwnosci:

{xe (-1,3)

xe(—0,0)U(2,+x) < X€<_1'0)U(2' 3>

Zbiorem rozwiazar danej nieréwnosci jest zbior (—1, 0) U (2, 3).

Cwiczenie 2. Rozwiaz nieréwnoéé log (x—3)+logx<1.

Przyktad 3.

Rozwigzemy nieréwnosé log (3x—1) > log, 5.

Najpierw wyznaczamy dziedzine tej nieréwnosci.

(x>0 A x#1 A 3x-1>0 ) @xee, 1ju(1,+oo)

D:G, 1)u(1,+oo)

Teraz rozwigzujemy dang nieréwnosé. Ze wzgledu na podstawe logarytmu rozwaza-
my dwa przypadki.

1
| przypadek: xe[g, 1j

Na mocy twierdzenia 1b) mamy:
Iogx(3x7 1) > log 5
3x—-1<5
x<2

xe(=0,2) A xe[é,lj, stad

1
xe|l—,1
(3 j



Nieréwnosci logarytmiczne

Il przypadek: x e (1, +o)
Na mocy twierdzenia 1a) mamy:

log (3x—1) >log 5

3x—1>5

x>2

xe(2,+0) A xe(1,+m0), stad
x € (2, +o)

Sumujemy zbiory rozwigzan obu przypadkéw:
1
xe[3, 1ju(2,+oo)

1
Zbiorem rozwigzan nieréwnosci log (3x— 1) > log, 5 jest zbior (5, 1) u(2,+oo).

Cwiczenie 3. Wyznacz zbiér rozwiazan nieréwnoéci log L (8x)<2.

B. Nierdwnosci logarytmiczne, ktére mozna rozwigzac przez wprowadzenie
pomocniczej niewiadomej

Przyktad 4.

log, x+1 -

Rozwigzemy nieréwnosc log,9.

log, x—1 S

Wyznaczamy dziedzine nieréwnosci:
x>0 x>0 x>0
= & < x€(0,3)U(3,+x)
log, x—1+#0 log, x#1 x#3

Zatem D= (0, 3) U (3, +x).

Stosujemy podstawienie: t = log, x. Otrzymujemy nieréwnos¢ wymierng:

2 <o /- (t—1), gdziet#1

B3-(t-1)<0 Ay
t € (—o0, 1) U (3, +00) 7—';76% 3 g\éj >

849



a0 2. Funkgja logarytmiczna

Mamy:
t<1 Y, t>3
log,x<1 Vv log,x >3
log,x <log, 3 v log,x > log, 27

Na podstawie twierdzenia lb), otrzymujemy:
xX<3 \% x> 27
x € (—o0,3) U (27, +x)

Po uwzglednieniu dziedziny D, gdzie D = (0, 3) U (3, +w) stwierdzamy, ze zbiorem
rozwigzan danej nieréwnosci jest zbiér (0, 3) U (27, +w).

Cwiczenie 4. Wykaz, ze zbidr rozwigzarn nieréwnosci log,  x +logj ; x < 2log] ;
jest dwuelementowy.
W kolejnym przyktadzie wykonamy dzielenie nieréwnosci stronami przez logarytm,

ktory jest liczbg ujemna. Nastepnie zastosujemy dwukrotnie wzér na zamiane pod-
stawy logarytmu.

Przyktad s.

.. L . 1
Rozwigzemy nieréwnos¢ log, x-log, x >8log, .
3

Dziedzing nieréwnosci jest przedziat (0, +x).
1
Zauwaz, ze log, 5 jest liczbg ujemng, bo funkcja logarytmiczna y = log, x, dla argu-

mentéw nalezacych do przedziatu (0, 1) przyjmuje wartosci ujemne. Obie strony

nierdwnosci podzielimy przez Iog4§. Wodwczas nalezy zmieni¢ znak nierdwnosci

na przeciwny.

1 1
log, x-log, x>8-log,— /: log, =
: 9 9
liczba ujemna
log, x
log, x- g41<8
3 Iog4§
log . . Lo iy
KorzystamyzewzoruI “—=log, b iotrzymujemy nieréwnos¢:
og, ¢

log, x-log, x<8
3 9



Nieréwnosci logarytmiczne

Z powyzszego wzoru na zamiane podstaw logarytmu wynika réwniez, ze
log, x
___ 3 _
|Og1X— 1 ——Ioglx
9 |0g1 - 3
3

Zatem dang nierdwnos¢ przeksztatcamy:

1
log, x-—log, x<8,
3 3

1
Zlogi x<8 /2
2 3
log; x <16

3

Dokonujemy podstawienia: t =log, x . Mamy:
3

2 <16
lt| <4 Jx =[x
t>—-4 A t<4
Otrzymujemy:
log, x>-4 A log, x<4
3 3

1
log, x >log, 81 A log, x<log, —
3 B B 581

x<81 A X>— —z twierdzenia 1a)

81
1
xe| —,81
81

Po uwzglednieniu dziedziny stwierdzamy, ze zbiorem rozwigzan danej nieréwnosci

1
jest przedziat | —, 81] .
81

S pra wdZ, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podrgczniku!

1. Rozwigz nieréwnosci.
a) log,,(3—x) >log,,(x+1) b) log ; (3-x)>-2

8

c) log,[2x+3|<1 d) log, (x+2)-2<log, (5x)

2 2
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2. Funkcja logarytmiczna

Rozwigz nieréwnosci.
a) log, . x* < log, . (x+2)

c) log, (x+1)+log, (x~2)>-2

2 2
Rozwigz nieréwnosci.
a) log,x- (log,x+1) <2

log, (x—2)

1
Iog3(x—2)—1>z

Wyznacz dziedzine funkgji f.

a) f(x)= log, (x-3)+2

Rozwigz nieréwnosci.

1
a) log, x-log, x>log, —
s 51

c) log, [log,(x*~1)] <1

Rozwigz nieréwnosci.

a) log ;5 X —2log,s X >log,s x +1,5

c) 2log 9 + log, 81> 3

Rozwiaz nieréwnosc¢ log, .4 > 2.

b) log, (x* +4x +4) <2
d) log, (5—x)> log, x—2

2 2

b) log? x—log’ x}[log1 x—l](log1 x-l—Z]
4 4 4 4

+1

Inx—1 1
d) >
Inx Inx+1

b) f(x):log{1+|og1(x+8)}

9

1
b) Iogag—loglx-log3x<0

8

d) log, (Iog5 Lj >0
3 4—x

3

b) 4log? x+3>42log, x—18log, x

2 64

d) log, 2 -log,8-log, 2 >0

x—1
Wykaz, ze nieréwnos¢ log, , 5— >0 jest spetniona przez kazdg liczbe nale-
X

z3cq do jej dziedziny.

Wykaz, ze nierownos¢ log, (x—1)>0 jest sprzeczna.

X

. Rozwigz nieréwnosci.

a) [log,x+3>log, x+1
2 2

b) 2—logx >logx



Zastosowanie funkeji wyktadniczej i funkeji logarytmiczne;...

Zastosowanie funkcji wyktadniczej i funkeji
logarytmicznej do rozwigzywania zadan
umieszczonych w kontekscie praktycznym

Funkcje wyktadnicza i funkcje logarytmiczng stosuje sie w wielu modelach matema-
tycznych, ktére opisujg rézne zjawiska w przyrodzie. Zastosowanie tych funkcji ma
miejsce w ekonomii, biologii, chemii, fizyce i sejsmologii.

W podreczniku do klasy pierwszej omoéwilismy model wykfadniczy, opisujgcy rozwdj
bakterii, eliminacje z organizmu przyjmowanych lekdw przez pacjentdw oraz przed-
stawiliSmy sposéb okreslania wieku znalezisk za pomocg izotopu **C.

Pokazalismy zastosowanie logarytméw dziesietnych w chemii do okres$lania odczy-
nu roztworu oraz w fizyce — do okreslania natezenia dzwieku. W tym temacie zilu-
strujemy przyktadami kolejne zastosowania.

Przyktad 1.

Wartos¢ samochodu maleje z uptywem lat. Funkcja wyktadnicza W(t) =w,- 0,8 opi-
suje przecigtng wartos¢ samochodu po t latach od chwili zakupu, gdzie w,— oznacza
cene nowego samochodu w ztotych. Kilka lat temu pan Nowak zaptacit za nowy
samochéd 60 000 zt. Obliczymy:

a) o ile ztotych zmniejszyta sie wartos¢ samochodu po roku eksploatacji,
b) po ilu latach, od dnia zakupu, warto$¢ samochodu zmalata do kwoty 24 576 zt.

Ad a) Korzystamy ze wzoru:
W(t)=w,- 0,8

gdzie w,=60000, t=1
W(1) = 60 000 - 0,8"'= 48 000

Po roku wartos$¢ samochodu wynosita 48 000 zt, czyli zmniejszyta sie o 12 000 zt
w stosunku do ceny zakupu.

Ad b) Otrzymujemy réwnanie wyktadnicze:
24576 =60000-0,8" /:60000
0,4096 =0,8!
Obliczamy logarytmy o podstawie 0,8 liczb, wystepujacych po obu stronach réw-

nania:
Iogol8 0,4096 = IogO’8 0,8t
Iogol8 0,4096=t- Iogol8 0,8
stad
t= Iogol8 0,4096
t=4

Po czterech latach uzytkowania wartos¢ samochodu zmalata do kwoty 24 576 zt.

a3
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2. Funkcja logarytmiczna

Przyktad 2.

Pani Kowalska zatozyta w banku lokate w wysokosci K zt na procent sktadany,
z kwartalng kapitalizacjg odsetek. Roczne oprocentowanie tej lokaty wynosi 6%. Ob-
liczymy, po ilu kwartatach kwota na lokacie sie podwoi. Uwzglednimy 19-procento-
wy podatek od dochoddéw kapitatowych.

Niech x oznacza szukang liczbe kwartatow. Liczba 2K oznacza kwote, jaka bedzie
miata na lokacie pani Kowalska po x kwartatach, po odliczeniu 19-procentowego
podatku od dochodéw kapitatowych. Wéwczas

6 X
2K, =K, (1+ 0':) ~O,81J

stad
2=(1+0,015-0,81)
2=1,01215"

Logarytmujemy obie strony réwnania (obie strony s3 dodatnie):
log 2 =1og 1,01215*
log2=x-log1,01215
_ log2
log1,01215

log 2 ~0,30103 log 1,01215 =~ 0,005245
stad
x~ 57,39

Kwota ztozona w banku podwoi sie po 58 kwartatach.

Cwiczenie 1. Oblicz, po ilu latach kwota na lokacie pani Kowalskiej z przyktadu 2.
wzrostaby o 50%, gdybysmy nie uwzglednili podatku od dochoddéw kapitatowych.

Logarytmy znalazty zastosowanie w sejsmologii — nauce, ktéra zajmuje sie trzesie-
niami ziemi. Trzesienia ziemi wywotywane sg przez zaburzenia stanu rownowagi we
whnetrzu Ziemi. Najczesciej zwigzane sg z ruchami tektonicznymi, wybuchami wulka-
now oraz zapadaniem sie jaskin. Do okreslenia sity trzesienia ziemi stosuje sie skale
Richtera. Te site obliczamy ze wzoru

R =Iogi,
AO

gdzie:
R — sita trzesienia ziemi mierzona w stopniach w skali Richtera,
A —amplituda trzesienia ziemi wyrazona w centymetrach, ktéra jest mierzona w od-
legtosci 100 km od epicentrum,
A,—amplituda wzorcowa o wartosci 10~ cm, ktéra odpowiada drganiom niewyczu-
walnym przez cztowieka.



Zastosowanie funkeji wyktadniczej i funkeji logarytmiczne;... a5

Przyktad 3.

W 1908 roku w Messynie we Wtoszech odnotowano trzesienie ziemi o wartosci
7,5 stopnia w skali Richtera. Obliczymy amplitude drgan tego trzesienia ziemi.

A . PR
Korzystamy ze wzoru R=log— . Przeksztatcamy wzér tak, aby wyznaczyé niewia-
0

doma A.
R=log A

AO

A

AO

A=A, 107

A=10"*-10"°

A=10%

10" =

— z definicji logarytmu

1

A=10°-102

A=1000-/10 J10 ~3,162
A=~3162cm

Ax~32m

Amplituda drgan podczas trzesienia ziemi w Messynie wynosita okofo 32 metry.

W Polsce trzesienia ziemi wystepujg sporadycznie i majg niewielkie amplitudy.
W Krakowie odnotowano trzesienie ziemi w 1443 r.,, w Warszawie w 1680 r., w oko-
licach Ptocka, Kielc i Lublina w 1932 r., a w 2004 r. w okolicy Suwatk.

Cwiczenie 2. Oblicz, ile stopni w skali Richtera miato trzesienie ziemi w okolicy
Suwatk w 2004 r., wiedzac, ze amplituda tego trzesienia byta réwna 10 cm.

Istnieje ciekawy zwigzek miedzy liczba cyfr dodatniej liczby naturalnej, a logaryt-
mem dziesietnym tej liczby. Aby przekonac sie o tym, przypomnimy notacje wyktad-
nicza liczby naturalne;j.

Kazda liczbe naturalng mozna przedstawié w notacji wyktadniczej
a- 107, gdzie a € (1,10) i n e N.
Na przyktad:
3=3-10° 235=2,35-10° 1004=1,004-10° 21000=2,1-10*

Zauwaz, ze liczba naturalna dodatnia a - 10" ma n + 1 cyfr.

Obliczmy logarytm dziesietny tej liczby:
Iog(a-lO”)zIogaHoglO” =loga+nlogl0=loga+n



2. Funkcja logarytmiczna

Liczba log a nalezy do przedziatu (0, 1), bowiem a € (1, 10). Zatem liczba n jest naj-
wiekszg liczbg naturalng, ktéra nie jest wieksza od Iog(a-lo” )

Definicja 1.
Najwiekszg liczbe catkowitg, ktdra nie jest wieksza od liczby x, nazywamy czescia
catkowita liczby x i oznaczamy [x].

Na przyktad:

[4,7]=4 [9]=9 [V2]=1 [s]=-s [31]=-4

W przypadku liczby naturalnej a - 10", gdzie a € (1, 10) liczba n jest czescig catko-
witg logarytmu dziesietnego tej liczby, czyli [Iog (a-107)|=n. Zatem
liczba cyfr dowolnej liczby naturalnej x jest réwna [Iog x|+ 1.

Przyktad 4.
Obliczymy, ile cyfr rozwiniecia dziesietnego majg liczby 9% 9%, Postuzymy sie kal-
kulatorem.

Obliczamy log 9%. Korzystamy najpierw z wtasnosci logarytmu, nastepnie na kalku-
latorze obliczamy log 9.
log 9% =99 - log 9 =94,4700084..., bo log 9 =0,9542425...
[log 9%°] +1=94+1=95
Liczba 9°°*ma w rozwinieciu dziesietnym 95 cyfr.
Podobnie wyznaczamy liczbe cyfr liczby 9%

log 9% =9° -log9=387420489-log9 =369693099,6315703587...

[log 9 }L 1=369693099 + 1 = 369 693 100

Liczba 9% maw rozwinieciu dziesietnym 369 693 100 cyfr.

UWAGA: Zauwaz, ze jesli x=a - 10", gdziea € (1, 10) ineZ tologa jest czescig
utamkowsg logarytmu x.

Korzystajac z czesci catkowitej i czesci utamkowej logarytmu dziesietnego liczby x,
mozemy zapisac przyblizenia liczb z przyktadu 4. w notacji wyktadniczej.
Mamy:

9% =¢q-10* oraz loga=0,4700084..., stad a = 1004700084 ~ 2, 95127

OtrzymaliSmy oszacowanie liczby 9%°:
9% ~2,95127 - 10%
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Podobnie
9% =p-10*°°°° oraz logb=0,6315703.., stad b=10055 ~4,28124

99‘J ~4 28124.10369693099

Cwiczenie 3. Zapisz w notacji wyktadniczej liczby a i b, jeéli a=21%, b= 11%, Ktéra
z tych liczb jest wieksza ?

Kolejnym ciekawym zagadnieniem jest rozpad promieniotwdrczych izotopdéw. Szyb-
kos¢ samorzutnego rozpadu jader atomowych jest cechg danego izotopu promie-
niotwdrczego. Najczesciej stosowang miarg szybkosci rozpadu promieniotwdrczego
jest okres potowicznego zaniku. Okresla on czas, w ciggu ktdrego rozpada sie poto-
wa poczgtkowej liczby jader.

Jesli w chwili poczatkowej t, liczba jader wynosita N, to liczbe jader, ktore nie roz-
padty sig w czasie t od chwili t, mozna obliczy¢ ze wzoru:

N=N,-e*,
gdzie e 2,72 oraz A — stata rozpadu promieniotwdrczego, zalezna od indywidual-
nych wtasciwosci izotopu promieniotwdrczego.

Z ostatniego wzoru wynika, ze liczba atomdw, ktdre nie ulegty rozpadowi, maleje
w czasie wyktadniczo.

Przyktad s.

Czas potowicznego rozpadu izotopu strontu 52sr wynosi 20 lat.
a) Wyznaczymy stafa rozpadu izotopu strontu.
b) Obliczymy, ile procent pierwotnej liczby jgder pozostanie po uptywie 10 lat.

Ad a) Liczbe N jader po czasie t rozpadu izotopu strontu wyraza wzér N = N,-e*
gdzie N, jest poczatkowa liczbg jader izotopu strontu, A jest szukang stata.
Ponlewaz czas potowicznego rozpadu wynosi 20 lat (t 20) wiec po uptywie 20 lat

N,
pozostanie potowa poczatkowej liczby jader, czyli 7 . Otrzymujemy réwnanie:

N

_0 _ N0 . efzm' / NO
2

1

T e

2

Obie strony réwnania sg dodatnie. Logarytmujemy strony réwnania przy podsta-
wie e. Otrzymujemy:

1 _
In==Ine**
2

a7
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zatem
In2*=-20Alne lne=1
—n2=-204
In2
/’L_

T 20
Ad b) Obliczymy teraz, ile procent jgder izotopu strontu pozostanie po uptywie dzie-
sieciu lat.
N=N, -e*
_n2,
N=N,-e 2
- 1In2
N=N,-e 2
In£
N=N,-e 2

V2

N=N,==~0,707-N,

Po uptywie 10 lat pozostanie okoto 70,7% liczby jader izotopu strontu.

Cwiczenie 4. Oblicz, ile procent jader izotopu strontu %Sr pozostanie po uptywie
70 lat od chwili t,.

SPVaWdi, Czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. llos¢ leku pozostatego w organizmie pacjenta po t godzinach od chwili zazycia

dawki d (mg) wyraza wzor P(t) =d- 0,75, gdziet > 0.

a) Chory przyjat 40 mg pewnego leku. lle mg leku znajduje sie w organizmie
chorego po uptywie trzech godzin od chwili zazycia leku?

b) lle procent leku pozostajgcego w organizmie jest eliminowane w ciggu
kazdej godziny?

c) lle co najmniej godzin musiato uptyng¢ od podania leku, jesli zawartos¢
leku w organizmie jest mniejsza niz 4 mg?

2. Zauwazono na podstawie eksperymentu, ze liczba bakterii pewnej kolonii
podwaija sie kazdego dnia. Wyniki badan przedstawiono w tabeli.

Czas (dni) o|1] 2|3 | 4 5 6

Liczba bakterii
(w przyblizeniu)

40 | 80 | 160 | 320 | 640 | 1280 | 2560

Jesli t oznacza czas obserwacji kolonii liczony w dniach, zas f(t) — przyblizo-
ng liczbe bakterii po t dniach, to zaleznos¢ przedstawiong w tabeli opisuje
wzér f(t)=c- o', gdziea>0,c>0it>0.



Zastosowanie funkeji wyktadniczej i funkeji logarytmiczne;...

a) Wyznacz wspétczynnikiaii c.

b) lle dni uptyneto od poczatku obserwacji, jesli kolonia liczy obecnie 163 840
bakterii?

c) Naszkicuj fragment wykresu funkgji f, ilustrujgcy liczbe bakterii tej kolonii
W ciggu czterech poczatkowych dni obserwacji.

Paleontolog znalazt kos$¢ prehistorycznego zwierzecia. Badanie kosci wykaza-
to, ze zawarty w niej obecnie izotop *C stanowi 70% ilosci poczatkowej. Ko-
t

1\
rzystajgc ze wzoru m=m, (5) , 8dzie m — masa poczatkowa pierwiastka,

T— okres potowicznego rozpadu, ktory dla izotopu **C wynosi 5730 lat, oblicz,
ile lat ma znaleziona kos¢.

Najsilniejsze trzesienie ziemi zanotowano w Chile w 1960 roku. Miato ono
site 9,5 stopnia w skali Richtera. Oblicz amplitude tego trzesienia ziemi.

Poziom gtosnosci dzwieku mozemy obliczyé ze wzoru L=10-Iogl—, gdzie
0

L — poziom gtosnosci dzwieku (dB), / — badane natezenie dzwieku (W/m?),

l, =107 W/m? — natezenie dzwieku odpowiadajgce progowi styszalnosci

cztowieka (0 dB).

a) Szelest lisci drzew ma wartos¢ 10 dB, zas$ rozmowa 60 dB. Oblicz, ile razy
natezenie dZzwieku rozmowy jest wieksze od natezenia dZzwieku szelestu
lisci.

b) Oblicz, o ile decybeli wzrosnie poziom gtosnosci dzwieku, jesli natezenie
dzwieku zwiekszymy czterokrotnie.

Korzystajgc z kalkulatora z funkcjg logarytmu dziesietnego, oblicz, ile cyfr
W rozwinieciu dziesietnym majg liczby naturalne a i b. Poréwnaj te liczby.

a) a=23%, b=25% b) a=5%, b=7% c) a=7", b=1000"

Oblicz, ile cyfr w zapisie dziesietnym ma liczba pierwsza réwna 243112609 1,
Zapisz przyblizenie tej liczby w postaci a - 10", gdzie a € (1, 10) ineN.

Czas potowicznego rozpadu jodu **'I wynosi 8 dni.
a) Korzystajac ze wzoru N =N, - e*, gdzie A — stata rozpadu promieniotwor-
czego, wykaz, ze funkcje f, ilustrujaca przebieg rozpadu 80 g jodu w zalez-
t

1)\s
nosci od czasu t liczonego w dniach, opisuje wzoér f(t)=80-(5j .

b) Naszkicuj wykres, ktéry ilustruje rozpad 80 g jodu w ciggu 32 dni.
c) Oblicz, ile procent pierwotnej liczby atomdéw jodu pozostanie po uptywie
60 dni.

aq
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Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 2.

Test
-1

1 1
1. Wyrazenie (E+Iog8 EJ jest rowne:

A -1 B.6 C.5 D.-0,4
2. Lliczba log, [(\/5)3(\/5)7(\/5)1 jest podzielna przez:
A.8 B.5 C.6 D.3

log,

2
3. lloraz liczby x przez y, gdzie x=|og0,6+|og16§ oraz y =4"%> jest réwny:

A.

w |
w
Hlw
O
wIN
W)
O |-

1
4. Jeslilog,3 =g, toliczba glog2 108 jest réwna:

A 3a+2 B. 20+3 . 3a+1 D 2

3 3 2 " 30+3

5. Do wykresu funkcji logarytmicznej f(x) = —log,x nalezy punkt A(3, —1). Wéwczas:
1

A. f@):l B. (1)=3 C. f(\/§)=5 D.f(9)=2

6. Miejscem zerowym funkcji g(x)=logx—3log2, gdzie x € R, jest liczba:

A.3log 2 B.3 C.6 D.8

1 X
7. Wykresy funkgcji f(x)z(zj oraz g(x)zlog1 X sg symetryczne wzgledem pro-

2
stej o rownaniu:
A.y=0 B.y=x C.y=—x D.x=0
8. Funkcjay= Iomefl(x + 5) jest malejgca tylko wtedy, gdy:

A-me(-0,1)  B.me(1,+m) C.me(%,l) D.me(1,2)

9. Funkcja f(x):log1 x+2 oraz funkcja g(x) = 2*~™ — 4 majg wspdlne miejsce
3
zerowe, jesli:
A.m=-6 B.m=-3 C.m=5 D.m=7

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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. log5
10. Jesli a=log_ .3, b=log, 2, c=————, to:
Bos & log0,5

A.a<c<b B.c<a<b C.b<c<a D.c<a<b

Zadania otwarte
11. Oblicz:

a) 2—log,6+log, 18 b) 16/°8V5-0.25 | /Ing 625
%Iog1 125 o8 3

5

-1 -1
X+
D12.Wykaz, zejesli x= \/E —\/E orazy = \/E + \/E ,towartos¢ wyrazenia Iog—y
Xty
jest liczbg wymierna.

1

1
D 13. Wykaz, ze liczby E-9'°g23 oraz log  (log, 6-log, 27) sa rowne.

D 14. Wykaz, ze liczba spetniajaca réwnanie log, x = 3 jest 0 220% wieksza od liczby
log,32.

‘D 15. Wykaz, ze liczba bedaca rozwigzaniem rownania 3 - 9°= 32 jest miejscem zero-
wym funkgji f(x)=log, x.

5 x-3
1
16. Korzystajgc z wykreséw odpowiednich funkcji, rozwigz réwnanie log, x :(Ej .

17. Korzystajgc z wykreséw odpowiednich funkcji, rozwigz nieréwnosé
3*-2>log, (x+2).

2
1
18. Do wykresu funkeji f(x) = log, x + b, gdzie x € R, naleza punkty M(1, 1) i N(Z,3}

Wyznacz a i b. Nastepnie:

a) oblicz miejsce zerowe funkgji f,

b) odczytaj z wykresu funkcji f, dla jakich argumentéw ta funkcja przyjmuje
wartosci nieujemne,

c) oblicz argument, dla ktérego funkcja f przyjmuje wartos¢ réwna —4.

19. Wykresy funkgji f(x) = (%j +2 oraz g(x) =log, (x+ b) przecinajg sie w punk-

cie (6, 3).

a) Wyznacz liczby a i b.
b) Naszkicuj wykresy obu funkcji we wspdlnym uktadzie wspotrzednych.
c) Podaj zbiér rozwiazar nieréwnosci f(x) < g (x).

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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20.

21.

22.

D23.

D24,

D 25.

26.

27.

Na podstawie wykresu funkgji f(x)=log, x:
2

a) ustaw w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej liczby a, b, ¢, wiedzac, ze
a=log, (\/g—l)vtlog1 (\/§+1), b=log,12—-log, 2, c=2log, (\/5+1),
2 2 2 2 2

b) naszkicuj wykres funkgji y = 3-log, (—x).
2
Rozwigz réwnania.
a) log, (5-2x)=-4 b)log, ,4=2

2

c) log, [Iog2 (x— 1)] =-1

3

3log,x log,x+2
2—-log,x log,x

Liczby -1, log, x, 3log,x — 3 s3 w podanej kolejnosci trzema poczatkowymi wy-

razami nieskoriczonego ciagu arytmetycznego (a, ).

a) Wyznacz x.

b) Podaj ogélny wyraz ciagu (a,).

c) Oblicz sume pieciu poczatkowych wyrazéw ciagu (b ), okreslonego wzorem
b,=2",gdzien e N_.

Wykaz, ze jesli trzy dodatnie liczby x, y, z sg rézne od 1 i spetniajg zatozenia:
xy#1, log x=2 orazlog,y=3, to Iogxyz =0,2.

Wykaz, ze jesli a (4, +oo) oraz 4% =25 to log,,a=0,5.

1
a-=b
Wykaz, 7e jeéli 99*2=1 oraz 2 ? =+/8,to log, (a? + b?) = 1.

Liczba mieszkanncdw pewnego miasta na poczatku 2015 roku wynosita 600 000.

Przyrost naturalny w tym miescie jest staty i rowny 0,4% w skali roku.

a) Napisz wzdr funkcji, opisujacej liczbe ludnosci tego miasta po n latach.

b) Wyznacz liczbe ludnosci tego miasta na koniec 2017 roku. Wynik zaokraglij
do petnych dziesigtek.

c) Oblicz, o ile procent zwiekszyta sie liczba ludnosci na koniec 2019 roku, po
uptywie pieciu lat.

Na poczatku obserwacji kolonia liczyta 500 bakterii. W ciggu kazdej godziny licz-

ba bakterii w kolonii powiekszata sie 0 30%.

a) Napisz wzdr funkcji opisujgcy liczbe bakterii w tej kolonii po n godzinach od
chwili rozpoczecia obserwacji.

b) Oblicz, ile bakterii byto w kolonii po osmiu godzinach obserwacji. Wynik za-
okraglij do petnych dziesigtek.

c) Po ilu godzinach, od chwili rozpoczecia obserwacji, liczba bakterii bedzie
dziesiec razy wieksza od liczby poczatkowe;j?

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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28.

29.

D 30.

D3l

D32.

33.

34,

D 35.

36.

Naszkicuj wykres funkcji f.

a) f(x):Iogl(16—x2)—log1(x+4) b) f(x)=

2

4
log, m‘ c) f(x)=log, x*

Wyznacz dziedzine funkcji f.
a) f(x)= log,, (XZ —2x+ 1) b) f(x)=log, . (27* _ 32x+1)

1
Wykaz, ze funkcja f(x):logﬁ (x2 +2x+3), gdzie x e<—15,0> , przyjmuje naj-
mniejszg wartos¢ rowng Iog\/g 2

Wykaz na podstawie definicji, ze funkcja okreslona wzorem f(x)=3-log, (x+1)
2
jest rosngca w zbiorze (1, +o0).

Wykaz, ze:
a) funkcja f(x) =x- Iog|sin x| jest parzysta,
b) funkcja g (x) = Iog4(3 - 2x) - Iog4(2x + 3) jest nieparzysta.

Rozwigz réwnania.

I 2
)og(z )+1 log30—logv2x— b) log x

log(6x—5) B
c) log, (x—1)+3log; (x—1)=4 d) 2log, 3-log,, 3=log, -3
Rozwigz nieréwnosci.
a) log, 755;X>1 b) log, x-log, x<log, 16
Tx+2 3 2
c)log (x+1)+log (2—x)<0 d) log, x +log2 x +log? x +... g%

Wykai ze jes’li liczby x, y sg dodatnie oraz 2x >y i 4x*+ y>=8xy, to

Ig1 > —Iogl\/_y

2 2

Czas potowicznego rozpadu dla radonu wynosi 4 dni.

a) Oblicz statg rozpadu radonu. Wynik zaokraglij do trzech miejsc po przecinku.

b) Napisz wzér funkcji, okreslajacy ilos¢ radonu w czasie t od chwili, gdy masa
promieniotwdrczego radonu wynosita 160 g. Naszkicuj wykres tej funkcji.

c) W ktérym dniu obserwacji masa radonu zmaleje do 8 g?

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!



104

3 « Elementy statystyki

Sposoby prezentowania danych zebranych
w wyniku obserwacji statystycznej

Statystyka jest nauka, ktéra zajmuje sie badaniem zjawisk masowych. Jednym z eta-
pow badania statystycznego jest obserwacja statystyczna, ktérg przeprowadza sie
za pomocg wywiadu kwestionariuszowego, ankiety, monitoringu lub rejestracji. Ba-
daniem statystycznym obejmuje sie zwykle pewien zbiér obiektow, ktéry nazywamy
populacja generalng lub zbiorowoscig generalng. Badanie obejmujgce wszystkie
elementy populacji nazywamy badaniem petnym.

Najczesciej ankieterzy przeprowadzajg badania czesciowe, czyli obejmujace tylko
czes$¢ populacji. Podzbidr populacji, bezposrednio objety badaniem statystycznym,
nazywamy probg, a liczbe elementéw wchodzacych w sktad préby — liczebno$cia
préby. Préba, ktdéra podlega badaniu statystycznemu, powinna byé odpowiednio
dobrana. Struktura préby ma odzwierciedla¢ strukture badanej populacji tak, aby
istniata mozliwos¢ uogdlnienia otrzymanych wynikéw na catg populacje.

Obserwacji statystycznej podlegajg rézne wtasciwosci populacji, ktére nazywamy
cechami statystycznymi. Cechy, ktére mozna wyrazi¢ za pomoca liczb (np. wzrost,
wiek, waga) nazywamy cechami mierzalnymi. Cechy, ktére mozna wyrazi¢ jedynie
za pomocg stow (np. kolor oczu, pte¢, miejsce zamieszkania) nazywamy cechami
niemierzalnymi.

Przyktad 1.

Przeprowadzono badanie statystyczne na prdobie 300 ucznidw pewnego liceum.
Obserwacja statystyczna polegata na przeprowadzeniu ankiety, a badang cechg byt
ulubiony przedmiot miodziezy licealnej z grupy przedmiotow matematyczno-przy-
rodniczych. Kazdy ankietowany musiat wskaza¢ jeden przedmiot. Okazato sie, ze ma-
tematyke wybrato 90 osdb, geografie — 75 0sdb, fizyke — 30 oséb, chemie — 45 osdb,
a biologie — 60 osdb. Przedstawimy rdzne sposoby opisu otrzymanych informacji.

1. Otrzymane informacje przedstawiamy w tabeli liczebnosci, gdzie réznym war-
tosciom badanej cechy przyporzadkowujemy ich liczebnosci. Pierwszy wiersz
lub pierwsza kolumna tabeli to otrzymane wyniki badanej cechy, ktérg w tym
wypadku jest ulubiony przedmiot matematyczno-przyrodniczy. Drugi wiersz
(druga kolumna) przedstawia liczebnosci tych wynikow. Suma liczb w drugim
wierszu (w drugiej kqumnie)jest réwna liczbie ankietowanych, czyli 300. Poda-
jemy przyktadowa tabele przedstawiajgcy uzyskane wyniki.



Sposoby prezentowania danych zebranych w wyniku obserwacji statystycznej 105

Przedmiot Matematyka | Geografia | Fizyka | Chemia | Biologia
Liczba uczniow 90 75 30 45 60

2. Otrzymane informacje przedstawiamy na diagramie kolumnowym.

Na osi poziomej zapisujemy otrzymane wyniki, czyli nazwy przedmiotéw. Na
osi pionowej zaznaczamy w skali liczebnosci otrzymanych wynikédw. Rysujemy
pionowe kolumny w nastepujgcy sposob: podstawg kazdej kolumny jest nazwa
danego przedmiotu, a wysokos¢ kolumny odpowiada liczbie gtoséw oddanych
na ten przedmiot; im wyzsza kolumna, tym wiecej gtosow.

Na diagramie ponizej nazwy przedmiotdw zostaty zastgpione poczatkowymi li-
terami, o czym informuje legenda zamieszczona dodatkowo obok diagramu.

liczba uczniéw
90 M — matematyka
80— G — geografia
70— [—] F —fizyka
60— [ CH —chemia
so— [ B — biologia
40— —]
30— [
20— —1 —1 [
10—~ —1 & [

M G F CH B  przedmiot

3. Otrzymane informacje przedstawiamy na diagramie stupkowym.
Tym razem nazwy danych przedmiotéw umieszczamy na osi pionowej. Nazwy
mogaq by¢ tez zapisane na stupkach. O$ pozioma informuje o liczbie gtoséw od-
danych na dany przedmiot. Stupki sg poziome, a ich dtugosci odpowiadaja licz-
bie ankiet wskazujgcych dany przedmiot: im dtuzszy stupek, tym wiecej gtosow.

przemiot

chemia

fizyka

geografia

matematyka

10 20 30 40 50 60 70 8090 liczba ucznidéw
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Jezeli chcemy podkreslié, jakg czes$é badanej préby stanowi kazdy wynik, to dane
statystyczne przedstawiamy w tabeli czestosci wzglednych lub na diagramie cze-
stosci wzglednych, lub na diagramie kotowym.

Czestos¢ wzgledna — to utamek, réwny stosunkowi liczby wynikéw przypisanych
danemu przedmiotowi do ogdlnej liczby wynikdow.

Przyktad 2.

W klasie liczgcej 24 ucznidw odbyt sie sprawdzian z jezyka polskiego. Wyniki tego
sprawdzianu zostaty objete obserwacjg statystyczng. Okazato sie, ze dwie osoby
otrzymaty ocene 6, trzy osoby — ocene 5, sze$¢ 0séb — ocene 4, 8 oséb —ocene 3i 5
0s6b — ocene 2. Przedstawimy dane statystyczne w tabeli czestosci wzglednych, na
diagramie kolumnowym czestosci wzglednych i na diagramie kotowym.

Czestos¢ wzgledna wystepowania oceny 6 w petnej probie 24 oséb jest rowna
2 , czyli 1
24 12

Podobnie obliczamy pozostate czestosci.

1. Ponizej przedstawiamy wyniki w tabeli czestosci wzglednych.

Ocena ze sprawdzianu

5

Czestos¢ wzgledna —
€ gle 4

12

Wl |w

Dl | b

|l |

Suma czestosci przedstawionych w drugim wierszu jest réwna 1 (sprawdz!). Za-
uwaz, ze z tabeli czestosci nie odczytamy liczebnosci proby objetej badaniem
statystycznym.

2. Ponizej przedstawiamy diagram kolumnowy czestosci wzglednych.

czestosé

1
8 3

«n
Rl
ENTN

ININ
%] |-
o Slu

ocena
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3. Aby przedstawi¢ dane statystyczne na diagramie kotowym, dzielimy kat srodkowy
kota, réwny 360°, na katy srodkowe, odpowiadajgce czestosciom wzglednym da-

1
nych wynikéw. Na przyktad, czestosci rownej Ty odpowiada dwunasta czes¢ kata

1
petnego, czyli kat o mierze 30°. Czestosci réwnej 3 odpowiada kat Srodkowy réw-

o

360 1
ny , czyli 45°. Podobnie, utamkowi 2 odpowiada kat réwny 90°, utamkowi

1 kat 120°, a utamkowi LR kat 75°.
3 24

Ponizej prezentujemy dane ze sprawdzianu na diagramie kotowym.

2 _b) 6
. ° g

D4 D4
0s !
M 2 W2

Na rysunku b) diagram kotowy przedstawia czestosci wyrazone w procentach.

1
Wyniki sprawdzianu wskazujg, ze ocene 6 uzyskato 83% procent uczniéw, oce-
1
ne 5—12,5% ucznidw, ocene 4 — 25% ucznidw, ocene 3 — 335% uczniéw i ocene

5
2— ZOE% wszystkich uczniéw.

Cwiczenie 1. Przedstaw: a) tabele czestosci wzglednych, b) diagram kotowy pro-
centowy wynikéw uzyskanych w przyktadzie 1. Jakie katy srodkowe na diagramie
kotowym odpowiadajg poszczegdlnym przedmiotom?

S pra wdZ, CzZYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Na probie 50 przypadkowo spotkanych oséb przepre ano sondeﬁigzrgz@,
w ktdrej zapytano, ile razy w ciggu ostatniego pot 3 byta na spek-
taklu w teatrze. Wyniki sondy przedstawia diagr(40% h sunkclobdk.
a) Zaprezentuj podane dane na diagramie czes h i W[ Jbelizy
b) Ile 0séb w badanej prébie byto na spektaklu ajmniﬁ'jggagy

raz w ciggu ostatniego potrocza?
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Badaniem statystycznym obje-  czestos¢ D ptywanie

to 125 uczniéw pewnej szkoty, 04 [ pitka reczna
. . . 0,3 0256 0,2

ktorzy uprawiajg tylko jednag 02 [] karate

dyscypline sportowa. Diagram 01 0 064 0 12 || koszykéwka

czestosci wzglednych przed- [] siatkéwka

stawiony obok informuje o wyborach tych uczniow.

a) Oblicz, o ile procent wiecej oséb uprawia pitke reczng niz koszykéwke.
b) Sporzadz tabele liczebnosci poszczegdlnych dyscyplin sportowych.

c) Wykonaj prezentacje otrzymanych wynikow na diagramie stupkowym.

Z obowigzkowego egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie podsta-
wowym mozna uzyska¢ maksymalnie 50 punktéw. Przystepujgcy do egzami-
nu zda ten egzamin tylko wtedy, gdy otrzyma co najmniej 30% punktéw moz-
liwych do zdobycia. W tabeli liczebnosci ponizej zamieszczono petng prébe
wynikéw egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie podstawowym
w wybranym roku w jednej ze szkét srednich.

liczba o /15 5 | 10-14 | 15-19 | 20-24 | 25-29 | 30-34 | 35-39 | 40-44 | 45-50
punktéw
liczba | 51 o | 90 | 12 | 14 | 30 | 28 | 6 4 5
uczniow

a) llu maturzystow przystapito w tej szkole do egzaminu maturalnego z ma-
tematyki w zakresie podstawowym?

b) lle oséb zdato ten egzamin? Jaki to procent przystepujgcych do egzaminu?

c) Przedstaw dane z tabeli na diagramie kolumnowym.

Z raportu przedstawionego przez policje wynika, ze w pewnym miescie w cig-
gu roku zostato ukaranych mandatami 12 240 kierowcéw. Rodzaj przewinie-
nia i jego liczebnos¢ ilustruje ponizszy diagram stupkowy.

Py Swicrie [ L12040]
czerwonym $wietle 2040

jazda pod wptywem
alkoholu [612

przekroczenie
dozwolonej predkosci 4896 ‘

jazda ,,na zderzaku” 3672 ‘

prowadzewnie pojazdu bez
wymaganego uprawnienia 1020

1000 2000 3000 4000 5000 liczba 0s6b

a) Wykonaj diagram kotowy procentowy, ilustrujgcy wyniki raportu.
b) O ile procent wiecej kierowcow przekroczyto dozwolong predkosé, niz je-
chato ,,na zderzaku”?
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’ . P
Srednia z préby

Termin Sredniej arytmetycznej wystepuje czesto w statystyce i dotyczy danych, kto-
re zawierajg wartosci cechy mierzalnej, czyli cechy wyrazonej liczba.

Definicja 1.

Niech liczby x,, x,, ..., x, beda wartosciami pewnej cechy mierzalnej.

< . P . X, X+ X,

Srednig arytmetyczng z préby liczb x, x,, ..., x_nazywamy liccbg ————",
n

ktérg oznaczamy Xx .

Przyktad 1.

Tabela ponizej przedstawia czagstkowe oceny Janka z jezyka angielskiego z kartkéwek.
Obliczymy srednig tych ocen. Zaktadamy, ze znak ,+” przy ocenie ma wartos¢ 0,5.

Ocena 2+ 3+ 4 5

Liczebnos¢ 1 4 3 2

Cecha mierzalng jest uzyskana ocena z kazdej kartkowki. Liczba wszystkich ocen
z kartkdwek jest rowna 1+ 4+ 3 + 2, czyli 10. Obliczamy $rednig 10 ocen:
2,5+3,5+3,5+3,5+3,5+4+4+4+5+5 38,5

10 10
Srednia ocen z kartkéwek jest réwna 3,85.

X= =3,85

Jesli wartosci cechy sie powtarzajg, to sume w liczniku mozna zapisaé krocej:
1-2,5+4-3,5+3-4+2-5 38,5
1+44+342 10

X= =3,85

Przyktad 2.

W pewnym technikum przeprowadzono sprawdzian dyrektorski z matematyki
w trzech klasach czwartych: IVa, IVb i IVc. W 34-osobowej klasie 1Va Srednia ocen
z tego sprawdzianu byta rowna 2,5, w 30-osobowej klasie IVb $rednia ocen byta
réwna 2,8 oraz w 20-osobowej klasie IVc Srednia ocen byta réwna 4. Jaka byta sred-
nia ocen z tego sprawdzianu?

Mogtoby sie wydawac, ze sSrednig ocen mozna obliczy¢ nastepujgco:
2,5+2,8+4 9,3
3 3
Ten wynik bytby prawdziwy tylko wéweczas, gdyby wszystkie klasy byty réwnolicz-
ne. Ale tak nie jest. Aby wyznaczy¢ zagdang $rednig, nalezy obliczy¢ sumy ocen ze
sprawdzianu w kazdej klasie, wyniki dodac i otrzymang sume podzieli¢ przez liczbe
wszystkich uczniéw klas czwartych.

=3,1
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Sumy ocen ze sprawdzianu w poszczegdlnych klasach sg nastepujgce:
wlVa — 34-2,5 wiIVb — 30-2,8 w Ve — 20-4,0

Obliczamy $rednig ocen ze sprawdzianu:
34-2,5+30-2,8+20-4 85+84+80 249

=——~2,96
34+30+420 84 84
Srednia ocen ze sprawdzianu jest réwna w przyblizeniu 2,96.

Ze wzgledu na wiekszg liczebnos¢ klas IVa i IVb, wiekszy wptyw na $rednig ocen ze
sprawdzianu miaty srednie tych klas, anizeli $rednia klasy IVc. Mozemy powiedzie¢,
ze wagi ocen 2,5 oraz 2,8 sg wieksze niz waga oceny 4,0.

Definicja 2.
Niech liczby x,, x,, .., x, bedg wartosciami pewnej cechy mierzalnej, a liczby
dodatnie w,, w,, ..., w_ beda wagami, odpowiadajgcymi tym wartosciom cechy.

Srednia wazona liczb X, X,y -, X Z Wagami odpowiedniow,, w,, ..., w _nazywamy
X, W, X, W, +.+ X, W

liczbe L, ktérg oznaczamy X, .

W, +W, +.. W,

Przyktad 3.

Zmieszano cukierki owocowe, mietowe i czekoladowe w stosunku 5 : 6 : 9. Cena za
1 kg cukierkéw owocowych wynosita 14 zt, cukierkéw mietowych — 16 z1, a cukier-
kéw czekoladowych — 20 zt. Obliczymy cene 1 kg mieszanki.

Wartoscig cechy mierzalnej jest cena 1 kg cukierkdw o danym smaku, zatem:

x, =14zt x,=16zt x,=201zt
Udziaty ilosciowe cukierkéw o danym smaku to wagi nadane tym cukierkom, czyli:
w, =5 w,=6 w,=9

Obliczamy cene 1 kg mieszanki:
% - 14-5+16-6+20-9 70+96+180 346

» = =17,3
546+9 20 20
Cena 1 kg mieszanki jest rowna 17 zt 30 gr.

Cwiczenie 1. W skupie cena za 1 kg podgrzybkow jest zréznicowana ze wzgledu
na wielkos¢ grzybow. Za 1 kg matych podgrzybkéw ptaci sie dostawcy 40 zt, Srednich
— 35 zt, a duzych — 30 zt. Dostawca przywidzt do skupu podgrzybki, wsréd ktérych
mate stanowity 20%, a duze 50% dostawy. Reszte stanowity grzybki sredniej wielko-
$ci. Oblicz srednig cene 1 kg podgrzybkéw dostarczonych do skupu.
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Przyktad 4.

Na poczatku roku szkolnego nauczyciel matematyki przedstawit uczniom zasady
oceniania ich pracy. Odpowiednim formom sprawdzania wiedzy przypisat wagi po-
dane w tabeli.

Forma sprawdzania Prace Krétkie sprawdziany
) . . Prace domowe
wiedzy klasowe i odpowiedzi ustne
Waga 3 2 1

Obliczymy srednig wazong i Srednig arytmetyczng ocen ucznia, ktéry w catym seme-
strze uzyskat z matematyki nastepujace oceny:

¢ prace klasowe: 2,3,1,3 o kroétkie sprawdziany: 4,5
e odpowiedzi ustne: 4 e prace domowe: 5,5

Obliczamy $rednig wazong uzyskanych ocen.
¢ _23+3:3+1:3+3-344-244.245-245-145-1 _
" 343+3+34+2+2+2+1+1
3-(243+1+3)+2:(4+4+5)+1-(5+5)
- 4.3+3.242-1
©3-9+42-13+1-10 63

=>==-3,15
20 20

Obliczamy $rednig arytmetyczng uzyskanych ocen.
_ 24+34+1+3+44+4+5+5+5 32

Srednia arytmetyczna ocen jest wieksza od $redniej wazonej o ok. 0,4.

Przyktad s.

Wiasciciel herbaciarni, chcgc wprowadzi¢ na rynek nowa herbate ,,Zimowa bajka”,
przeprowadzit badanie statystyczne na grupie 20 losowo wybranych bywalcéw lo-
kalu. Wybrane osoby ocenity herbate w trzech kategoriach: B — barwa, S — smak,
C — cena, przyznajgc punkty w skali od 0 do 4 w kazdej kategorii. Ponizej sg przed-
stawione wyniki obserwacji.

Barwa Smak Cena

2 i 9

8 liccba =~ g | g 12| 3] 4| B1

L, punktéw ) 2

5 ‘ @ 5

23 Liczbaoséb | O | O | 6 | 2 | 12 ©

8 11

E 2 1 55 4
1 10 10
0 ]

123 456 7 8 012 3 4
liczba os6b liczba punktéow

111
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Po zebraniu informacji wtasciciel oblicza $rednie arytmetyczne x,, x; oraz x. uzy-
skanych punktéw. O wprowadzeniu herbaty do sprzedazy decyduje Srednia wazona

liczb x;, X oraz x., zwagami odpowiednio 3, 5, 2. Wtasciciel wprowadza herbate
do statej sprzedazy tylko wtedy, gdy srednia wazona jest wieksza od 2,5. Ocenimy,

czy herbata ,,Zimowa bajka” bedzie sprzedawana w tej herbaciarni.

e Obliczamy $rednie arytmetyczne punktéw, jakie uzyskata herbata ,Zimowa baj-

ka” w poszczegdlnych kategoriach.

_ 1.0+2-3+4-2+5-1+8-4

X
® 20

% ~0-0+0-1+6-2+2-3+12-4

=2,55

3,3

> 20

0- 1 .20+1.2.2042- 1.204+3. 1.2044. 1 20
10 5 5 5 10

* Obliczamy srednig wazonag liczb X, , X, oraz X, z wagami odpowiednio 3, 5, 2.

20

_ _2,55:3+33.5+182 27,75

v 3+5+2

Srednia wazona jest wieksza od 2,5. Wtasciciel herbaciarni wprowadzi herbate

10

»Zimowa bajka” do statej sprzedazy.

=2,775

=18

Sprawdi, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Na diagramie kotowym procentowym przedstawiono wyniki pomiaru wzro-

stu siatkarzy z pewnego klubu sportowego.

3

[] 184 cm
[ ] 188cm
[ ] 190cm
[] 194cm
[] 198cm

Oblicz srednig wzrostu siatkarzy tego klubu.

2. Srednia ptaca w zaktadzie zatrudniajgcym 24 osoby byta réwna 3250 zt. Po za-
trudnieniu nowego pracownika srednia ptaca wzrosta o 4%. Jaka ptace otrzy-

mat nowy pracownik?

3. W tabeli ponizej znajduje sie zestawienie miesiecznych zarobkéw wszystkich
pracownikéw pewnej firmy. Oblicz srednie wynagrodzenie w tej firmie. Wynik

zaokraglij do 1 zt.

Wynagrodzenie

1950

2100

2500

3200

4850

6900

Liczba osob

3

4

8

7

6

2
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4. Nauczyciel wychowania fizycznego przeprowadzit w klasie 1Va sprawdzian
z biegu na 100 m. Pomiary czasu dziewczat i chtopcow ilustrujg ponizsze

diagramy.
liczba liczba
dziewczat chtopcow
7 7
6 6
5 5
4 4
3 3
2 2
1 ﬂ 1

;‘ 16 15 14 czas (s) 15 14 13 12 Dczas (s)
Oblicz:

a) Sredni czas biegu dziewczat,
b) Sredni czas biegu chtopcéw,
c) Sredni czas biegu wszystkich uczniéw klasy IVa.

5. Wiasciciel dwdch hoteli Czajka i Mewa przeprowadzit ankiete na prébie
10 gosci z kazdego hotelu, badajgcg zadowolenie gosci z pobytu w tych
osrodkach. Ankietowane osoby oceniaty swéj pobyt w trzech kategoriach:
standard pokoju, wyzywienie oraz kulture obstugi, przyznajac kazdej z tych
kategorii ocene czgstkowg w skali ocen szkolnych od 1 do 6. Oto wyniki tej
ankiety:

Pensjonat Czajka Pensjonat Mewa
] Ocena Liczba ] Ocena Liczba
Kategoria czastkowa | 0sdb Kategoria czastkowa | oséb
e 4 4 Standard 6 7
ancar 3 2 pokoju 4 3
pokoju
2 4 4 6
S 6 2 Wyzywienie 5 3
Wyzywienie
5 8 2 1
Kultura 5 6 Kultura 4 5
obstugi 4 4 obstugi 3 5

Na podstawie zebranych danych wystawiono koricowe oceny obu hoteli, réw-
ne srednim wazonym otrzymanych ocen czgstkowych. Wiedzac, ze standard
pokoju miat wage 4, wyzywienie — wage 3, a kultura obstugi — wage 2, porow-
naj koricowe oceny obu hoteli.
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Mediana z préby i moda z préby.
Skala centylowa

Aby mozliwie precyzyjnie scharakteryzowaé zbiér danych statystycznych nie mozna
poprzesta¢ na obliczeniu $redniej z préby. Przydatne do tego sg réwniez inne wiel-
kosci takie jak mediana i moda z préby, ktére omdéwimy w tym temacie.

Moda z préby

Przyktad 1.

WSsréd wybranych 22 rodzin przeprowadzono badanie statystyczne. Badang cecha

byfa liczba dzieci w rodzinie. Otrzymano nastepujace wyniki:
0302371141223 213104252

Sprawdzimy, ktdra liczba powtarza sie najczesciej.

W tym celu porzadkujemy zebrane dane statystyczne, zapisujgc je w postaci niema-
lejgcego ciggu liczb:
0001111122222233334457

Zebrane wyniki mozemy takze zapisaé w tabeli liczebnosci:

Liczba dzieci w rodzinie | 0 1 2 3
Liczba rodzin 3 5 6 | 4 2

Wartosc cechy, ktora powtarza sie najczesciej, to 2. Powiemy, ze wynik ,,dwoje dzie-
ci” jest modg zbioru liczb dzieci w rodzinie.

Definicja 1.
Moda lub dominantg zbioru danych statystycznych nazywamy te wartosc cechy
statystycznej, ktéra w zbiorze danych wystepuje najczesciej. Mode oznaczamy
symbolem M .

Jezeli w zbiorze danych statystycznych wszystkie wartosci wystepuja z takg sama
liczebnoscig, to méwimy, ze w tym zbiorze danych nie ma mody.

Jezeli kilka wartosci cechy wystepuje z taka samg liczebnoscia, wiekszg od liczeb-
nosci pozostatych wartosci, to kazda z tych kilku wartosci jest moda.

Przyktad 2.

Na poczatku obozu sportowego trener koszykdwki badat celnos¢ obozowiczéw
w rzutach pitkg do kosza. Kazdy ze sportowcédw oddat 5 takich rzutow. Trener przed-
stawit otrzymane wyniki na stupkowym diagramie liczebnosci.
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liczba crgll:]t\gcx Z diagramu mozna odczyta¢ 5 warto-
5 | Sci badanej cechy: 1 rzut celny, 2 rzu-
4 \ ty celne, 3 rzuty celne, 4 rzuty celne
3 | i 5 rzutéw celnych. Dwie wartosci ba-
i danej cechy pojawiaty sie najczesciej:
123456789710 3 oraz 5 — z takg samg liczebnoscig,

liczba zawodnikow rowng 7. Zatem w zestawie danych

wartosci s dwie mody: 3i 5.

Cwiczenie 1. Srednia arytmetyczna zestawu danych 2, 6, 4, 8, x, 2, x, 8, 8, x jest
réwna 5,3. Wyznacz mode tego zestawu.

Mediana z préby
Kolejng wielkoscig, ktdra charakteryzuje zestaw danych statystycznych, jest mediana.

Definicja 2.

Niech x, x, ..., x_bedzie niemalejgcym ciggiem wartosci badanej cechy mierzal-
nej. Mediang nazywamy:

» srodkowa liczbe x,,, w tym ciggu, jesli n jest liczba nieparzysty lub

2

* Srednigarytmetyczng dwoch srodkowychliczb x, i x
2

, Wwtymeciagu, czyliliczbe
S |
2

X, +X,
L L
—2 2 jedlin jest liczbg parzysta.

Mediang oznaczamy symbolem M.

Przyktad 3.

Obliczymy mediang M, zestawu danych statystycznych przedstawionych w postaci:

a) tabeli liczebnosci b) diagramu kolumnowego.
liczebnosé
5
Wartosé 2 | 4|7 |8 4
Liczebnos¢ 312 3 H H
2
1
| N
1 3 6 7  wartosc

Ad a) Liczba danych statystycznych jest rowna 3 +2+5+1, czyli 11.

ENENE:

| x
2\2\2\4\4\7\7\7\7\7\8

o Lo [ | n x|

N

115
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Poniewaz liczba 11 jest nieparzysta, wiec na podstawie definicji 2. otrzymujemy:
M, =X, =X.=7

e 11+1
2

W tym przypadku mediana jest wartoscig cechy, ktérg ma srodkowy element w upo-
rzgdkowanym ciggu danych.

Ad b) Liczba danych statystycznych jest réwna 2 + 3 + 4 + 1, czyli 10.

Xl‘X‘X3‘X4‘X‘X6‘X‘X‘X‘X

11333 |6|6|6]6]7

8 9 10

N
o]

7

Liczba 10 jest parzysta. Na podstawie definicji 2. mamy:
XatXs 346, ¢
2 2
W tym przypadku mediana jest réwna sSredniej arytmetycznej dwdch srodkowych
wartosci badanej cechy w uporzgdkowanym ciggu danych.

M

1) Mediana M, jest takg liczbg, Ze co najmniej potowa danych ma wartos¢ nie
wigksza niz M i co najmniej potowa danych ma wartos¢ nie mniejszg niz M..
2) Mediana M, moze nalezec do ciggu danych i moze nie naleze¢ do tego ciggu.

Przyktad 4.

Podczas sondy ulicznej zapytano 20 dorostych osdb o liczbe ksigzek przeczytanych
W ciggu ostatniego miesigca. Wyniki badanej cechy sg przedstawione na procen-
towym diagramie kotowym. Uporzgdkujemy dane statystyczne oraz wyznaczymy
mode i mediane.

[ ] Oksiazek
20% e
[[] 1ksiazka
10% [ 2 ksigzki
40%
[] 3 ksiazki

Z diagramu wynika, ze 30% z 20 badanych osdb, czyli 6 0sdb, nie przeczytato zadnej

ksigzki, 1 ksigzke przeczytato 8 osdb, 2 ksigzki — 2 osoby i 3 ksigzki — 4 osoby.

Po uporzadkowaniu otrzymujemy cigg danych:
0,000001,1,11,11,1,1,2,2,3,3,3,3

Najczesciej wystepujgcy wartoscig badanej cechy jest 1, zatem moda jest rowna 1.
Liczba danych jest réwna 20 i jest liczbg parzysty. Obliczamy mediane:

_ XlO +X11 _ﬂ_l
¢ 2 2 '
W tym przypadku moda i mediana majg jednakowg wartos¢, rowng 1.

M
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Przyktad s.

Diagramy ponizej ilustrujg miesieczne zarobki pracownikéw firmy Alfa i firmy Beta.
Obliczymy mediane oraz $rednig ptace w obu firmach. Ktéra z obliczonych wielkosci
lepiej opisuje poziom ptac w tych firmach?

Firma Alfa Firma Beta
miesieczne miesieczne
wynagrodzenie (zt) wynagrodzenie (zt)
4200 16000
3300 3600
3250 3400
3000 3200
1 2 3 4 1 2 3 4
liczba pracownikow liczba pracownikéow

e Firma Alfa

Liczba pracownikdw jest réwna 10. W niemalejgcym ciggu danych zarobkdéw pigtym
wyrazem jest wynagrodzenie w wysokosci 3250 zt, a széstym — wynagrodzenie réw-
ne 3300 zt. Zatem mediane wyznaczymy nastepujgco:

_ 3250+3300 _3775

e

Obliczamy $rednig ptace w firmie Alfa:

_ 4200+2-3250+3-3000+4-3300

X = =3290

10

Mediana zarobkdw jest rowna 3275 zt, a $rednia ptaca wynosi 3290 zt.
Mediana i $rednia zarobkdw miesiecznych majg zblizone wartosci. To znaczy, ze po-
towa pracownikéw zarabia mniej niz wynosi $rednia, a potowa wiecej. Pensje pra-
cownicze nie sg zbyt mocno zrdéznicowane.

e Firma Beta
Podobnie jak w firmie Alfa, liczba pracownikéw jest réwna 10. Wyznaczamy media-
ne zarobkow:

=3400+3400 3400

e

Obliczamy srednig zarobkdw:
< 16000+ 2-3400+3-3600+4-3200 — 4640
10
Mediana jest réwna 3400 zt, a srednia ptaca wynosi 4640 zt.
W tym przypadku mediana jest znacznie mniejsza od sredniej. Wiekszo$¢ pracowni-

kéw zarabia ponizej Sredniej. Tu poziom ptac wierniej opisuje mediana.
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Ponizszy diagram kolumnowy ilustruje czasy uzyskane w biegu prze-

tajowym przez pietnastu zawodnikow.

liczba
zawodnikow

5

BN W b

28 30 32 34 36 40 czas (min)

a) Wyznacz Sredni czas uzyskany przez zawodnikédw; wynik zaokraglij do 1 min.
b) Poréwnaj sredni czas biegu przetajowego z mediana.

Skala centylowa

Centyl to wielkos¢ statystyczna, ktéra — podobnie jak procent — stanowi setng czes¢
catosci. Skala centylowa pozwala okresli¢ potozenie interesujgcego nas wyniku licz-
bowego wzgledem pozostatych danych liczbowych. Jezeli interesujgcy nas wynik
odpowiada centylowi ¢, to znaczy, ze ¢% danych ma wartosé réwng lub mniejsza od
tej danej, a (100 - c)% danych ma wartos¢ wieksza od tej dane;.

Na podstawie danych liczbowych, uzyskanych z odpowiednio duzej proby badanej
populacji, tworzy sie siatki centylowe, bedgce wzorcem poréwnawczym dla danych
z tej populacji. Na przyktad praktyczne zastosowanie majg siatki centylowe, doty-
czgce masy ciata lub wzrostu dziecka w okreslonej grupie wiekowej oraz przy pre-
zentacji wynikow matury.

Przyktad 6.

Czteroletni Adas ma 110 cm wzrostu. Na podstawie dostepnych siatek centylowych

lekarka prowadzaca Adasia stwierdzita, ze jego wzrost odpowiada 90. centylowi.

To znaczy, ze:

— 90% wszystkich czteroletnich chtopcéw to chtopcy nizsi od Adasia lub majgcy
taki sam wzrost jak Adas

— 10% wszystkich czteroletnich chtopcéw to chtopcy wyzsi od Adasia.

Przyktad 7.

Instytut ,Pomnik — Centrum Zdrowia Dziecka” opracowat w 2010 roku siatki centy-
lowe dotyczgce wagi dziewczat oraz chtopcdw. Siatke centylowg dziewczat przed-
stawia rysunek na nastepnej stronie.
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Na osi poziomej wypisane sg liczby okreslajgce wiek dziewczat. Na osi pionowe;j
zaznaczono wyniki badanej cechy, ktérg jest masa ciata. Linie na siatce wytyczajg
poziom ustalonego centyla dla danej wagi w okreslonej grupie wiekowej. Na kon-
cach linii podane s3g wielkosci centyla: 3, 15, 50, 85, 97.

a) Kasia ma 13 lat i 3 miesigce oraz wazy 60 kg. Z siatki centylowej odczytujemy,

ze punkt (13%, 60) jest potozony na poziomie 85. centyla. To znaczy, ze 85%

dziewczat w jej wieku wazy tyle, co Kasia lub mniej, a 15% dziewczat w jej
grupie wiekowej wazy wiece;j.

b) Z powyzszej siatki centylowej mozna na przyktad odczytaé, ze dziewczynka
w wieku 14,5 lat sSrednio w 94 przypadkach na 100 wazy wiecej niz 40 kg i jed-
noczesnie nie wiecej niz 75 kg.

Skala centylowa jest bardzo przydatna w analizie poréwnawczej wynikdw spraw-
dzianu lub egzaminu obejmujacego duzg populacje.

Przyktad 8.

W pewnym technikum przeprowadzono we wszystkich klasach czwartych spraw-
dzian kontrolny z matematyki. Sprawdzian pisato 200 oséb. Maksymalnie mozna
byto uzyska¢ 25 punktéw, nie przyznawano czesci utamkowych punktéw. Na tabli-
cy ogtoszen wywieszono nastepujacg tabele, przedstawiajgcg wyniki procentowe
ucznidow wraz z odpowiadajgcymi im wartosciami centylowymi.

1149
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Wyniki sprawdzianu z matematyki w klasach czwartych
Wynik Wartos¢ Wynik Wartos¢ Wynik Wartos¢
procentowy | centyla | procentowy | centyla | procentowy | centyla
8 1 40 37 72 82
12 2 44 41 76 85
16 4 48 46 80 87
20 5 52 49 84 90
24 12 56 53 88 91
28 21 60 57 92 95
32 28 64 63 96 97
36 29 68 75 100 100

e)

Ewa uzyskata ze sprawdzianu wynik réowny 76%. Obliczymy, ile to punktow:
0,76 - 25=19

Wynik 19-punktowy odpowiada 85 centylowi. Ustalimy pofozenie wyniku Ewy

wzgledem wszystkich wynikéw z tego sprawdzianu.

E-ZOO =170
100

Otrzymalismy, ze 170 oséb uzyskato co najwyzej 19 punktéw i tylko 30 osdb
osiggneto lepszy wynik ze sprawdzianu niz Ewa.
Najmniejszy wynik, rowny 8%, odpowiada 1 centylowi. Uzyskaty go dwie osoby,
bowiem
1

——-200=2

100
Kolejne wyniki procentowe rdéznig sie od siebie o 4 punkty procentowe, co sta-
nowi 1 punkt zdobyty na sprawdzianie. Zatem w tabeli uwzgledniono wszystkie
wyniki punktowe od 2 punktéw do 30 punktéw wiacznie.
Ewa zauwazyta rowniez, ze wynikowi 72%, czyli 18 uzyskanym punktom, jest
przypisany 82 centyl. Wykonata obliczenia:

0,82 - 200 = 164,
z ktorych wynika, ze 164 osoby otrzymaty wynik stabszy od jej wyniku. Pomiedzy
wynikami 18 punktéw i 19 punktéw nie ma posrednich wynikdw. Zatem 6 oséb,
wtgcznie z Ewg, otrzymato wynik 76%.
Najwiekszy skok w skali centylowej miedzy kolejnymi wynikami jest réwny 12
i dotyczy wynikow 64% i 68%. Zatem wynik 68% jest modg wynikéw sprawdzianu.

Cwiczenie 3. Na podstawie tabeli z przyktadu 8. wyznacz:

a)
b)
)

mediane uzyskanych wynikéw ze sprawdzianu,
liczbe uczniow, ktérzy osiggneli co najmniej 60-procentowy wynik,
sredni wynik tego sprawdzianu.
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Jesli wynikéw liczbowych jest bardzo duzo, to wartosci centyla odpowiadajgce kolej-
nym wynikom mogg sie réznic zaledwie setnymi czesciami. Wéwczas moze sie zda-
rzy¢, ze kilku wynikom sg przypisane takie same, przyblizone wielkosci centylowe.
W takim wypadku przedstawienie danych z uzyciem skali centylowej uniemozliwia
doktadne wyznaczenie mody, mediany lub Sredniej arytmetycznej danych. Jednakze
skala centylowa lepiej niz wymienione wielkosSci charakteryzuje potozenie danego

wyniku wzgledem wszystkich danych.

SPVaWdi, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1.

W klasie Vllla przeprowadzono ankiete. Uczniowie odpowiadali na pytanie:

,lle godzin dziennie korzystasz z komputera?”. Otrzymane wyniki sg przedsta-
wione na diagramie stupkowym.

a) Zapisz dane statystyczne w tabeli lidizetsrsodi.

b) Wyznacz mode i mediane zebranych danychs |

c) Oblicz srednig liczbe godzin, jakg uczen klasyA\ b
nie z komputera. 3

2
1
W obozie naukowym wzieto udziat piecdziesieciu uczniow w roznym wieku.

Na rysunku obok diagram kotowy procentowy pokatzuie podziat &iczestndkdov

iczba ucznidw

obozu ze wzgledu na wiek. ' e
Oblicz: -

a) $redni wiek uczestnikéw obozu, ﬁ ] 151at

b) mode i mediane wieku ucznidw. ﬁ [] 161at

7 []171at

[] 18lat

Podaj przyktadowy zestaw pietnastu liczb, dla ktorych:

a) mediana jest rowna 16, a moda stanowi 25% mediany,
b) Srednia arytmetyczna jest mniejsza od mediany,

c) moda jest wieksza od mediany,

d) moda jest rowna sredniej arytmetycznej.

Wyznacz liczby naturalne x i y tak, aby srednia arytmetyczna zestawu liczb
4,2,6,1,4,2,1,3,x,y bytaréwna 3, a moda wynosita 4.

Wyznacz liczby naturalne a i b, wiedzac, ze mediana zestawu liczb 3, 5, 6, 1,

2, 3,10, 6, a, b jest rowna 41, natomiast Srednia arytmetyczna tych liczb
2

.4
WYNOosi 4;.

121
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6. Dlajakich réznych liczb naturalnych x i y mediana zestawu liczb x, 12,3, 5, 13,
15,12, 5, 15, y jest réwna 11, a moda wynosi 5?

7. Centralna Komisja Egzaminacyjna opublikowata 5 lipca 2021 r. wyniki egza-
minu maturalnego z matematyki w zakresie podstawowym. Tabela ponizej
przedstawia wyniki procentowe uzyskane na tym egzaminie i skale centylo-

wa wynikow.
Matematyka — poziom podstawowy
wynik wartosc wynik wartosé wynik wartosc
procentowy | centyla | procentowy | centyla | procentowy | centyla

0 1 36 26 71 68

2 1 38 29 73 70

4 1 40 31 76 72

7 1 42 34 78 74

9 1 44 36 80 76
11 2 47 39 82 78
13 4 49 42 84 80
16 5 51 44 87 83
18 8 53 47 89 85
20 10 56 50 91 87
22 12 58 52 93 90
24 15 60 55 96 eal
27 17 62 58 98 97
29 19 64 60 100 100
31 22 67 63

33 24 69 65

a) Magda uzyskata na egzaminie 58% punktéw. Ktéremu centylowi odpo-
wiada wynik Magdy? lle procent maturzystéw uzyskato wynik nizszy od
wyniku Magdy?

b) lle procent wszystkich maturzystéw zdato egzamin maturalny z matema-
tyki w 2021 roku, jesli do zdania tego egzaminu wymaga sie uzyskania co
najmniej 30% mozliwych punktéw do zdobycia?
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Wariancja i odchylenie standardowe

Przyktad 1.

Trener skoczkdw narciarskich przygotowuje do konkursu dwéch zawodnikéw. W cza-
sie ostatniego treningu przed konkursem obaj zawodnicy wykonali po 5 skokdw.
Dtugosci w metrach tych skokdw ilustruje tabela ponize;j.

| skoczek 102,5 106 98,5 112 101
Il skoczek 104,5 105 103 106,5 101

Trener miat wybrac do konkursu jednego z tych zawodnikéw. Postanowit poréwnac
srednie dtugosci skokdw pierwszego i drugiego skoczka.
e Srednia z préby dla pierwszego skoczka:
_ 102,5+106+98,5+112+101
X| = =104
5
e Srednia z préby dla drugiego skoczka:
_ 104,5+105+103+106,5+101

Il
5
Okazato sie, ze obie Srednie sg jednakowe i wynoszg 104 m. Mimo to trener wybrat
do zawodéw drugiego skoczka. Jaki mogt by¢ powdd tej decyzji?

=104

Przeanalizujmy powyzszg tabele. Zauwaz, ze wyniki drugiego skoczka mniej odbie-
gaja od sredniej niz wyniki pierwszego skoczka. Przedstawmy te rdznice:

X, —X X, —X X;—X X, —X Xs —X
I. Odchylenie wartosci x,
od sredniej x —1,5 2 =5, 8 =3
Il. Odchylenie wartosci x,
od éredniej X 0,5 1 -1 2,5 -3

Wartosci bezwzgledne odchylen od sredniej u | skoczka sg rowne:

1,5m 2m 55m 8m 3m
Ich suma wynosi 20 m. Zatem przecietne odchylenie wynikdw od S$redniej tego
skoczka w pieciu skokach jest réwne 4 m.
Wartosci bezwzgledne odchylen od sredniej u |l skoczka wynoszg

0,5m Im Im 2,5m 3m
Ich suma jest rowna 8 m. Przecietne odchylenie wynikdw od sredniej tego skoczka
w pieciu skokach wynosi 1,6 m.

Z powyzszych obliczen wynika, ze drugi skoczek ma forme bardziej stabilng, a jego
skoki sg bardziej przewidywalne niz skoki pierwszego skoczka. To mogto by¢ powo-
dem decyzji trenera o wystawieniu do zawodow drugiego skoczka.
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W statystyce wielkoscig charakteryzujgcy stopien rozproszenia wynikdw, otrzyma-
nych w danej prébie, wokdt wartosci sredniej jest odchylenie standardowe, ktére
zdefiniujemy za pomoca wariangji.

Definicja 1.

1) Wariancjq z préby nazywamy Srednig arytmetyczng kwadratéw réznic pomie-
dzy wynikami badanej cechy, a ich Srednia.

Wariancje oznaczamy symbolem o2. Wéwczas

oo (x1 —)_()2 +(x2 —)_()2 +...+(xn —)_()2

n

gdzie x,, x,, ..., X, sg wartosciami badanej cechy, a x jest $rednig arytmetyczna
wartosci X, X,, ..., X .
2) Odchyleniem standardowym z préby nazywamy liczbe rdwng pierwiastkowi
kwadratowemu z wariancji z préby.

Odchylenie standardowe oznaczamy symbolem o. Wéwczas

- :J(Xl —X) + (%=X )+t (x, —X)

n

gdzie x, x,, ..., X s wartosciami badanej cechy, a x jest Srednig arytmetyczna

wartosci x,, X,, ..., X .

Przyktad 2.

Obliczymy wariancje i odchylenie standardowe dla kazdego ze skoczkéw z przyktadu 1.

o AT ) t0ns

0,=+21,9~4,7

Wariancja z préby pieciu skokow pierwszego skoczka jest rowna 21,9 m2.
Odchylenie standardowe z tej préoby wynosi w przyblizeniu 4,7 m.

0,5+ (=1 +2,5 +(-3)" 17,5
5 5

2
GII

0,=+/3,5~1,9

Wariancja z préby pieciu skokéw drugiego skoczka jest rowna 17,5 m2.
Odchylenie standardowe z tej proby wynosi w przyblizeniu 1,9 m.

3,5
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Cwiczenie 1. Oblicz wariancje i odchylenie standardowe zestawu danych:
a)6,6,12,16 b) -6, -5-4,0, 1, 2.

Wariancje z proby mozna tez obliczy¢ z innego wzoru, o czym mowi twierdzenie
ponize;j.

Twierdzenie 1.
Niech x,, x,, x,, ..., x_beda wartosciami badanej cechy, ktorych srednia arytme-

L o , XXX+
tyczna jest rowna x . Wowczas ¢° = - X

n

Dowdd: Przeksztatcamy rownowaznie wzoér z definicji 1. Otrzymujemy:

- :(Xl_)_()2+(xz_)_()2+(X3_)_()2+"'+(Xn _)_()2 —

n

X2 X XA XA K =2 X Kt XA K= 2K Xy Kot Xo— 2K X A X

n

2 2 2 2 v <2
XX EX X —2~x-(x1+x2+x3+...+xn)+n-x a

n
2 2 2 2 = 2 2 2 2
_GAGHG ANy o 1K XA
n n n
2 2 2 2
XXX+ +X _ , ,
-t -2 3 n_Xx°, co koAczy dowdd.

n

Cwiczenie 2. Oblicz wariancje zestawu danych z ¢wiczenia 1., korzystajac z twier-
dzenia 1.

Przyktad 3.

Obliczymy sume kwadratéw zestawu czterech danych g, b, ¢, d, wiedzac, ze $rednia
arytmetyczna tych liczb jest réwna 5, wariancja z préby wynosi 3,5.

W obliczeniach skorzystamy z twierdzenia 1.
2 2 2 2
+b°+c +d”  _
o222 rerd = gdzie:
4
Xx=5 oraz 0°=3,5.
Otrzymujemy:
4.35=0’>+b*>+c*+d*—4-25 stad
a*+b>+c?+d*=14+100=114

Suma kwadratéw zestawu danych jest réwna 114.
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Cwiczenie 3. $rednia arytmetyczna liczb a, b, c jest réwna 5, a suma kwadratow
tych liczb wynosi 77. Wariancja zestawu trzech danych k-a, k- b, k-c wynosi 6.
Oblicz k.

Przyktad 4.

Firma produkujgca sok marchewkowy dostarcza do sklepu 80 butelek tego soku
dziennie. Producent zapewnit, ze srednio w butelce znajduje sie 0,5 | soku, a mniej
niz 10% butelek dziennej dostawy zawiera ilos¢ soku spoza przedziatu (X —c, X + o),

gdzie x oznacza srednig arytmetyczng objetosci soku w butelce, zas o — odchyle-

nie standardowe z préby. Wtasciciel sklepu poddat kontroli jedng dzienng dostawe.
Wyniki przedstawia tabela ponizej. Czy zapewnienia producenta okazaty sie praw-
dziwe?

Zawartos’c’sokuwbutelce(l) 0,46 | 0,47 | 0,48 | 0,49 | 0,50 | 0,51 | 0,52 | 0,54
Liczba butelek 2 1 19 19 23 8 6 2

Obliczymy najpierw srednig objetos¢ soku w butelce:
2-0,46+0,47+19-0,48+19-0,49+23-0,5+8-0,51+6-0,52+2-0,54
80

x|
Il

39,6

X= =0,495
0

Teraz skorzystamy z twierdzenia 1. i obliczymy wariancje 02 objetosci soku w butel-
kach:

2-0,46°+0,47°+19-0,48°+19-0,49°+23-0,5°+8-0,51°+6-0,52°+2-0, 54°
80

—0,495’=

19,62

—0,245025=0,000225, czyli ¢ =0,000225

Nastepnie wyznaczamy odchylenie standardowe o.
o0 =4/0,000225 =0,015

Sprawdzamy, czy mniej niz 10% butelek dziennej dostawy zawiera sok o objetosci
spoza przedziatu od 0,48 | do 0,51 I. Okazuje sie, ze w badanej dostawie byty 3 bu-
telki, w ktérych objetos¢ soku byta mniejsza niz 0,48 | oraz 8 butelek, w ktérych ob-
jetosc soku byta wieksza niz 0,51 |. Zatem 11 butelek nie spetnia normy, co stanowi

11
%-100%, czyli 13,75% butelek soku z dziennej dostawy.

Okazuje sie, ze wiecej niz 10% butelek soku nie spetniato normy objetosciowej, kto-
rg przedstawit producent. Ale sprzedawca nie rozwigzat umowy z dostawcg, bo zbyt
matg objetos¢ soku miato tylko 3,75% butelek. Wtasciciel sklepu uznat, ze produ-
cent soku marchewkowego jest rzetelnym kontrahentem.




Wariancja i odchylenie standardowe

UWAGA: W obliczeniach statystycznych stosujemy czesto przyblizenia, przez co do-

puszczamy pewien margines btedu. Czasami jednak taki btagd moze by¢ bardzo duzy.

Gdybysmy w przykfadzie 4. przyjeli, ze x =0,49 — to odchylenie standardowe byto-

by rowne okoto 0,072. Obliczmy btgd procentowy tego wyniku:

0,015-0,072
0,015

-100% ~ 380%

Dlatego podczas obliczen statystycznych staraj sie korzystaé z kalkulatora naukowe-
go tak, aby obliczenia byty wykonywane na liczbach o mozliwie najwiekszej doktad-
nosci zapisu.

Cwiczenie 4. Wiagciciel gospodarstwa rybackiego stwierdzit, ze karpie odtawiane
z jego stawu majg wage okotfo 2 kg oraz ze mniej niz 25% tych karpi ma wage spoza
przedziatu <)_( -0, X+ O'>. Aby zweryfikowac te informacje, zwazono 10 odtowionych

karpi i otrzymano wyniki:
1,5kg, 1,8 kg, 1,95 kg, 2 kg, 2 kg, 2,05 kg, 2,1 kg, 2,1 kg, 2,18 kg, 2,32 kg.

Ocen, jaki byt wynik tej weryfikacji.

Przyktad s.

W dwdéch klasach: Illailllb, z ktérych kazda liczy 30 uczniéw, przeprowadzono spraw-
dzian semestralny z matematyki. Uzyskane wyniki sg przedstawione na diagramach
czestosci wzglednych.

wyniki Illa wyniki Illb

czestosé czestosé

w(=
w(=

1 2 3 4 5 6 ocena 1 2 3 4 5 6 ocena

Wyznaczymy poznane wielkosci statystyczne charakteryzujgce otrzymane wyniki
i na tej podstawie sprobujemy porownac obie klasy.

Przedstawmy wyniki obu klas w tabeli liczebnosci.
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Wyniki sprawdzianu w klasie llla Wyniki sprawdzianu w klasie Illb

Ocena 1(2|3|4|5]|6 Ocena 112|3|4|5]|6

Liczebnos¢ | 8 [ 5|1 |3 |10 3 Liczebnos¢ | 2 | 4 (12| 6 | 5

W tabeli obok podane sg wielkosci M M = ”
charakteryzujace wyniki obu klas. Wy- 2 £

znacz te wielkoéci samodzielnie z do- llla 5 4 34 | 19
ktadnoscig do czesci dziesietnych. b 3 3 3,4 | 1,2

1)
2)

W obu klasach srednia ocen ze sprawdzianu jest taka sama i wynosi 3,4.
Mediana w klasie llla jest rowna 4. Okoto potowy wynikéw klasy llla to czworki,
piatki i szostki. Moda pokazuje, ze najwiecej byto piagtek. Srednia ocen znaczgco
nizsza od mediany jest sygnatem, ze w tej klasie s3 rowniez osoby, ktére otrzy-
maty bardzo stabe stopnie, czyli jedynki lub dwajki.

Mediana w klasie lllb jest rowna 3. Okoto potowy wynikéw w tej klasie to je-
dynki, dwdjki lub tréjki. Moda pokazuje, ze najwiecej byto tréjek. Srednia ocen
wyzsza od mediany jest sygnatem, ze sg w klasie osoby, ktdre otrzymaty lepsze
wyniki niz srednia ocen.

Odchylenie standardowe wynikéw w klasie Illa jest rowne 1,9. To pokazuje, ze
wyniki w tej klasie réznig sie od sredniej oceny Srednio prawie o dwa stopnie.
Mozna przypuszczaé, ze w klasie llla stosunkowo mato jest wynikdw zblizonych
do sredniej ocen, czyli tréjek i czwdrek; natomiast duzo jest pigtek i dwdjek.
Odchylenie standardowe wynikéw w klasie lllb jest réwne 1,2. To pokazuje, ze
wyniki w tej klasie sg bardziej zblizone do sredniej ocen, niz w klasie llla. W tej
klasie byto wiecej tréjek i czwdrek niz jedynek, dwdjek czy szdstek.

Podsumujmy nasze obserwacje. W klasie llla poziom wiedzy z matematyki jest zréz-
nicowany. Istnieje duza grupa oséb, ktére otrzymujg bardzo dobre stopnie ze spraw-
dzianéw i duza grupa osdb, ktére majg bardzo stabe wyniki.

W klasie Illb uczniowie reprezentujg zblizony poziom umiejetnosci matematycznych.

S pra wdZ, CzZYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1.

Oblicz na dwa sposoby wariancje zestawu danych:
a) 5,9, 10, 16, 20 b) -2, -2,-2,3,4,4,5,5,7, 8.

Oblicz odchylenie standardowe zestawu danych:
a)-4, -1, 2, 7, 16, 18, 32 b)1; 1,2; 1,2; 1,2; 3,1; 3,1; 3,2.

Srednia arytmetyczna liczb a, b, c jest réwna 20, a wariancja tych liczb wy-
nosi 104. Wyznacz sume kwadratéw tych liczb.



Wariancja i odchylenie standardowe

Odchylenie standardowe zestawu liczb dodatnich x, x, v, v, y, 2z, z, z, z, t
jest rowne /0,84. Wiedzac, ze 2x*> + 3y? + 4z°> = 66 — t?, oblicz Srednia

arytmetyczng tego zestawu liczb.

Podczas 14 dni ferii zimowych Ada dokonywata pomiaru temperatury po-
wietrza codziennie o godz. 8. Oto kolejne wyniki tych pomiaréw w skali

Celsjusza:

1. |2 |3 |4 |5 |6.[7 |8 |9 [10.]|11. |12, |13.]|14.
8| 9|-10/9|-5(5|3{]0|1|0|3)|2|-1|-5

Oblicz $rednig temperature, odchylenie standardowe, mode oraz media-
ne uzyskanych temperatur.

Zmierzono Srednice 50 Srub z jednej serii produkcyjnej. Oto wyniki:

Srednica éruby (mm) | 9,4 | 95 | 96 | 9,7 | 9,8 | 99 | 10
Liczba $Srub 8 10 7 4 8 7 6

a) Podaj mode oraz mediane uzyskanych srednic srub.
b) Oblicz srednig arytmetyczng oraz odchylenie standardowe srednic
Srub.

W klasie IVc z ostatniego sprawdzianu z matematyki byto 13 ocen do-

puszczajgcych. Pozostate oceny to dostateczne i dobre — razem 15 stopni.

Wiedzac, ze srednia ocen ze sprawdzianu wyniosta 2,75, oblicz:

a) liczbe ocen dobrych i liczbe ocen dostatecznych,

b) odchylenie standardowe od sredniej ocen; wynik zaokraglij do jedne-
g0 miejsca po przecinku.

Hurtownik kupuje od sadownika tylko wyselekcjonowane gruszki, o wa-
dze ok. 25 dag kazda. Hurtownik przyjmuje partie takich gruszek tylko
wtedy, gdy mniej niz 10% gruszek z tej partii ma wage spoza przedzia-
tu (X —20,x +20). Kontrolg objeto 50 gruszek z badanej partii. Ich wagi
ilustruje ponizsza tabela. Czy ta partia spetnia wymagania hurtownika?
Odpowiedz uzasadnij, wykonujgc obliczenia.

Wagagruszki(dag) 23 | 23,4 | 24 |245 | 248 | 25 | 25,5
Liczba sztuk 2 5 2 14 15 8 4
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Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 3.

Test

1. W ciggu tygodnia sprzedano 250 biletéw na basen. Ponizszy diagram procento-
wy przedstawia w procentach liczbe oséb korzystajgcych z basenu w poszczegol-
nych dniach tygodnia. Zaktadamy, ze kazdy bilet zostat wykorzystany.

A% [ ] poniedziatek
8%

[ wtorek
A [] ¢roda
[] czwartek
[ ] piatek
[] sobota

[] niedziela

Wskaz zdanie fatszywe.

A. W niedziele korzystato z basenu 30 osdb.

B. Liczba 0sdb korzystajgcych z basenu w pigtek byta o 30 wieksza niz we wtorek.
C. W sobote korzystato z basenu o0 275% osdb wiecej niz we wtorek.

D. W czwartek korzystato z basenu o 4% mniej oséb niz w pigtek.

2. Ponizszy diagram ilustruje, ile procent ucznidw pewnej klasy przeczytato dane
liczby ksigzek w ciggu roku szkolnego.
procent ucznidéw

30% 28%

24%

20% 16% 16%

12%

10%

4%

0 1 2 3 4 5

liczba przeczytanych ksigzek

Srednia liczba przeczytanych ksiazek przez ucznia tej klasy jest réwna:
A. 1,96 B. 2,08 C.2,12 D. 2,25

3. Przeprowadzono sonde uliczng, zadajgc przechodniom pytanie: ,lle godzin
w ciggu dnia oglada Pan (Pani) programy telewizyjne?” Wyniki tego sondazu
podaje ponizsza tabela.

Liczba godzin 0 1 2 4 6 8
Liczba osob 21| 4 (15|20 |13 | 6

W badanej préobie mediana dziennej liczby godzin przeznaczonych na ogladanie
programoéw telewizyjnych jest réwna:
A.0 B.1 C.3 D.4

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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4. Srednia arytmetyczna zestawu danych: 12, 5, x, 3, 10, 12, 5, 10, 9, 4 wynosi

6+x .
- Moda tego zestawu danych jest rdwna

A.5 B. 10 C.12 D.9
5. Nagczycjel m‘atemzf\tyki pod kon_iec semest‘ru Kategoria Waga
oblicza srednig wazong ocen kazdego ucznia,
. . . . praca klasowa 5
z wagami podanymi w tabeli obok. Marysia -
w tym semestrze miata nastepujace oceny: | kartkowka 3
z prac klasowych — 4,5, 5, z kartkéwek — 2, 2, odpowiedz ustna 2

oraz jedng ocene z odpowiedzi ustne;j.

Srednia wazona ocen Marysi jest réwna 4,0. Z tego wynika, ze Marysia otrzyma-
ta z odpowiedzi ustnej ocene:

A.3 B.4 C.5 D.6

6. Wariancja wszystkich rozwiazar réwnania (2x — 3)(x — 15)(x* + 8)(x2 — 9) = 0 jest
liczbg nalezacg do przedziatu
A. (41, 42) B.(7,8) C.(8,9) D. (10, 11)

7. Druzyna pitkarska w jesiennym turnieju rozegrata 10 meczéw. Ponizszy diagram
stupkowy przedstawia, w ilu z tych meczéw napastnik druzyny nie strzelit gola,
a w ilu zdobyt jedng bramke, dwie bramki lub trzy bramki.

liczba bramek
3

2
1
0

1 2 3 4 5 liczba meczéow

Odchylenie standardowe liczby bramek zdobytych przez napastnika podczas
turnieju, z doktadnoscia do dwdch miejsc po przecinku wynosi:
A. 1,09 B. 0,98 C.1,02 D. 0,92

Zadania otwarte

8. Na podfce stojg 64 kartony soku o pojemnosci 0,25 | oraz kartony soku o pojem-
nosci 0,5 1i 1 | —razem 56 sztuk. Srednia pojemno$¢ wszystkich kartonéw soku
jest réwna 0,475 I. Oblicz stosunek liczby kartondéw soku o pojemnosci 1 | do
liczby kartonéw soku o pojemnosci 0,5 I.

9. Zaktad produkcyjny zatrudnia 10 osdéb razem z dyrektorem produkcji, ktérego
pensja jest réwna 10 400 zt. Srednia ptaca wszystkich zatrudnionych jest réw-
na 5360 zt. Po podwyzce wszystkich wynagrodzen o p% srednia ptaca w tym
zaktadzie wzrosnie do poziomu 6003,20 zt. Oblicz p oraz wysokosc¢ pensji dyrek-
tora po podwyszce.

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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10. Uczniowie klasy IVd planujg wyjazd na ob6z naukowy. Wychowawca przedstawit

11.

D 12.

D 13.

14.

klasie trzy propozycje miejsca obozowania. Uczniowie przyznali tym miejscom
punkty w skali 1 — 10 w trzech kategoriach wagowych, jak w tabeli ponizej. Obdz
naukowy odbedzie sie w miejscu, ktdre uzyska najwiekszg srednig wazong przy-
znanych punktéw. Dokad klasa IVd wyjedzie na ob6z?

Miejsce Koszt Termin Warunki zakwaterowania
z waga 0,5 z waga 0,2 zwaga 0,3
w gérach 5 6 8
na Mazurach 7 5 6
nad morzem 4 9 7

Srednia zestawu danych 2, 6, 3, 4, 2, x, 6,5, 7, 3 jest réwna 4,1.
a) Wskaz mode i mediane tego zestawu danych.
b) Oblicz wariancje oraz odchylenie standardowe tego zestawu.

Wykaz, ze jesli dla dowolnych liczb dodatnich a, b srednia arytmetyczna zestawu

, 3 ,
danych a, a+2b, a, a+b, a+2b, a+2b, a+b, a+2b jestréowna 42, zas
. o1
mediana tego zestawu wynosi 55 , toa?+ b?>=10.

Srednia arytmetyczna liczb x, y, z jest réwna 5, a suma kwadratéw tych liczb

2
wynosi 101. Wykaz, ze jesli wariancja liczb px, py, pz wynosi 85 ,tope {—1, 1}.

Zaktad przetwodrstwa warzyw skupuje tylko wyselekcjonowane ogorki do kisze-
nia, o dtugosci ok. 7 cm. Wtasciciel zaktadu poddat kontroli partie takich ogor-
kéw u dwdch dostawcdw, mierzac za kazdym razem dtugosci 25 ogérkéw wybra-
nych z tej partii. Otrzymane wyniki sg przedstawione w dwdch tabelach.

Dtugo$¢ ogérka(cm) | 6,2 | 6,4 | 69 | 7 | 72|73 | 74|75
Liczba ogdrkow 1 2 4 7 6 2 2 1

Dtugos¢ ogorka (cm) 6,7 | 6,8 7 71 | 7,2 | 7,8
Liczba ogdrkow 3 6 8 4 3 1

WHtasciciel zaktadu wybierze tego dostawce, u ktérego wiecej zmierzonych ogér-
kéw ma dtugosc nalezaca do przedziatu <)_(—0', )_(+0'>, gdzie x jest Srednig aryt-

metyczng dtugosci tych ogérkow, a ¢ — odchyleniem standardowym z tej préby.
Wskaz tego dostawce.

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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Kombinatoryka — powtérzenie wiadomosci

Kombinatoryka zajmuje sie ustalaniem liczebno$ci zbioréw skoriczonych. Liczbe ele-
mentow zbioru skoriczonego A nazywamy mocg zbioru A i oznaczamy
A lub |A].
Na przyktad, jesli A jest zbiorem wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych, to
A=999-99=900
Zbiory A i B s3 réwne, jesli majg takie same elementy. Zapiszemy wéwczas
A=B
Kolejnosc¢ zapisywania elementéw w zbiorze nie jest istotna. Mamy na przyktfad:
{a, b, c} = {b, c, a}
Zbiory A i B s3 réwnoliczne, jesli majg tyle samo elementow. Zapiszemy wtedy
A=B lub |A|=]8
Jesli na przyktad A = {x, y}, B= {y, z}, to zbiory A i B nie sg rowne, ale sg rownolicz-
ne, bo majg po dwa elementy. Mozna zapisac:
A#B oraz A=B=2.

Zbidr A jest podzbiorem zbioru B, jesli wszystkie elementy zbioru A sg rowniez ele-
mentami zbioru B, co zapisujemy

AcCB
Kazdy zbidr jest swoim podzbiorem. Podzbiorem kazdego zbioru jest réwniez zbidr
pusty. Mozemy wiec zapisac

AcCA i JcA,gdzie A oznacza dowolny zbior.

Cwiczenie 1. Dany jest zbiér czteroelementowy {a, b, ¢, d}. Wypisz wszystkie po-
dzbiory jednoelementowe, dwuelementowe i trzyelementowe tego zbioru. Nastep-
nie wykaz, ze liczba wszystkich podzbioréw zbioru czteroelementowego jest rowna 2°.

W klasie trzeciej oméwilismy kilka metod wyznaczania liczby elementéw zbioréw
skoriczonych. Przypomnimy teraz ich zastosowanie w réznych przyktadach.

Reguta mnozenia

Niech X oznacza liczbe elementdw, czyli moc skoriczonego zbioru X, a Y —moc
skonczonego zbioru Y. Wéwczas liczba réoznych, uporzadkowanych par majacych

postad (x, y), gdziex € X,y € Y, jest rbwna X-Y.
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Reguta dodawania

Jesli dany zbidr skoriczony podzielimy na dwa roztaczne podzbiory i w pierwszym
podzbiorze jest k elementéw, a w drugim podzbiorze jest n elementdw, to liczba
elementéw danego zbioru jest réwna k + n.

Przyktad 1.

Dane sg zbiory X = {1, 2,3,4,5,6, 7}, Y= {0, 2,4,6, 8}. Tworzymy liczbe dwucyfro-
wa w taki sposdb, ze cyfra dziesigtek tej liczby nalezy do zbioru X, a cyfra jednosci
nalezy do zbioru Y. Obliczymy:

a) ile jest wszystkich takich liczb,

b) ile jest wsrad nich liczb, ktorych suma cyfr jest réwna 5 lub 7.

Ad a) Kazdg interesujgcg nas liczbe dwucyfrowg mozna przedstawi¢ w postaci pary
(x, y), gdzie x € X, y € Y oraz x oznacza cyfre dziesigtek, a y — cyfre jednosci. Zgodnie
z regutg mnozenia, wszystkich takich liczb mamy

7-5, czyli 35

Ad b) Niech A oznacza zbiér wszystkich liczb dwucyfrowych z punktu a), ktérych
suma cyfr jest réwna 5, B — zbidr wszystkich takich liczb dwucyfrowych, ktorych
suma cyfr jest rowna 7. Interesuje nas moc zbioru A U B. Zauwaz, ze zbiory Ai B
sg roztgczne, czyli

ANB=J
Zgodnie z reguty dodawania otrzymujemy:

AUB=A+B
Wyznaczamy liczbe elementdéw zbioru A i zbioru B.

A={14,32,50}, wiec

A=3

B={16,34,52,70}, zatem

B=4
Wodwczas

AUB=3+4=7
WSsréd utworzonych liczb dwucyfrowych jest 7 takich, ktorych suma cyfr jest réwna
S5lub 7.

Regute mnozenia mozna uogdlni¢ na wiekszg niz dwa liczbe zbioréw. Na przyktad
dla trzech zbioréw skonczonych A, B, C liczba tréjek uporzagdkowanych majgcych

posta¢ (a, b, c), gdziea € A, b € B, c € C, jestréwna A-B-C.

Regute dodawania réwniez mozna uogdlni¢ na wiekszg niz dwa liczbe podzbioréw.
Nalezy wowczas zatozy¢, ze dowolne dwa podzbiory sg roztgczne.
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Przyktad 2.

W szufladzie mamy 10 réznych czapek, 9 réznych szalikdw i 8 réznych par rekawi-
czek, ktérych liczby w danych kolorach sg przedstawione w ponizszej tabeli. Obli-
czymy, na ile sposobdw mozemy wybrac czapke, szalik i pare rekawiczek w jednym

kolorze.

kolor kolor kolor kolor
biaty czarny niebieski zielony
czapka 2 4 3 1
szalik 4 2 1 2
para rekawiczek 1 3 3 1

Niech A oznacza zbidr wszystkich trojek (czapka, szalik, para re;kawiczek) w kolorze
biatym, B — zbidr takich tréjek w kolorze czarnym, C — zbidr takich tréjek w kolorze
niebieskim i D — zbior takich tréjek w kolorze zielonym.
Zgodnie z reguta mnozenia otrzymujemy:
A=2.4-1=8, B=4.2.3=24, (C=3.1.3=9, D=1.2.1=2
Zbiory A, B, C, D sg parami roztgczne. Na podstawie reguty dodawania mamy
A+B+C+D=8+24+9+2=43
Mozna wybrac czapke, szalik, i pare rekawiczek w jednym kolorze na 43 sposoby.

Cwiczenie 2. Dane sa zbiory: X= {0, 1,2}, Y= {3,4,5,6,7}, Z= {8, 9, 10, 11}.
Wybieramy trzy liczby x, y, z, gdzie x € X, y € Y, z € Z. Na ile sposobéw mozemy
otrzymac sume x + y + z, ktdra jest liczbg parzystg?

Cwiczenie 3. Ze zbioru cyfr {1, 2,3,4, 5} wybieramy kolejno trzy cyfry i tworzymy
liczbe trzycyfrowa. lle jest takich liczb trzycyfrowych, ktére sg podzielne przez 2 lub
przez 5, jesli:

a) cyfry mogg sie powtarzac b) cyfry nie mogg sie powtarzaé?
W wyznaczaniu liczby elementéw danego zbioru pomaga znajomos¢ nastepujgcych
pojec.

Definicja 1.

Wariacjg k-wyrazowa z powtérzeniami n-elementowego zbioru A, gdziek e N,
n € N, nazywamy kazdy k-wyrazowy cigg elementow zbioru A, ktore mogg sie
powtarzac.
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Twierdzenie 1.
Liczba k-wyrazowych wariacji z powtdrzeniami zbioru n-elementowego jest
réwna n.

Definicja 2.
Wariacjg k-wyrazowa bez powtdrzen n-elementowego zbioru A, gdzie k € N,
n e N_ik < n, nazywamy kazdy k-wyrazowy cigg réznych elementéw zbioru A.

Twierdzenie 2.
Liczba k-wyrazowych wariacji bez powtdrzen zbioru n-elementowego, gdzie
keN,neN,_ik<n, jestréwnan-(n—1)-(n—2)-..-(n—k+1).

Przyktad 3.

Obliczymy, na ile réznych sposobdéw mozna rozmiesci¢ pie¢ ponumerowanych kar-
tek w siedmiu ponumerowanych szufladach:

a) dowolnie,

b) tak, aby wszystkie kartki trafity do réznych szuflad.

Ad a) Rozmieszczenie pieciu ponumerowanych kartek w siedmiu szufladach moze-
my zinterpretowac jako cigg pieciowyrazowy, ktdrego wyrazami sg liczby ze zbioru
{1, 2,3,4,5,6, 7}, przy czym te liczby mogg sie powtarzac. Na przyktad cigg
(2,4,7,1,4)
oznacza, ze pierwsza kartka trafita do drugiej szuflady, druga i pigta do czwartej
szuflady, trzecia do siddmej szuflady, a czwarta do pierwszej szuflady. Kartce przypi-
sujemy numer szuflady, do ktérej wpada ta kartka.
Liczba wszystkich mozliwych 5-wyrazowych wariacji z powtdrzeniami ze zbioru
7-elementowego jest rowna
7°, czyli 16 807

Ad b) Rozmieszczenie pieciu ponumerowanych kartek w siedmiu réznych szufla-
dach tak, aby kazda kartka trafita do innej szuflady, mozemy przedstawi¢ w postaci
pieciowyrazowego ciggu o wartosciach ze zbioru {1, 2,3,4,5,6, 7}, ktérego wyrazy
nie mogg sie powtarzac.
Liczba wszystkich mozliwych 5-wyrazowych wariacji bez powtdrzen zbioru 7-ele-
mentowego jest réwna

7-6-5-4-3, czyli 2520

Cwiczenie 4. W bloku, majgcym parter i 10 pieter, sze$¢ oséb wsiadto do windy na
parterze. Na ile sposobdw mogg one wysigsé z windy:
a) na dowolnych pietrach b) tak, aby kazda osoba wysiadfa na innym pietrze?
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Cwiczenie 5. lle jest réznych liczb naturalnych pieciocyfrowych o niepowtarzaja-
cych sie cyfrach?

Szczegdlnym przypadkiem wariacji bez powtdrzen sg permutacje bez powtorzen.

Definicja 3.
Permutacja bez powtérzen n-elementowego zbioru A, gdzie n € N, nazywamy
kazdy n-wyrazowy cigg, utworzony ze wszystkich elementéw zbioru A.

Twierdzenie 3.
Liczba permutacji bez powtdrzen zbioru n-elementowego, gdzie n € N, jest row-
nan-(n-1)-(n-2)-..-1.

Iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do n, n > 2, oznaczamy symbolem
n!
(czytamy: n silnia).

Definicja 4.

n=1-2-3...-(n-1)-n, jedlineNin>1
Przyjmujemy dodatkowo, ze

ol=1

11=1

Przyktad 4.
Wykonamy dziatania:
a) 41+6!=41+41.5-6=41(1+5-6)=24-31=744
b) 10! :7!~8-9-10:8-9-10
7!-31 7!-31 1.2-3
) n! n-(n-1)-(n=2)-...-(n—k+1)-(n—k)
C =
(n—k)! (n—k)!
=n-(n-1)-(n-2)-....(n—k+1),
gdzieke N,ne N_ik<n.

=120

Whiosek: Liczba k-wyrazowych wariacji bez powtdrzen zbioru n-elementowego,
n!

(n—k)!"

gdzieke N,n e N_i k <n,jestrowna
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Cwiczenie 6. Dany jest zbior {a, b,c d,e,f, g}. Korzystajac z symbolu n!, zapisz,
na ile sposobéw mozna utworzyc¢ czteroliterowy napis z réznych liter nalezgcych do
tego zbioru.

Cwiczenie 7. Wykaz, ze liczba 18! + 16! jest podzielna przez 307.

Przyktad s.

W zespole tanecznym jest 7 dziewczyn i 7 chtopcéw. Do tanca tworzymy pary
(dziewczyna, ch’fopiec). Na ile sposobdw mozna utworzyé:
a) jedng pare taneczng b) 7 par tanecznych?

Ad a) Z siedmiu dziewczyn mozna wybrac jedng dziewczyne na 7 sposobow. Podob-
nie, jednego chtopca mozna wybrac z siedmiu chtopcéw na 7 sposobow. Jedng pare
mozna zatem utworzyé na

7 - 7, czyli 49 sposobow.

Ad b) Ustawiamy dowolnie dziewczeta na parkiecie. Pierwszej dziewczynie wy-
bieramy jednego chtopca z siedmiu chtopcéw na 7 sposobdw, drugiej — z szesciu
pozostatych chtopcéw jednego chtopca na 6 sposobdw, trzeciej — na 5 sposobdw,
itd. , sioddmej — wybieramy ostatniego chtopca na 1 sposéb. Mozna utworzy¢ 7 par
tanecznych na

7-6-5-..-1sposobow, czylina 7! sposobdw.

Przyktad 6.

Szescioro przyjaciot, wérdd nich najwieksze gaduty — Adam i Basia, udato sie do kina.
Majg 6 miejsc obok siebie w jednym rzedzie. Na ile sposobdw mogg zajac te miejsca
tak, aby Adam i Basia nie siedzieli obok siebie?

| etap — Obliczamy, na ile sposobdw 6 0s6b moze usigs¢ dowolnie w jednym rzedzie
obok siebie. Kazde ustawienie tych osdb jest permutacjg bez powtdrzen 6-elemen-
towego zbioru przyjacidt. Liczba wszystkich mozliwych ustawien jest réwna

6!, czyli 720.
Il etap — Obliczamy, ile jest wszystkich ustawiend w szeregu szesciu oséb, w ktérych
Adam i Basia usigdg obok siebie.
e wybieramy dwa miejsca sposrdd szesciu miejsc dla Adama i Basi na 5 sposobéw
e Adam i Basia mogg usigsc obok siebie na dwdch danych miejscach na 2 sposoby:

A, B lub B, A

¢ Pozostate 4 osoby zajmujg pozostate 4 miejsca na 4! sposobdéw
Z reguty mnozenia wynika, ze liczba rozmieszczen 6 przyjaciot w taki sposob, zeby
Adam i Basia siedzieli obok siebie, jest réwna

5-2-41, czyli 240
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Il etap — Wyznaczamy liczbe mozliwosci ustawienia 6 oséb w jednym szeregu tak,

aby Adam i Basia nie siedzieli obok siebie. Od liczby wszystkich mozliwych ustawien

odejmujemy liczbe tych, w ktérych Adam i Basia siedzieliby obok siebie.
720—-240=480

Szescioro przyjaciot moze zajgé w jednym rzedzie obok siebie miejsca tak, aby Adam
i Basia nie siedzieli obok siebie, na 480 sposobdw.

Cwiczenie 8. Naiile sposobdw moze wejs¢ piec kobiet i czterech mezczyzn do au-
tokaru jednym wejsciem, jesli:

a) najpierw wsiadajg kobiety, a potem mezczyzni,

b) wchodzg na zmiane: kobieta, mezczyzna, kobieta, mezczyzna, ..., kobieta?

1349

Definicja 5.

Kombinacja k-elementowa bez powtdrzen n-elementowego zbioru A, gdzie
ke N,ne N i k< n, nazywamy kazdy k-elementowy podzbidr zbioru A, przy
czym elementy zbioru A nie mogaq sie powtarzac.

Definicja 6.
Liczbe k-elementowych kombinacji bez powtdrzen zbioru n-elementowego, gdzie

n
k € N, n € N oraz k < n, oznaczamy (kJ i czytamy: n po k.

Twierdzenie 4.

,- n n!
JeSlik e N,n e Norazk <n, to [kJ

gt
Cwiczenie 9. Oblicz:
1IN

10
d
Cwiczenie 10. Wykaz, ze jeéli k € N, n € N oraz k < n, to:
n

ol ok G oG
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Przyktad 7.

Obliczymy, na ile sposobdw mozna wybra¢ dwuosobowg delegacje z grupy sktada-
jacej sie z 4 dziewczat i 6 chtopcow:
a) dowolnie b) tak, aby w delegacji byta co najmniej jedna dziewczyna.

Ad a) Wybdr dwdch osdb z 10-osobowej grupy mozna zinterpretowad jako wybér
dwuelementowej kombinacji bez powtdrzen zbioru majacego 10 elementdéw. Wy-
znaczamy liczbe tych kombinacji:

10 10-9
=——=45

Dwuosobowag delegacje z grupy 10 oséb mozna wybraé na 45 sposobdw.
Ad b) Zadanie rozwigzemy na dwa sposoby.

| sposéb — Skorzystamy z punktu a).

Od liczby wszystkich mozliwych wyboréw dwuosobowej delegacji odejmiemy liczbe
wyboréw delegacji sktadajgcej sie tylko z chtopcow.

Obliczamy, na ile sposobdw mozna utworzyé dwuosobowg delegacje, sktadajaca sie
tylko z chtopcow:

6 .
2 2

Liczba wyboréw dwuosobowej delegacji, w ktérej bedzie co najmniej jedna dziew-
czyna, jest zatem rowna
45 — 15, czyli 30.

Il sposdb — Obliczamy moce zbioréw A i B, gdzie A — zbidr delegacji, z ktorych kazda
sktada sie z jednej dziewczyny i jednego chtopca, B — zbiér delegacji, z ktérych kazda
sktada sie z dwdch dziewczyn.

e e

Zbiory A i B sg roztgczne.
AUB=A+B=24+6=30

Dwuosobowg delegacje, w ktérej bedzie co najmniej jedna dziewczyna, mozna wy-
braé na 30 sposobdw.

Cwiczenie 11. Na ptaszczyznie mamy n punktéw, z ktérych dowolne trzy nie s3
wspoétliniowe. Przez te punkty mozna poprowadzi¢ 105 rdéznych prostych. Oblicz n.
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Przyktad 8.
Obliczymy, ile jest liczb 10-cyfrowych, ktdrych iloczyn cyfr jest réwny 16.

Liczba 16 jest iloczynem dziesieciu liczb naturalnych mniejszych od 10 w czterech
przypadkach.

1) 16=8-2-18

W tej sytuacji 10-cyfrowa liczba ma w swoim zapisie jedng cyfre 8, jedng cyfre 2
i osiem 1. Miejsce na cyfre 8 wybieramy na dziesie¢ sposobdw, miejsce na cyfre 2
wybieramy na dziewiec¢ sposobdw, a pozostate miejsca zajmujg 1 na jeden sposdb.

Mamy
10-9-1, czyli 90 takich liczb.
2) 16=42-18

W zapisie liczby wystepujg dwie 4 i osiem 1. Wybieramy dla dwéch 4 miejsca spo-

- - 10 . - - . .
srod 10 miejsc na 5 sposobodw. Pozostate miejsca zajmujg 1 na jeden sposéb.

Mamy:
10
[ 5 j-l, czyli 45 takich liczb.

3) 16=4-22.17
W zapisie liczby wystepuje jedna 4, dwie 2 i siedem 1. Miejsce dla 4 mozna wybraé

9
na dziesiec¢ sposobow, dwa miejsca dla 2 wybierzemy wowczas na (2) sposobow,

a siedem 1 ustawimy na pozostatych miejscach na jeden sposéb. Mamy:

9
10-(2)1 , czyli 360 takich liczb.

4) 16=12%-15

10
W zapisie liczby wystepuja cztery 2 i szes¢ 1. Miejsce dla 2 wybierzemy na (4}

sposobdw, a pozostate miejsca zajmg 1 na jeden sposéb. Mamy

10
( A ]-1 , czyli 210 takich liczb.

Sumujemy liczby otrzymane w powyzszych przypadkach:
90 + 45 + 360 + 210 =705

Jest 705 liczb dziesieciocyfrowych, ktdrych iloczyn cyfr jest rowny 16.
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Cwiczenie 12. Rozwigz zadanie z przyktadu 8, wyznaczajac najpierw miejsca dla
jedynek.

Cwiczenie 13. Stosujgc metode roztgcznych przypadkéw z przyktadu 8. oblicz, ile
jest liczb o$Smiocyfrowych, ktérych suma cyfr jest rowna 5. Pamietaj, ze cyfra 0 nie
moze zajmowac pierwszego miejsca.

Przyktad 4.

Obliczymy, ile jest liczb osSmiocyfrowych, ktérych suma cyfr jest rowna 5, inng me-
todg niz w ¢wiczeniu 13.

Jedng z takich liczb, na przyktad liczbe 21 002 000, mozemy przedstawi¢ w nastepu-
jacy sposdb:

[oofef | Joef | | |

2100 2000

Kreski wyznaczajg 8 komérek, ktére oznaczajg miejsca dla cyfr w liczbie osmiocyfro-
wej. Liczba kropek w komédrce oznacza cyfre, ktdra stoi w danym miejscu w zapisie
tej liczby.
Zapis kazdej liczby powinien sie zaczynac i koriczy¢ kreska. Liczba nie moze zaczynad
sie od 0. Zatem w pierwszej komoérce jest co najmniej jedna kropka.
Dotgczamy te kropke do pierwszej kreski.

Pierwsza kreska z kropkg i ostatnia kreska to elementy nieruchome. Dowolne usta-
wienie pozostatych 7 kresek i 4 kropek wyznacza liczbe o$miocyfrowg, ktérej suma
cyfr jest réwna 5. Narysuj kilka takich ustawien i zapisz odpowiadajgce im liczby.
Kazdy wybor: 4 miejsc z 11 dla ruchomych kropek lub 7 miejsc z 11 dla ruchomych
kresek —wyznacza zapis liczby osSmiocyfrowej, ktérej suma cyfr jest rowna 5. Wszyst-
kich takich liczb jest

I' I' 330
’ czyl ’ czyll .

Cwiczenie 14. lle jest uporzadkowanych trojek liczb (x, y, z), gdziex € N, y € N,
z € N, takich, ze x+y +z=107?

SP rawdz, czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Ze zbioru cyfr {1, 2,3,4,5,6, 7} wybieramy kolejno dwie cyfry ze zwracaniem
i tworzymy liczbe dwucyfrowa. Na ile sposobéw mozna utworzy¢ liczbe:
a) podzielng przez 3 b) podzielng przez 4?
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10.

11.

Ze zbioru liczb {1, 2,3,4,5,6, 7} wybieramy kolejno dwie liczby ze zwraca-
niem i tworzymy pare (x, y). lle jest takich par liczb, ktdrych iloczyn jest:
a) wielokrotnoscia liczby 3 b) wielokrotnoscia liczby 4?

Ze zbioru cyfr wybieramy kolejno trzy cyfry bez zwracania i tworzymy liczbe
trzycyfrowa. Na ile sposobéw mozemy otrzymac liczbe trzycyfrowa:
a) nieparzysta b) podzielng przez 25?

Ile jest numerow telefonéw komoérkowych dziewieciocyfrowych, w ktdrych:

a) pierwszg cyfra jest 5 lub 6, lub 7, a ostatnie cztery cyfry tworzg cigg male-
jacy o réznicy 1,

b) po trzy kolejne cyfry sg jednakowe, rézne od pozostatych cyfr i rézne od 0?

lle jest réznych liczb naturalnych czterocyfrowych o réznych cyfrach i jedno-
czesnie:

a) nieparzystych b) parzystych

c) wigkszych od 2000 d) mniejszych od 4502?

lle jest liczb szesciocyfrowych o réznych cyfrach, utworzonych z cyfr nalezg-
cych do zbioru {4, 5,6,7,8, 9} i jednoczesnie:
a) wiekszych od 457 000 b) mniejszych od 795 0007?

Na ile sposobéw mozna ustawié¢ 10 oséb w kinie w kolejce do kasy tak, aby
osoby A i B nie staty obok siebie?

Kamil chce ustawi¢ 13 ksigzek na dwdch pdtkach. Na wyzszej potce ma stac
w szeregu 7 ksigzek, a na nizszej majg sta¢ w szeregu pozostate ksigzki. Na ile
sposobdw mozna ustawié wszystkie ksigzki tak, aby ksigzki A, B, C staty obok
siebie?

lle jest liczb naturalnych czterocyfrowych, w zapisie ktérych:
a) cyfra 8 wystepuje tylko raz b) cyfra 5 wystepuje dwa razy?

W koszu obok sali gimnastycznej sg pitki do réznych gier zespotowych.

Gra zespofowa | Siatkéwka | Pitkareczna | Pitka nozna | Koszykéwka

Liczba pitek 3 4 5 6

Na ile sposobéw mozna wybrac trzy pitki:

a) do jednej dyscypliny sportowej,

b) do réznych dyscyplin sportowych,

c) tak, aby tylko dwie z nich byty do pitki noznej,
d) tak, aby co najmniej jedna byta do koszykdéwki?

Na loterii jest 20 loséw, w tym n losdw wygrywajacych. Oblicz n, wiedzac, ze
mozna wybrac na 75 sposobdéw dwa losy tak, ze jeden bedzie wygrywajacy
i jeden przegrywajacy.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.
23.

W pudetku znajduja sie ponumerowane kule: 2 czerwone, 3 biate i 4 zielone.
Na ile sposobdw mozna wybrac z pudetka dwie kule:
a) w tym samym kolorze b) w réznych kolorach?

Do zbioru A nalezy 5 liczb, a do zbioru B — 8 liczb. lle jest funkcji, odwzorowu-
jacych zbiér A w zbidr B:
a) dowolnych b) réznowartosciowych c) malejacych?

lle réznych napiséw mozna utworzyé, przestawiajac litery w wyrazie:
a) ZABKA b) WIEWIORKA c) KUKULKA?

Z talii 52 kart wybieramy 5 kart. Oblicz, na ile sposobéw mozna wybrac:

a) co najwyzej jedng karte pik,

b) co najmniej dwa asy,

c) cztery karty w takim samym karcianym kolorze, a pigtg w innym karcia-
nym kolorze,

d) dwie rézne pary i pigtg karte nie tworzgca z pozostatymi pary, np. dwa
asy, dwie dziesiatki, jedna piatka.

Oblicz, na ile sposobdéw mozna wtozy¢ 20 ksigzek do czterech pudetek po 5

sztuk w kazdym pudetku, jesli:

a) pudetka nie sg rozréznialne,

b) pudetka sg rozréznialne,

c) pudetka nie sg rozrdznialne i ksigzki A, B, C, D majg by¢ kazda w innym
pudetku,

d) pudetka sg rozrdznialne i ksigzki A, B, C, D majg by¢ kazda w innym pudetku.

Dwanascie dziewczat, w tym Kasia i Basia, majg lekcje wf-u. Na ile sposobdéw
mozna utworzy¢ dwie druzyny do siatkéwki po 6 osdb:

a) dowolnie, przy czym kolejno$é wyboru druzyn nie jest istotna,

b) tak, aby Kasia i Basia byty w dwdch réznych druzynach,

c) tak, aby Kasia i Basia byty w jednej druzynie?

lle jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktérych zapisie cyfra 0 wystepuje cztery
razy, cyfra 1 wystepuje trzy razy, a pozostate cyfry sg liczbami pierwszymi?

lle jest liczb szesciocyfrowych parzystych, w ktérych zapisie 0 wystepuje
co najwyzej dwa razy?

Na ile sposobdw mozna ze zbioru {1, 2,3,4,5,6,7,8, 9} wybrac jednocze-
$nie trzy rézne liczby tak, aby:

a) suma tych liczb byta parzysta,

b) iloczyn tych liczb byt parzysty?

lle jest liczb dwudziestocyfrowych, ktdrych iloczyn cyfr jest rowny 8?
lle jest liczb dwunastocyfrowych, ktérych iloczyn cyfr jest rowny 127?

Ille jest liczb dziesieciocyfrowych, ktérych suma cyfr jest réwna 3?
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Doswiadczenie losowe

W informacjach sportowych czy politycznych czesto mozna spotka¢ wypowiedszi,
odnoszgce sie do mozliwosci zajscia jakiegos zdarzenia, na przyktad:
Ten zawodnik ma duze szanse na zwyciestwo w maratonie.
Szanse zwyciestwa w wyborach prezydenckich obu kandydatéw sg réwne.
Z prawdopodobieristwem graniczagcym z pewnoscig mozna stwierdzi¢, ze jutro
bedzie tadna pogoda.

Zdania tego typu zawierajg opisowa ocene mozliwosci zajscia omawianego zdarze-
nia. Rachunek prawdopodobieristwa zajmuje sie matematycznym opisem réznych
zjawisk i wyrazaniem prawdopodobiernstwa za pomoca liczby.

Doswiadczeniem losowym nazywamy taki powtarzalny eksperyment, w ktérym nie
jestesmy w stanie przewidzie¢ konkretnego wyniku, natomiast znamy petng mozli-
wa liste tych wynikéw. Dodatkowo zaktadamy, ze kazdy z tych wynikow jest roztgcz-
ny z pozostatymi wynikami na liscie.

Wszystkie mozliwe wyniki danego doswiadczenia losowego bedziemy nazywac
zdarzeniami elementarnymi i oznacza¢ w,, w,, w,, ... Zbior wszystkich mozliwych
zdarzen elementarnych nazywamy przestrzenig zdarzen elementarnych i ozna-
czamy duzg grecka literg Q.

Przyktad 1.

Doswiadczenie losowe polega na jednokrotnym rzucie monetg. Okreslimy prze-
strzen zdarzen elementarnych tego doswiadczenia.

Moneta ma dwie strony. Sg to awers i rewers, czyli orzet i reszka. Mozemy rozpa-
trze¢ dwa zdarzenia elementarne w i w,:

, —wypadt orzet

, —wypadta reszka.
Wodwczas

Q={w,w0,}, cyl

Q= {wypad’f orzet, wypadta reszka}.

Zwykle staramy sie zapisywac zdarzenia krdcej, ale jednoczesnie tak, by zapis byt dla
wszystkich zrozumiaty. Zwykle zdarzenie elementarne:

wypadnie orzet oznaczamy literg O

wypadta reszka oznaczamy literg R,
stad

Q={0,R}
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UWAGA: W modelach matematycznych, przy okreslaniu zdarzen elementarnych da-
nego doswiadczenia losowego, dokonujemy zwykle pewnych uproszczen. W przy-
padku rzutu monetg pomijamy na przyktad przypadki:

moneta stanie na krawedzi, moneta wpadnie pod regat.
Takie uproszczenie utatwia opis przestrzeni zdarzen elementarnych i umozliwia sto-
sowanie tej przestrzeni w rozwigzywaniu zadan.

Przyktad 2.

Doswiadczenie losowe polega na jednokrotnym rzucie szescienng kostka do gry.

Przestrzen zdarzen elementarnych moze wygladac¢ nastepujaco:
Q= {a)l, , 0,0, 0, a)s}, gdzie
o, oznacza zdarzenie elementarne: wypadta $cianka z jednym oczkiem,
— wypadta Scianka z dwoma oczkami,
— wypadta Scianka z trzema oczkami,
— wypadta Scianka z czterema oczkami,
— wypadta Scianka z piecioma oczkami,
. — Wypadta Scianka z sze$cioma oczkami.
Przestrzen zdarzen elementarnych mozemy tez zapisac krdcej:
Q={1,2,3,4,5,6}

2

3

4

RS

S

Przyktad 3.

Rzucamy dwukrotnie szescienng kostkg do gry. Interesujg nas liczby oczek, jakie wy-
padty w obu rzutach. Opiszemy przestrzen zdarzen elementarnych tego doswiad-
czenia.

Wykonujemy dwa rzuty t3 samga kostka: pierwszy i drugi. W tym wypadku kazde
zdarzenie elementarne mozemy okresli¢ jako cigg dwuwyrazowy: pierwsza liczba
jest wynikiem pierwszego rzutu, a druga liczba — wynikiem drugiego rzutu. Zauwaz,
ze istotna jest kolejnos¢ otrzymanej liczby oczek w obu rzutach. Przestrzen zdarzen
elementarnych mozemy zapisaé nastepujgco:

Q=1{(1,1), (1,2), (1,3), (1,), (1,5), (1,6),
(2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6)
(3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6)
(4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6),
(5,1), (5,2), (5,3), (54), (55), (5,6)
(6,1), (6,2), (6, 3), (6,4), (65), (6, 6)

Oczywiscie kolejnos¢ zapisania zdarzen elementarnych zbioru Q nie ma znaczenia.
Powyzszy sposéb wypisania tych zdarzen daje nam pewnos$é, ze zadnego zdarzenia
elementarnego nie pominelismy.
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Przestrzen QQ w tym przyktadzie mozna réwniez opisaé nastepujgco:
Q — zbidr wszystkich dwuwyrazowych wariacji z powtdérzeniami zbioru
{1,2,3,4,5,6}

albo symbolicznie
Q={(a,b): ae{1,2,3,4,56}ibe {1,2,3,4,5,6}}

Opis symboliczny lub stowny przestrzeni zdarzen elementarnych warto stosowac
szczegllnie wtedy, gdy liczba zdarzen elementarnych jest duza.

Przyktad 4.

W pudetku sg trzy kartki: na pierwszej jest zapisana liczba 7, na drugiej — liczba 8,
a na trzeciej — liczba 9. Zapiszemy przestrzen zdarzen elementarnych doswiadcze-
nia, polegajacego na dwukrotnym wylosowaniu z pudetka jednej kartki i przeczyta-
niu zapisanej na niej liczby, jesli losowanie kartek odbywa sie:

a) ze zwracaniem b) bez zwracania.

Ad a) Dwukrotnie wyciagnac z pudetka jedna kartke ze zwracaniem, to znaczy wylo-
sowac najpierw jedna kartke i — po przeczytaniu napisanej na niej liczby — wrzucié
wylosowang kartke z powrotem do pudetka, a nastepnie powtdrnie wylosowa¢ jed-
ng kartke z pudetka i przeczytac kolejna liczbe.

Kazde zdarzenie elementarne mozna okresli¢ jako cigg dwuwyrazowy. Pierwszy wy-
raz tego ciggu jest liczbg otrzymang w wyniku pierwszego losowania kartki, a drugi
wyraz jest liczbg otrzymang w wyniku drugiego losowania kartki.

Kartke otrzymang w pierwszym losowaniu wrzucilismy z powrotem do pudetka,
wiec moglismy ja wylosowac takze za drugim razem. Zatem wyrazy ciggu tez moga
sie powtarzac. Otrzymujemy:

Q={(7,7),(7,9).(7,9).(8,7).(89), (8,9, (9,7),(9,8), (9 9)]

Przestrzen Q) mozna tez opisacd tak:
Q={(a,b): ae{7,89}ibe {7,809}

lub tak:
Q — zbidr wszystkich dwuwyrazowych wariacji z powtdrzeniami zbioru {7, 8, 9}

Ad b) W tym wypadku kartka wylosowana za pierwszym razem nie wraca do pudet-
ka. Za drugim razem z pudetka losujemy kartke sposréd dwdéch pozostatych. Mamy:

Q={(7,9), (7,9), (87), (89), (9,7), (58)}

Te przestrzen mozna tez opisac tak:
Q={(a,b): ae{7,89}ibe {7,809} ia=b}|

lub tak:
Q — zbidr wszystkich dwuwyrazowych wariacji bez powtdrzen zbioru {7, 8, 9}
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Cwiczenie 1. W pudetku sg cztery klocki: na pierwszym jest litera L, na drugim —
litera A, na trzecim — litera T, a na czwartym — litera O. Wybieramy z pudetka kolejno
bez zwracania po jednym klocku i tworzymy czteroliterowy napis. Opisz przestrzen
zdarzen elementarnych tego doswiadczenia na trzy sposoby.

Przyktad s.

Doswiadczenie losowe polega na jednym rzucie dwiema monetami. Okreslimy prze-
strzen zdarzen elementarnych.

Model 1. Zaktadamy, ze monety sg rozréznialne.
Monety mozemy traktowac jako rozréznialne na przyktad wtedy, gdy réznig sie da-
tami wybicia lub wielkoscig albo gdy jedng z dwdéch identycznych monet rzucimy
w lewq strone, a drugg monete —w prawg strone. Wéwczas zdarzenia elementarne
to ciggi dwuwyrazowe, ktorych pierwszym wyrazem jest np. wynik rzutu w lewg
strone, a drugim wyrazem — wynik rzutu w prawg strone. Zatem

Q= {( ), (r,0), 0, R), (0, 0)}

Model 2. Zaktadamy, ze monety sg nierozrdznialne.
W takim wypadku za zdarzenie elementarne mozemy uznaé, na przyktad, liczbe
otrzymanych ortéw. Wdéwczas
Q= {a)o, o, wz},
gdzie
o, oznacza zdarzenie elementarne: nie wypadt ani jeden orzet
o, oznacza zdarzenie elementarne: wypadt jeden orzet
o, oznacza zdarzenie elementarne: wypadty dwa orty

Ostatni przyktad pokazuje, ze czasem do jednego doswiadczenia losowego mozna
przyja¢ réozne modele matematyczne. Wowczas przestrzenie zdarzen elementar-
nych moga sie roznic. Wybor przestrzeni zdarzen elementarnych moze zaleze¢ od
tego, jaki problem zwigzany z danym doswiadczeniem losowym mamy rozwigzaé.

Cwiczenie 2. Opisz przestrzen zdarzen elementarnych doswiadczenia, polegaja-
cego na jednokrotnym rzucie trzema monetami:

a) rozréznialnymi b) nierozréznialnymi.
Czy w obu przypadkach zdarzenia elementarne majg jednakowe szanse wystgpie-
nia? Wykonaj kilkanascie razy rzut trzema monetami i zapisz otrzymane wyniki.

Przyktad 6.

Doswiadczenie losowe polega na wyciagnieciu 13 kart z talii 52 kart do gry. Opisze-
my przestrzen zdarzen elementarnych tego doswiadczenia.



Doswiadczenie losowe

Model 1. Zaktadamy, ze nie jest istotna kolejnosé wybranych kart. Wéwczas zdarze-
niami elementarnymi sg rézne 13-elementowe podzbiory talii kart. Zatem

Q —to zbidr wszystkich 13-elementowych kombinacji zbioru ztozonego z 52 kart
Model 2. Zaktadamy, ze kolejnos¢ wybranych kart jest istotna. W takim przypadku
zdarzenia elementarne mozna traktowac jako 13-wyrazowe ciggi o réznych wyra-
zach. Wowczas

Q —to zbidr wszystkich 13-wyrazowych wariacji bez powtdrzen zbioru ztozone-

go z 52 kart

SPVaWdi, Czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Wykonujemy jeden rzut kostkg szescienng do gry i monetg. Wypisz wszystkie
zdarzenia elementarne dla tego doswiadczenia losowego.

2. Wykonujemy jeden rzut czterema rozrdznialnymi monetami. Wypisz wszyst-
kie zdarzenia elementarne dla tego doswiadczenia losowego.

3. Na pétce w sposéb losowy ustawiamy w jednym szeregu ksigzki A, B, C.
Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne dla tego doswiadczenia. Opisz prze-
strzen zdarzen elementarnych dla tego dos$wiadczenia.

4. Doswiadczenie losowe polega na:
a) trzech rzutach jedng szescienng kostka do gry,
b) jednym rzucie trzema rozréznialnymi szesciennymi kostkami do gry.
Opisz przestrzen zdarzen elementarnych dla kazdego z tych doswiadczen.

5. Ze zbioru {1, 2,3, 4} losujemy kolejno dwie liczby:
a) ze zwracaniem b) bez zwracania
i zapisujemy je w kolejnosci losowania. Wypisz wszystkie zdarzenia elemen-
tarne dla tego doswiadczenia.

()]

. Ze zbioru cyfr losujemy kolejno piec¢ cyfr:
a) ze zwracaniem b) bez zwracania
i zapisujemy je w kolejnosSci losowania. Opisz przestrzen zdarzen elementar-
nych tego doswiadczenia. lle jest tych zdarzen elementarnych?

7. W pudetku znajduje sie 7 ponumerowanych kartek numerami od 1 do 7.
Doswiadczenie losowe polega na czterokrotnym wylosowaniu jednej kartki:
a) bez zwracania b) ze zwracaniem.
Opisz przestrzen zdarzen elementarnych tego doswiadczenia. lle jest tych
zdarzen elementarnych?

8. Zklasy liczacej 30 uczniéw wybieramy losowo dwuosobowg delegacje. Opisz
przestrzen zdarzen elementarnych. lle jest tych zdarzen elementarnych?

9. Ztalii 52 kart wybieramy losowo 5 kart. Opisz przestrzen zdarzen elementar-
nych tego doswiadczenia. lle jest tych zdarzen elementarnych?
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Zdarzenia. Dziatania na zdarzeniach

Cwiczenie 1. Przypomnij sobie, czym jest suma dwdéch danych zbiorow, czesé
wspadlna tych zbioréw, réznica zbiorow oraz dopetnienie zbioru w danej przestrze-
ni. Nastepnie wyznacz

AUB,ANB,A-B,B—A oraz A’, B'w przestrzeni X,
jeslix=1{1,2,3,4,5,6,7,8}, A=1{1,2,3,4,5}, B=1{2,4,6,8}.

Rozpatrzmy doswiadczenie losowe, dla ktérego okreslona jest przestrzen zdarzen
elementarnych Q, gdzie

Q= {a)l, @y @y ooy wn} ineN,
Wodwczas dowolny podzbidr przestrzeni Q2 nazywamy zdarzeniem losowym.

Zdarzeniami losowymi sg na przyktad podzbiory:
{wl, wz}, {wa}, {a)z, ,, ..., a)n}, I, Q

Dwa zdarzenia otrzymaty specjalne okreslenia.

Zbidr pusty & nazywamy zdarzeniem niemozliwym.
Przestrzen Q2 nazywamy zdarzeniem pewnym.

Przyktad 1.

Doswiadczenie losowe polega na jednokrotnym rzucie kostka,
Q=1{1,2,3,4,5,6}.

Niech A oznacza zdarzenie: wypadta liczba oczek podzielna przez 3
B — zdarzenie: wypadta liczba oczek mniejsza od 8
C — zdarzenie: wypadta liczba oczek wieksza od 7

Wszystkie opisane zdarzenia sg zawarte w przestrzeni Q2.
Zatem

{3, 6}
{1, 2,3,4,5, 6}, B=Q —zdarzenie B jest zdarzeniem pewnym
%) — zdarzenie C jest zdarzeniem niemozliwym.

O = >
Il

Miedzy dwoma zbiorami A i B zawartymi w jednej przestrzeni mogg wystepowac
rézne relacje. Na przyktad zbiory A i B mogg by¢ rowne, jeden ze zbioréw moze
zawierac sie w drugim zbiorze, zbiory A i B mogg by¢ roztgczne lub mogg miec nie-
pusty cze$é wspdlng.

W przypadku zdarzen czesto bedziemy uzywac innych okreslen. Ich zestawienie
znajduje sie w tabeli na nastepnej stronie. Zwrd¢ uwage na to, jakim okresleniom
dotyczgcym tych zbioréw one odpowiadaja.
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. Okreslenie dotyczace Okreslenie dotyczgce
Oznaczenie e 2
zbioréw zdarzen
Zbiér, ktory jest przestrzen zdarzen
Q . elementarnych,
przestrzenia .
zdarzenie pewne
%) zbidr pusty zdarzenie niemozliwe
zbidr A jest podzbiorem A jest zdarzeniem
AcQ . .
zbioru Q w przestrzeni QQ
element w nalezy zdarzenie elementarne
weA . . .
do zbioru A w sprzyja zdarzeniu A
A=B A, B — zbiory réwne A, B —zdarzenia
identyczne
AcB zbidr A jest podzbiorem zdarzenie A pociaga
zbioru B za sobg zdarzenie B
AUB suma zbiorow Ai B suma zdarzen Ai B
AB iloczyn (cze$¢ wspdlna) iloczyn (cze$¢ wspélna)
zbiorow Ai B zdarzen Ai B
ANB=0 zbiory Ai B Zt.:larzenla A |_B
sg rozfaczne sie wykluczajg
A-B réznica zbioréw A i B réinica zdarzen Ai B
. dopetnienie zbioru A zdarzenie przeciwne
Q-A, cyliA w przestrzeni Q do zdarzenia A

Przyktad 2.

Ze zbioru {3, 4, 5} losujemy kolejno dwie cyfry bez zwracania i tworzymy liczbe
dwucyfrowa. Niech A oznacza zdarzenie: utworzona liczba jest wieksza od 34,

B — zdarzenie: utworzona liczba jest nieparzysta,

C — zdarzenie: druga cyfra utworzonej liczby jest rowna 3 lub 5.

a) Wypiszemy zdarzenia elementarne sprzyjajgce zdarzeniom A, B, C.

b) Okreslimy relacje pomiedzy zdarzeniami A, B, C.

Ad a) Zdarzenia elementarne sprzyjajgce zdarzeniu A to liczby wieksze od 34, utwo-
rzone z réznych cyfr nalezgcych do zbioru {3, 4, 5}. S3 to:
35, 43, 45, 53, 54.
Zdarzeniu B sprzyjajg cztery zdarzenia elementarne:
35, 43, 45, 53.
Zdarzeniu C tez sprzyjajg cztery zdarzenia elementarne:
43, 53, 35, 45.
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Ad b) Mamy:

A={35,43,45,53,54} B={35,43,45,53} C={35,43,45,53}
Zauwazamy, ze

B=C oraz

BCcA i CcA
Zatem zdarzenia B i C sg identyczne i pociagajg za sobg zdarzenie A.

Przyktad 3.

Doswiadczenie polega na jednokrotnym rzucie sze$cienng kostkg do gry. Niech
A oznacza zdarzenie: wylosowana liczba oczek jest podzielna przez 2,

B — wylosowana liczba oczek jest podzielna przez 3.

Wyznaczymy zdarzenia AU B, AN B, A— B, B— A i opiszemy je stownie.

Wiemy, ze
0=1{1,2,3,4,56} A={2,4,6} B={36}
Zatem
e AUB={2,3,4,6}
Zdarzenie A U B mozna opisac tak:
wylosowana liczba oczek jest podzielna przez 2 lub przez 3

e AnB={6}
Zdarzenie A N B mozna opisac tak:
wylosowana liczba oczek jest podzielna przez 2 i przez 3 lub krécej
wylosowana liczba oczek jest podzielna przez 6

e A—B=1{2,4}
Zdarzenie A — B oznacza zdarzenie:
wylosowana liczba oczek jest podzielna przez 2 i nie jest podzielna przez 3

e B-A={3}
Zdarzenie B — A oznacza zdarzenie:
wylosowana liczba oczek jest podzielna przez 3 i nie jest podzielna przez 2

Cwiczenie 2. Dane jest doswiadczenie losowe z przyktadu 3. Niech A oznacza zda-
rzenie: wypadta parzysta liczba oczek, B —zdarzenie: wypadta liczba oczek, ktéra jest
liczbg pierwszg. Wyznacz zdarzenia: AU B, AN B,A—B,A'.

Przyktad 4.

Grupa sktada sie z pieciu osdb: Czarka, Doroty, Eli, Franka, Gosi. Doswiadczenie lo-

sowe polega na wylosowaniu z tej grupy dwdch oséb.

a) Wyznaczymy liczbe zdarzen elementarnych dla tego doswiadczenia.

b) Wyznaczymy zdarzenie A — wylosowano dwie dziewczyny oraz zdarzenie prze-
ciwne do zdarzenia A.
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Ad a) Kolejno$¢ wyboru dwéch oséb nie jest istotna. Kazde zdarzenie elementarne
jest dwuelementowym podzbiorem zbioru piecioelementowego. Okreslamy prze-
strzen zdarzen elementarnych:
Q — zbidr kombinacji dwuelementowych zbioru
{Czarek, Dorota, Ela, Franek, Gosia}

Liczbe elementdéw przestrzeni QQ oznaczamy symbolem Q.
Zatem

= 5 .
Qz( jzﬂzm
2 2

Przestrzen Q) sktada sie z 10 zdarzen elementarnych.

3
Ad b) Dwie dziewczyny mozna wybrac sposréd trzech dziewczyn na (ZJ' czyli 3

sposoby. Wyznaczamy zdarzenie A:
A = {{Dorota, Ela}, {Dorota, Gosia}, {Ela, Gosia} }
Zdarzenie przeciwne do zdarzenia A oznaczamy A'. Wiemy, ze
A=Q-A
Zdarzenie A’ mozna opisac na przykfad tak:
A" —wsrdéd wylosowanych oséb byta co najwyzej jedna dziewczyna
lub tak:
A’ —wsrdéd wylosowanych oséb byt co najmniej jeden chtopiec.
Zdarzeniu A’ sprzyja 7 zdarzen elementarnych:
{Dorota, Czarek}, {Dorota, Franek}, {Ela, Czarek}, {Ela, Franek},
{Gosia, Czarek}, {Gosia, Franek}, {Czarek, Franek}

Cwiczenie 3. Dla doéwiadczenia losowego z przyktadu 4. wypisz zdarzenia ele-
mentarne sprzyjajace zdarzeniu B — wylosowano co najwyzej jednego chtopca. Na-
stepnie opisz stownie zdarzenie B'.

Sp rawdz, czYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Dana jest kostka oSmioScienna z liczbami od 1 do 8 na poszczegdlnych Scian-
kach. Wykonujemy jeden rzut tg kostka. Niech A oznacza zdarzenie: wypadta
liczba oczek podzielna przez 2, B — zdarzenie: wypadta liczba oczek podzielna
przez 4, C—zdarzenie: wypadta nieparzysta liczba oczek, D — zdarzenie: wypa-
dta liczba oczek bedaca liczbg pierwsza.

a) Wypisz zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniom A, B, C, D.

b) Okresl relacje miedzy zdarzeniami A i B.

c) Ktdre z opisanych zdarzen jest zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A?
d) Czy wsrod zdarzen A, B, C, D sg zdarzenia identyczne?
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Niech X = {1, 2, 3, 4}. Doéwiadczenie losowe polega na wylosowaniu kolejno

bez zwracania dwdch cyfr ze zbioru X i utworzeniu liczby dwucyfrowej.

a) Opisz przestrzen zdarzen elementarnych dla tego doswiadczenia.

b) Niech A, A  Q, oznacza zdarzenie: utworzona liczba jest mniejsza od 23.
Podaj opis stowny zdarzenia A’. lle zdarzen elementarnych sprzyja zdarze-
niu A, a ile zdarzeniu A’?

c) Co mozna powiedzie¢ o zdarzeniu B — utworzona liczba jest réwna 11
lub 22?

d) Podaj przyktad zdarzenia C, ktéremu sprzyja tylko jedno zdarzenie ele-
mentarne. Nastepnie opisz stownie zdarzenie Ci zdarzenie C'.

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie jedng sze$cienng kostka
do gry.
a) Opisz przestrzen zdarzen elementarnych dla tego doswiadczenia.
b) Wypisz zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniom:
A — suma wyrzuconych oczek jest liczbg dwucyfrowa
B —w pierwszym rzucie wypadta mniejsza liczba oczek, niz w drugim rzucie
C — liczba oczek w pierwszym rzucie jest catkowitg wielokrotnoscia liczby
oczek w drugim rzucie.
Wyznacz zdarzenia:AnNB,A—B,AUC, BN C.

Ze zbioru liczb naturalnych jednocyfrowych losujemy jedng liczbe. Wyznacz
przestrzen zdarzen elementarnych. Niech A oznacza zdarzenie: wylosowana
liczba jest podzielna przez 4, B — zdarzenie: wylosowana liczba jest wielokrot-
noscig liczby 3, C — zdarzenie: wylosowana liczba jest podzielna przez 6.
Wyznacz zdarzenia:

a) AUC b) BN C c) C'NA

d) A-B e) B-C' f) AU B

Doswiadczenie losowe polega na trzykrotnym rzucie monety. Opisz prze-
strzen zdarzen elementarnych dla tego doswiadczenia. Podaj zdarzenia ele-
mentarne, sprzyjajgce zdarzeniu:

A — wypadty tylko dwie reszki, B — co najwyzej raz wypadt orzet,

C — reszka nie wypadta ani razu.

Opisz stowami zdarzenia A’, B', C'.

Niech A, B beda dowolnymi zdarzeniami zawartymi w przestrzeni Q. Zapisz za
pomocg dziatan na zdarzeniach A, B, A’ lub B’ nastepujace zdarzenia:

a) zaszto co najmniej jedno ze zdarzen A, B,

b) nie zaszto ani zdarzenie A, ani zdarzenie B,

c) zaszto zdarzenie B i nie zaszto zdarzenie A,

d) zaszto tylko jedno ze zdarzen A, B.



Okreslenie prawdopodobieistwa

Okreslenie prawdopodobieristwa

Przyjmijmy, ze mamy szescienng kostke do gry, ktéra jest symetryczna. To znaczy,
ze jest wyprodukowana z jednorodnego materiatu i zawsze w wyniku rzutu upada
jednga z szesciu Scianek do géry. Niech doswiadczenie losowe polega na rzucie taka
symetryczng kostka. Wiemy, ze zbiér mozliwych wynikéw dla tego doswiadczenia
mozna zapisac tak:
Q={1,2,3,4,5,6}

Powyisze doswiadczenie powtdrzmy 30 razy. Policzymy, jak czesto pojawi sie $cian-
ka z jednym oczkiem i jak czesto wypadnie $cianka z szescioma oczkami.

Czestoscig nazywamy stosunek liczby wystgpien interesujgcego nas zdarzenia do
liczby wszystkich doswiadczen losowych, w ktdrych to zdarzenie mogto sie pojawic.

Zatézmy, ze Scianka z jednym oczkiem wypadta siedem razy, a $cianka z szescioma
oczkami wypadta cztery razy. Zatem czestos$¢ otrzymania Scianki z jednym oczkiem

. 7 L . , . . ., 4
byta réwna 5, a czestos$¢ otrzymania Scianki z sze$cioma oczkami wynosita 5

Cwiczenie 1. Wykonaj 30 kolejnych rzutéw szescienng kostka do gry. Zapisz wynik
kazdego rzutu. lle razy pojawita sie scianka z jednym oczkiem, a ile razy — $cianka
z szescioma oczkami? Czy czestos¢ wystgpienia Scianki z jednym oczkiem oraz cze-
stos¢ wystgpienia scianki z sze$cioma oczkami sie powtdrzyty?

Otrzymane w kolejnych 30 rzutach czestosci nie muszg by¢ takie same, jak w po-
przedniej serii 30 rzutéw. Okazuje sie jednak, ze im dfuzsze serie rzutéw bedziemy
wykonywaé, tym czesto$é pojawiania sie interesujgcych nas wynikow bedzie sie sta-

1 1
bilizowaé w poblizu P Zatem mozna sie spodziewac, ze okoto s wszystkich wyni-

1
kéw beda stanowic Scianki z jednym oczkiem i okoto S wszystkich wynikow beda

stanowic $Scianki z szescioma oczkami.

1
Liczba E okresla szanse pojawienia sie w pojedynczym rzucie symetryczng sze-
Scienng kostka do gry scianki z jednym oczkiem. Jest ona teoretycznym odpowied-

nikiem czestosci i bedziemy jg nazywac prawdopodobienstwem wystgpienia tej
$cianki. Podobnie prawdopodobienstwo wystgpienia Scianki z szeScioma oczkami

. , 1
tez jest réwne .

Zanim podamy definicje prawdopodobienstwa, przyjrzyjmy sie wtasnosciom czestosci.
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Zauwazmy, ze:
1. Czestos¢ zdarzenia wyraza sie liczbg nieujemna.
2. Czestos¢ zdarzenia pewnego jest rowna 1.
Na przyktad, w trzydziestokrotnym rzucie symetryczng kostka do gry czestosc

30
zdarzenia: wypadta liczba oczek mniejsza od 7 jest réwna 30’ czyli 1.

3. Jesli dwa zdarzenia sie wykluczajg, to czestos¢ sumy tych zdarzen jest réwna
sumie czestosci tych zdarzen.
Na przyktad, w naszych 30 rzutach kostka, czestos¢ zdarzenia: wypadta Scianka
z jednym oczkiem lub $cianka z szescioma oczkami jest rdwna
11 .7 4
—, czyli —+—.
30 30 30

Definicja 1. Definicja aksjomatyczna prawdopodobieistwa
Prawdopodobienstwem okreslonym na skoriczonej przestrzeni zdarzern elemen-
tarnych Q2 nazywamy funkcje P, ktdra kazdemu zdarzeniu A, A — Q, przyporzad-
kowuje liczbe rzeczywista P(A) w taki sposéb, ze:

Al  P(A)=0

A2  P(Q)=

A3  jedliAcQ,BcQiANB=,toP(AUB)=P(A)+P(B).

Warunki A.1, A.2, A.3 nazywamy aksjomatami prawdopodobienstwa.
Pare (Q, P) nazywamy przestrzenig probabilistyczng. Mozna ja uwazac za mate-
matyczny model danego doswiadczenia losowego.

Definicja 1. nie podaje sposobu obliczania prawdopodobienstwa, lecz tylko warun-
ki, ktére musi spetniaé funkcja, by mozna byto jg nazwac prawdopodobierstwem.
W obliczaniu prawdopodobieristwa pomocne jest nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 1. Wtasnosci prawdopodobieistwa

Niech P bedzie prawdopodobieristwem okreslonym na przestrzeni zdarzen ele-

mentarnych Q oraz A, B bedg zdarzeniami zawartymi w przestrzeni Q. Wowczas:
1) P(@)=0
2)jesliAc B, to P(A) < P(B)
3)P(A) <1

)P(A")=1-P(A)

5)P(A U B)=P(A)+P(B)-P(AN B)

)

N

6) jesli zdarzenia A , A, ..., A zawarte w przestrzeni 2 wykluczajg sig parami,
to P(A, UA,U. uA) P(A)+P(A2)+...+P(An).

Udowodnimy wtasno$¢ 2) i wtasnos¢ 5).
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Ad 2) Niech A ¢ B < Q. Wowczas
B=AU(B—A)

i zdarzenia A oraz B — A sie wykluczaja.

Z aksjomatu A.3 wynika, ze
P(B)=P(A)+P(B—A). _

Z aksjomatu A.1 mamy Q
P(B)>0,P(A)>0,P(B—-A)>0

Zatem z ostatniej rownosci wynika, ze

P(B) = P(A), co koAczy dowdd wtasnosci 2).
Ad 5) Zauwazamy, ze
AUB=AU(B-A) A B

i zdarzenia A oraz B — A sie wykluczaja.

Z aksjomatu A.3 wynika, ze
P(AUB)=P(A)+P(B—A).

Obliczamy P (B — A), wiedzac, ze 0
B=(B-A)U(ANB)

i zdarzenia B — A oraz A M B sie wykluczaja.

Otrzymujemy:
P(B)=P(B—-A)+P(ANB), stad P(B—A)=P(B)-P(ANB)
Zatem
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB), co koriczy dowdd wtasnosci 5).

Cwiczenie 2. Udowodnij wtasnosci 1), 3), 4) twierdzenia 1.

UWAGA: Zauwaz, ze aksjomat A.3 okresla, jak oblicza¢ prawdopodobienstwo zda-
rzen, ktore sie wykluczajg. Natomiast wiasnosc 5) wskazuje, jak obliczy¢ prawdopo-
dobienstwo sumy dwdch dowolnych zdarzen, bez wzgledu na to, jaka jest ich czes¢
wspolna.

Zastosowanie twierdzenia 1. pokazemy w nastepujacych przyktadach.

Przyktad 1.

Wiadomo, 7e AcQ,BcQ oraz P(A)=0,5 i P(B)=0,7.Czy zdarzenia A i B moga
sie wykluczaé?

Zatézmy, ze zdarzenia A i B sie wykluczaja. Z aksjomatu A.3 wynika wéwczas, ze
P(AuUB)=P(A)+P(B)

Obliczamy:
P(AUB)=0,5+0,7=12 zatem P(AUB)>1

Otrzymalismy sprzecznos¢ z wtasnoscig 3) twierdzenia 1.

Zatem zdarzenia A i B nie moga sie wykluczac.
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Przyktad 2.

Wiadomo, z2e Ac Q, Bc Q oraz P(A')==, P(AuB)zé [ P(AmB):%. Obliczy-

1
4
my P(A), P(B) i P(A-B).

Obliczamy P(A), korzystajac z wtasnosci 4).

P(A)=1-P(A")
P(A)zl—%z%

Do obliczenia P(B) zastosujemy wtasnos¢ 5).
P(AUB) =P(A) + P(B) — P(ANB)
P(B)=P(AUB)—P(A)+P(ANB),  stad
p(B):Z_§+1=1
8 4 8 4
Obliczamy P(A — B). Wiemy, ze
A=(A-B)U(AnB) oraz (A-B)n(AnB)=0

Zatem
P(A)=P(A—B)+P(A N B) z aksjomatu A.3
P(A—B)=P(A)-P(ANB), wigc
3 1.5
A58
Otrzymali$my: P(A)zi, P(B):l, P(A—B):E
4 4 8

Przyktad 3.

Kostka czworoscienna jest wykonana z materiatu, ktory nie jest jednorodny. Na
Sciankach tej kostki s3 odpowiednio liczby: 1, 2, 3, 4. Wykonujemy jeden rzut kost-
kg i odczytujemy liczbe zapisang na dolnej sciance. Wiedzac, ze prawdopodobien-

stwo otrzymania liczby nie mniejszej niz 3 jest rowne o zas prawdopodobienstwo

4
otrzymania liczby nie wiekszej niz 3 jest rowne Y obliczymy prawdopodobienstwo

otrzymania liczby 3.

Okreslamy przestrzen zdarzen elementarnych
Q={1,2,3,4}

Przyjmijmy oznaczenia:
A — zdarzenie: otrzymano liczbe nie mniejszg niz 3,
B — zdarzenie: otrzymano liczbe nie wiekszg niz 3.

Zdarzeniu A sprzyjajg dwa zdarzenia elementarne:
A={3,4}
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Zdarzeniu B sprzyjajg trzy zdarzenia elementarne:
B=1{1,2,3}

Wodwczas
ANB= {3} oraz AUB=Q

Z wtasnosci 5) twierdzenia 1. otrzymujemy:
P(AnB)=P(A)+P(B)-P(AUB),

gdzie P(A):g, P(B):% oraz P(AUB)=P(Q)=1.Zatem
P(AmB):§+£—1:z
5 5 5

2
Prawdopodobienstwo otrzymania liczby 3 jest réwne .

Przyktad 4.

Szescienna kostka do gry zostata wykonana z materiatu, ktory nie jest jednorodny.
Wiadomo, ze $cianka z szescioma oczkami wypada 3 razy czesciej, niz kazda z pozo-
statych Scianek. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w pojedynczym rzucie tg kostka
otrzymamy parzystg liczbe oczek?

Doswiadczenie polega na jednokrotnym rzucie niejednorodng kostkg. Okreslamy
przestrzen zdarzen elementarnych:
Q=1{1,2,3,4,5,6}
Oznaczmy przez 3p prawdopodobienstwo otrzymania szesciu oczek w tym doswiad-
czeniu,
P({6})=3p
Z tresci zadania wynika, ze
P({1})=r({2})=P({3}) = P({a}) = P(i5))
Z wtasnosci 6) twierdzenia 1. wiemy, ze
P(Q)=P({1,2,3,4,5,6})=P({1}) + P({2}) + P({3}) + P({4}) + P({5}) + P({6})

Zatem

p

1
l=p+p+p+p+p+3p, stad p:§

Niech A oznacza zdarzenie: wypadta parzysta liczba oczek.
A={2,4,6}
Obliczamy P(A), korzystajac z whasnosci 6) twierdzenia 1.

P(A)=P({2,4,6})=P({2} v {4} w{6})=P({2})+P({4})+P({6})

5
Prawdopodobienstwo otrzymania parzystej liczby oczek jest réwne .
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Twierdzenie 2.

Jesli P jest prawdopodobieristwem okreslonym w przestrzeni zdarzen elementar-
nych Q oraz A, B, C sg zdarzeniami zawartymi w tej przestrzeni, to

P(AUB U C)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC).

Dowéd: P[(A U B) U €| =P(AUB)+P(C)-P[(AUB) N C|=
=P(A)+P(B)-P(AnB)+P(C)-Pl(AnC)U (BN )| =
P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—[P(AnC)+P(BAC)-P(ANBAC)|=
=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)

W dowodzie wykorzystaliSmy trzy razy wzér na prawdopodobieristwo sumy zdarzen
(twierdzenie 1. punkt 5) do obliczenia prawdopodobierstw

PlauB)uc] P(AUB)  P(ANC)U(BNO)
oraz wykorzystaliSmy prawo dziatan na zbiorach: (A U B) NC= (A N C) U (B N C).

Przyktad s.

Niech A, B, C beda zawarte w przestrzeni Q i P(A):%, P(B)z%, P(C')z%,

1 4

P(ANB)=—, P(BmC):i i P(ANC)=—. Obliczymy P(A N B N C), wiedzac
15 10 15

dodatkowo, ze zdarzenia A, B, C dajg w sumie przestrzen Q.

Z ostatniego twierdzenia wynika, ze
P(ANBNC)=P(AuBUC)-P(A)-P(B)-P(C)+P(ANB)+P(ANC)+P(BN C)
Mamy
AUBUC=0Q, wiec P(AUBUC)=P(Q)=1

P(C)=1—P(C’)=1—§=§, zatem

7 31 1 3 4
P(ANBNC)=1-—-=——+—+—+—=
10 5 3 15 10 15
21 18 10 2 9 8 49 19
=l-—————t—+—+—=1-—+—=0

30 30 30 30 30 30 30 30
Otrzymalismy wiec, ze P(A N B " C) = 0.

SP rawdz, CzyYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
1. Czy zdarzenia A i B zawarte w przestrzeni Q2 mogg sie wykluczag, jesli:
a) P(A)=0,61o0raz P(B)=0,37 b) P(A)=0,47 oraz P(B)=0,54?

2. Doswiadczenie polega na jednokrotnym rzucie symetryczng szescienng
kostka do gry. Podaj przyktad réznych zdarzen A i B, dla ktérych
P(A U B) < P(A) + P(B).
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D 3.

D 4.

10.

11.

Wykaz, ze jesli A = Q, B Q oraz P(A)=0,75i P(B)=0,5,to P(ANB)>0,25.

Wiadomo, ze A = Q oraz P(A’)>0,85 . Wykaz, ze dla dowolnego zdarzenia
B, B — Q, zachodzi nieréwnos¢ P(A N B) < 0,2.

Wiadomo, ze AU B=Q oraz P(A)=0,6 i P(B')=0,25. Oblicz P(B), P(A N B),
P(B—A).

Dane sg zdarzenia A, B zawarte w przestrzeni Q i takie, ze P(A ] B) =0,4 oraz
P(A)=0,12iP(B')=0,7. Oblicz P(A " B), P(A—B), P(A’ " B).

Na szesciennej symetrycznej kostce do gry sg dwie Scianki z liczbg 5, a na po-
zostatych Sciankach znajdujg sie odpowiednio liczby 1, 2, 3, 4. Doswiadczenie

polega na jednokrotnym rzucie kostkg do gry. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia A — na Sciance wypadta liczba nieparzysta.

W pudetku znajdujg sie kartki z réznymi numerami. Prawdopodobieristwo

wylosowania kartki z numerem nie mniejszym niz 10 jest rowne 7 a praw-

dopodobienstwo wylosowania kartki z numerem nie wiekszym niz 10 jest

3
réwne 5 Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kartki z numerem 10.

Biatlonista w jednej serii strzela pie¢ razy do celu. Prawdopodobienstwo tra-

fienia co najmniej trzy razy jest rowne E' a prawdopodobienstwo trafienia

CO najwyzej trzy razy wynosi e Jakie jest prawdopodobienstwo trafienia

w cel trzy razy przez biatloniste w jednej serii?

Rzucamy symetryczng dwunastoscienng kostkg, ktéra na jednej Sciance ma
zapisang liczbe 1, na dwadch Sciankach — liczbe 2, na trzech sciankach — licz-
be 3, na czterech sciankach — liczbe 4, a na pozostatych $ciankach — liczbe 5.
Niech A oznacza zdarzenie: wypadta liczba nieparzysta, B — zdarzenie: wypa-
dta liczba nie mniejsza niz 3. Oblicz:

a) P(A) b) P(B) c) P(A' N B) d) P((AmB)’)

Szescienna kostka do gry — z liczbami oczek od 1 do 6 na poszczegdlnych
Sciankach — zostata wykonana z materiatu, ktéry nie jest jednorodny. Wiado-
mo, ze Scianki z liczbami oczek 1, 2 i 3 wypadajg dwa razy czesciej niz pozo-
state $cianki. Doswiadczenie polega na jednokrotnym rzucie tg kostkg. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzen: A —wypadta liczba oczek bedaca liczbg pierw-
szg, B — wypadta liczba oczek nie wieksza od 4.

lo1
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Prawdopodobieistwo klasyczne

Zatdzmy, ze dana jest przestrzen zdarzen elementarnych Q pewnego doswiadczenia
losowego,

Q= {a)l, W ey a)n}.
Zdarzenia {a)l}, {wz}, e {a)n} wykluczajg sie parami. Z wtasnosci prawdopodobien-
stwa otrzymujemy:

1=P(Q)=P({o, 0, .0 })=P({w} Uio,}U..Uiw}) stad

1=pP({o,})+P({0,)) + . +P({0,})

Niech wszystkie zdarzenia elementarne bedga jednakowo prawdopodobne, tzn.

Pllo)) =P({w,}) = .. =P({w,}).

Wodwczas

P({a)l}):P({wz})Z...zP({a)n}):%

Jesli A jest dowolnym zdarzeniem zawartym w przestrzeni Q i zdarzeniu A sprzyja k
zdarzen elementarnych, to

1 1 1 1 1 k

P(A)==+=+=+..+==k-==—.
n n n n n n
R L ———

krazy

Otrzymalismy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. O prawdopodobieistwie klasycznym
Jesli przestrzen zdarzen elementarnych Q jest skoriczona i wszystkie zdarzenia
elementarne sg jednakowo prawdopodobne, natomiast A jest dowolnym zdarze-
niem w tej przestrzeni, to

k

() P(A)=—,

gdzie n jest liczbg wszystkich zdarzen elementarnych przestrzeni Q, k jest liczbg
zdarzen elementarnych tej przestrzeni sprzyjajgcych zdarzeniu A.

UWAGA: Wzér (*) mozna tez zapisa¢ nastepujaco:
A A
= lub P(A)=1=
]

gdzie symbole Q oraz \Q| oznaczajg moc zhioru Q, czyli liczbe elementdéw zbioru €2,

P(A)=

analogicznie symbole A oraz |A| oznaczajq liczbe elementéw zbioru A.

Twierdzenie 1. bywa nazywane klasyczng definicjg prawdopodobienstwa.

Pamietaj, ze twierdzenie 1. pozwala nam oblicza¢ prawdopodobienstwa réznych
zdarzen tylko wtedy, gdy wszystkie zdarzenia elementarne przestrzeni Q2 sg jedna-
kowo prawdopodobne.
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Przyktad 1.

Rzucamy dwa razy symetryczng czworoscienng kostkg. Na sciankach kostki znajduja
sie odpowiednio oczka od jednego do czterech. Po kazdym rzucie notujemy liczbe
oczek ze Scianki, na ktérg upadt czworoscian. Obliczymy prawdopodobienstwo zda-
rzen:

A —suma liczb oczek w dwdch rzutach jest réwna 6,

B — suma liczb oczek w dwdch rzutach jest nie wieksza od 5.

Wynik dwukrotnego rzutu kostkg mozna zapisac jako uporzgdkowang pare liczb, czy-
li cigg dwuwyrazowy. Pierwszy wyraz tego ciggu to liczba oczek uzyskana w pierw-
szym rzucie, a drugi wyraz — to liczba oczek uzyskanych w drugim rzucie. Kostka
jest symetryczna, wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne.
Otrzymujemy:

Q=1{{1,1),(1,2),(1,3),(1,4),
(2,1),((2,2),((2,3).(2. 4),
(3,1).(3,2).(3,3), (3, 4),

4,1),((4,2), (4,3), (4,4)]

Zdarzeniu A sprzyjajg trzy zdarzenia elementarne, ktdre sg oznaczone kolorem czer-
wonym. Zatem

Z\=3, stad
3

P(A)=—

(A)=1¢

Zdarzeniu B sprzyja dziesie¢ zdarzen elementarnych, oznaczonych kolorem zielonym.

B=10, wiec

P(B)—E
3

16
Prawdopodobieristwa zdarzen A i B sa réwne: P(A)= o P(B)=

0| un

UWAGA: Prawdopodobienstwa zdarzen z przyktadu 1. tatwo jest tez obliczyé¢, jesli
postuzymy sie tabelg, w ktdrej, przyktadowo, pierwsza kolumna przedstawia moz-
liwe wyniki pierwszego rzutu, pierwszy wiersz — mozliwe wyniki drugiego rzutu,
a w pozostatych polach wpiszemy sume liczb oczek w obu rzutach. Na przyktad licz-
ba 6 oznaczona w tabeli, na nastepnej stronie, kolorem czerwonym oznacza sume
2 + 4, gdzie 2 jest liczbg oczek otrzymang w pierwszym rzucie, a 4 — liczbg oczek
otrzymang w drugim rzucie.

163
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W tabeli obok trzy obwdédki zaznaczajg sumy
oczek réwne 6, wiec trzy zdarzenia elemen-
tarne sprzyjajg zdarzeniu A z przyktadu 1.
Podobnie mozna wyznaczy¢ liczbe zdarzen
sprzyjajacych zdarzeniu B.

Bl W|N| BR[|+
vl | w| N E

3 | 4
4 | 5
5 1®
@ 7
7 | 8

2
3
4
5
®

Przyktad 2.

Z talii sktadajgcej sie z 52 kart losujemy jedng karte. Obliczymy prawdopodobien-
stwo wylosowania karty, ktdra jest pikiem lub asem.

Mamy
Q — zbidr wszystkich jednoelementowych podzbioréw zbioru 52 kart.
Q=52

Wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne.
Oznaczmy zdarzenia:

A — wylosowana karta jest pikiem,

A=13

B — wylosowana karta jest asem,

B=4
Wodwczas

A U B oznacza zdarzenie — wylosowana karta jest pikiem lub asem.
Wiemy, ze

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B) twierdzenie 1. punkt 5), str. 156

Natomiast A N B oznacza zdarzenie — wylosowana karta jest asem pik. Zatem

ANB=1
Obliczamy:

13 4
P(A)==— P(B)=—
(4)=25 (8)=:;

1

P(ANB)=—
(AnB)=—
P(AuB)=E+i—i—E— 4

52 52 52 52 13

Prawdopodobienistwo wylosowania karty, ktéra jest pikiem lub asem, wynosi I

Cwiczenie 1. Ze zbioru {1, 2,3, .., 100} losujemy jedng liczbe. Oblicz prawdopo-
dobienstwo wylosowania liczby podzielnej przez 5 lub przez 7.
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Przyktad 3.

Sposréd liczb: 1, 2, 3, 4, ..., 1000 wybieramy losowo jedng liczbe. Jakie jest praw-
dopodobienstwo wylosowania liczby, ktéra jest podzielna przez 4 i jednoczesnie
nie jest podzielna przez 67

Okreslamy przestrzen zdarzen elementarnych i ich liczbe.
Q={1,2,3,4,..,1000} Q=1000
Wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne.
Oznaczmy zdarzenia:
A — wylosowana liczba jest podzielna przez 4,

B — wylosowana liczba jest podzielna przez 6.
Interesuje nas prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A — B.

Zauwazamy, ze
A B A=(A-B)uU (AN B), gdzie
zdarzenia A — B oraz A N B sie wykluczaja.
Zatem
P(A)=P(A-B)+P(ANB), stad
0 P(A—B)=P(A)-P(AN B)

A N B—to zdarzenie: wylosowana liczba jest podzielna przez 4 i przez 6, czyli
wylosowana liczba jest podzielna przez 12.

Obliczamy:
A=1000:4=250 1000 jest liczba podzielng przez 4
ANB=996:12=83 996 jest najwiekszg liczbg podzielng przez 12, ktéra
jest nie wieksza od 1000
2 167
P(A—B) _ 50 B 83 _ 6
1000 1000 1000

Prawdopodobienstwo wylosowania liczby podzielnej przez 4 i jednoczes$nie niepo-
dzielnej przez 6 jest rowne 0,167.

Przyktad 4.
Klasa IVc sktada sie z 18 dziewczat i 12 chtopcéw. Wybieramy losowo dwuosobowg
delegacje tej klasy. Obliczymy prawdopodobienstwo zdarzenia

A —w wybranej delegacji bedzie co najmniej jedna dziewczyna.

Zatézmy, ze kolejnos¢ wylosowania dwdch osdb nie jest istotna. Wéwczas
zdarzenia elementarne — to dwuosobowe podzbiory zbioru osdb z klasy IVc.
Q2 —to zbiér kombinacji dwuelementowych zbioru 30-elementowego

= (30 .
Q:[ j=¥=435

2

Wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne.
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| sposéb — Korzystamy z wtasnosci: P(A) = 1 — P(A’).
Zdarzenie A’ jest zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A i oznacza zdarzenie: zadna
dziewczyna nie jest w delegacji, czyli w delegacji bedg dwaj chtopcy.

= (12) 1211
A’:[ j:—:ee

2 2
Obliczamy:
p(A’):EZE
435 145
22 123
P(A)=1-P(A)=1-—"—="22
() ( ) 145 145

[l sposéb — Znajdujemy prawdopodobienstwo sumy zdarzen A i A, gdzie

A, oznacza zdarzenie: delegacja sktada sig z jednej dziewczyny i jednego chtopca,
A, oznacza zdarzenie: w delegacji beda dwie dziewczyny.

Wodwczas

A=A UA, i zdarzenia A , A, sie wykluczaja. Zatem
Z\ = 2\1 + Zz

¢ Jedng dziewczyne mozna wybraé na 18 sposobdw i jednoczesnie jednego chtop-
ca na 12 sposobdw, zatem

A1 =18-12=216

18
¢ Dwie dziewczyny mozna wybrac na ( 5 ] sposoby, wiec

= 18) 18-17
[ | s

2
Otrzymujemy:
A=216+153=369, stad
12
p(A):@:_g’
435 145

Prawdopodobienstwo wybrania delegacji, w ktdrej bedzie co najmniej jedna dziew-

1
czyna, jest rowne —.
145

UWAGA: Jesli w przyktadzie 4. zatozymy, ze kolejnos¢ wyboru dwdch oséb z klasy
IVc jest istotna, to przestrzen Q2 bedzie zbiorem dwuwyrazowych ciggdw o réznych
wyrazach ze zbioru uczniéw klasy IVc oraz

2 =30-29=870
Liczba zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A’ — w dwuosobowej delegacji sg sami chtop-
cy — jest wtedy réwna

12 - 11, czyli 132 Uwzgledniamy kolejno$¢ wyboru chtopcéw!
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Zatem

P(A):l—P(A'):l—E—@—E

870 870 145

Zatozenie o tym, ze kolejnos¢ wyboru dwdch osdb jest istotna czy tez nie jest, nie
wptyneto na wynik obliczen P(A). Mozna wybraé kazdy z tych dwdch modeli do
rozwigzania zadania z przyktadu 4. Jednak trzeba pamietac, ze nie wolno mieszac
tych modeli. To znaczy, ze okreslajac przestrzen Q jako zbiér podzbioréw, nie mozna
traktowac zdarzenia A jako zbioru ciggdw, i odwrotnie.

Cwiczenie 2. Doéwiadczenie polega na losowym wyborze dwéch oséb z klasy

IVc z przyktadu 4. Zaktadajac, ze kolejno$é wyboru tych osdb jest istotna, wykaz,

ze prawdopodobienstwo wylosowania jednej dziewczyny i jednego chfopca jest
72

rowne E .

Przyktad s.

Ze zbioru {1, 2,3,4,5,6,7, 8} losujemy kolejno cztery cyfry ze zwracaniem i tworzy-
my liczbe czterocyfrowg. Obliczymy prawdopodobienstwo zdarzenia:

A —w zapisie otrzymane;j liczby wystepuje jeden raz cyfra 7 i jeden raz cyfra 8

B — otrzymana liczba jest mniejsza od 3500.

Kolejnos¢ wylosowanych cyfr jest istotna, cyfry mogg sie powtarzac.

Przestrzen Q — to zbidr czterowyrazowych ciggdw, ktérych wyrazy nalezg do zbioru
{1, 2,3,4,5,6,7, 8} i mogaq sie powtarzad.

Mamy:

Q={(a,b,c,d): a,b,c,de{1,2,3,4,5,6,7,8}}

Q=g
Wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne.
Wyznaczamy liczbe zdarzen elementarnych, sprzyjajacych zdarzeniu A.
4 — liczba miejsc, na ktérych mozna wpisac cyfre 7
3 — liczba miejsc, na ktérych mozna wpisac¢ cyfre 8, bo jedno miejsce zajmuje
cyfra?7
62 — liczba mozliwosci wpisania na pozostatych dwdch miejscach cyfr ze zbioru
{1,2,3,4,5,6}

Zatem
A=4.3.6°
Wodwczas
4.3.6- 27
P(A)— 3.6 6__

- 8.8.8-8 256

167
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Zdarzenie B oznacza: otrzymana liczba jest mniejsza od 3500. Zauwazmy, ze
B=B,UB,
gdzie
B, —to zdarzenie: otrzymana liczba jest mniejsza od 3000
B, —to zdarzenie: otrzymana liczba nalezy do przedziatu (3000, 3500)
i zdarzenia B,, B, sig wykluczajg. Wowczas
P(B)=P(B)+P(B,)
Wyznaczamy liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu B,
2 — liczba mozliwosci wybrania cyfry tysiecy — moze to by¢ 1 lub 2
83 — liczba mozliwosci wybrania pozostatych trzech cyfr ze zbioru
{1, 2,3, .., 8} — cyfry mogg sie powtarzac

B.=2-8°
Wyznaczamy liczbg zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu B,:
1 — liczba mozliwosci wybrania cyfry tysiecy — jest ona réwna tylko 3
4 — liczba mozliwosci wybrania cyfry setek z cyfr: 1, 2, 3, 4
82 — liczba mozliwosci wybrania pozostatych dwéch cyfr ze zbioru
{1,2,3,4,5,6,7,8}

B,=1-4-8°
Obliczamy P(B):

2.8 4.8 1 1 5
B)=P(B,)+P(B,)=" T =2 = =2
p(e)-r(e)er(e) 22 A8 1,15
27 5
Ot liSmy: P(A)=—, P(B)=—.
rzymalismy: P(A) . (B) "

Cwiczenie 3. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia C — cyfrg jednosci otrzyma-
nej liczby w przyktadzie 5. jest cyfra 2 i jednoczesnie otrzymana liczba jest podzielna
przez 4.

Przyktad 6.

W pudetku mamy 9 rozrdznialnych kul: 4 biate, 3 czarne i 2 niebieskie. Wybieramy
losowo trzy kule. Obliczymy prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) A —wsrdd wylosowanych kul jest jedna kula biafa,

b) B — wsréd wylosowanych kul tylko dwie kule sg w jednym kolorze.

Kolejnos¢ losowania kul nie jest istotna.
Q — zbidr kombinacji 3-elementowych zbioru 9-elementowego

= (9 ! -8-
Q= :izgzgz;
3) 3le! 6

Wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne.
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Ad a) Zdarzenie A oznacza, ze jedna z wylosowanych kul jest biata, a pozostate dwie
kule nie sg biate. Z 4 biatych kul mozemy wylosowac¢ jedng kule na 4 sposoby i jed-

5
noczesnie z pozostatych pieciu kul, ktore nie sg biate, losujemy dwie kule na [ J

sposobow. Zatem
= 5 4 40 1
A=4. =4-5—=4o, wiec P(A):—Oz—o
2 2 84 21

Ad b) Zdarzenie B oznacza, ze wylosujemy dwie kule, ktére bedg w jednym kolorze
sposrad trzech danych kolordw, a trzecia kula bedzie w innym kolorze niz poprzed-
nie dwie kule. Mamy trzy przypadki:

B, —zdarzenie: dwie wylosowane kule sg biate i trzecia nie jest biatfa

B, —zdarzenie: dwie wylosowane kule s3 czarne i trzecia nie jest czarna

B, —zdarzenie: dwie wylosowane kule sg niebieskie i trzecia nie jest niebieska
Zauwaz, ze zdarzenia B , B,, B, parami si¢ wykluczaja oraz

B_ = §1 u_82 v B, zatem

B=Bi1+B>+Bs
Obliczamy:

Ll 50 3R

B=30+18+7=55, wiec

55

P(B)=—

( ) 84
W losowaniu trzech kul, prawdopodobienstwo wylosowania jednej kuli biatej jest

, 10 .y . . .
réwne o1 a prawdopodobienstwo wylosowania dwdch kul w takim samym kolorze

Wynosi >5
84

Przyktad 7.

Z pudetka, w ktérym znajduje sie 10 losdw pustych i 2 losy wygrywajgce, losujemy n
losow. Wyznaczymy najmniejszg liczbe n, dla ktérej prawdopodobienstwo wyloso-

1
wania co najmniej jednego losu wygrywajacego jest wieksze od >

Okreslamy przestrzen zdarzen elementarnych.
Q2 —to zbiér kombinacji n-elementowych zbioru 12-elementowego,
ne{1,23,.,12}

©

12
=[ j Wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne.
n
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Niech A oznacza zdarzenie: wylosowano co najmniej jeden los wygrywajgcy. Wow-
czas A’ to zdarzenie: wszystkie wylosowane losy sg puste.
Wiemy, ze

P(A)>%

1—P(A')>%, stad P(A')<%

Obliczamy P(A"). Zauwazmy, ze jeslin € {11, 12}, to P(A') =0, zatem P(A’) <% )

Rozpatrzmy przypadek, gdy n € {1, 2, 3, ..., 10}. Wéwczas mamy:

24

10
P(A'):[nj— 10! nl-(12—n)! (11-n)-(12-n)

(12J_n!-(10—n)!' 121 1112

n

(117n)-(127n)<1
11-12 2
(11-n)(12—-n) <66
n”—-23n+66<0
A=23’—4-66=265

23—-4/265 _ 23++/265
2

HIZTQ3,36 n,

~19,64

1
Wyznaczamy wszystkie liczby n spetniajgce nieréwnosé P(A’) < >

23-+/265 23++/265
’ 2

2

{1,2,3,...,10} m( Ju{ll, 12}=1{4,5,6,7,8,9,10,11,12}

Najmniejsza mozliwa liczba n jest réwna 4. To znaczy, ze nalezy wylosowac co naj-
mniej cztery losy, aby prawdopodobieristwo wylosowania co najmniej jednego losu

1
wygrywajacego byto wieksze od E .

Cwiczenie 4. Oblicz prawdopodobieistwo zajscia zdarzenia A z przyktadu 7.
w przypadku, gdy n=4.
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SPVaWdi, czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie symetryczng szescienng
kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:
a) A — suma liczb wyrzuconych oczek jest réwna 8,
b) B —iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest liczbg pierwsza,
c) C— w pierwszym rzucie wypadta wieksza liczba oczek niz w drugim rzucie,
d) D — co najmniej raz wypadta parzysta liczba oczek.

2. Doswiadczenie losowe polega na rzucie dwiema czworosciennymi symetrycz-
nymi kostkami z liczbami 1, 2, 3, 4 na poszczegdlnych sciankach. Oblicz praw-
dopodobienstwo zdarzenia:

a) A — na obu kostkach wypadta taka sama liczba,

b) B — suma otrzymanych liczb jest wieksza od 3,

c) C —iloczyn otrzymanych liczb jest nie wiekszy od 6,

d) D — jedna z otrzymanych liczb jest dzielnikiem drugie;.

3. Ze zbioru 52 kart losujemy jedna karte. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:
a) A — wylosowana karta jest damg w czerwonym kolorze lub kartg
w kolorze karo,
b) B wylosowana karta jest figurg (walet, dama, krdl, as) lub kierem,
c) C — wylosowana karta jest mtodsza od dziesiatki i nie jest treflem,
d) D — wylosowana karta jest w czarnym kolorze i nie jest figura.

4. Ze zbioru wszystkich liczb dwucyfrowych losujemy jedng liczbe. Oblicz praw-
dopodobienstwo zdarzenia:
a) A — wylosowana liczba jest podzielna przez 11,
b) B — wylosowana liczba jest nie wieksza niz 37 i nie mniejsza niz 26,
c) C — wylosowana liczba jest podzielna przez 5 i nie jest podzielna przez 3,
d) D — wylosowana liczba jest catkowitg wielokrotnoscig liczby 6 lub liczby 8.

5. Ze zbioru liczb {7, 8, 9, ..., 251} losujemy jedna liczbe. Oblicz prawdopodo-
bienstwo zdarzenia:
a) A — wylosowana liczba w wyniku dzielenia przez 3 daje reszte 1,
b) B — wylosowana liczba w wyniku dzielenia przez 4 daje reszte 2.

6. W klasie IVd jest 32 ucznidw. Z tej klasy na zajecia kota matematycznego
uczeszcza 13 ucznidw, a na zajecia kota fizycznego — 8 ucznidw. W zajeciach
zadnego z wymienionych két nie bierze udziatu 17 uczniéw tej klasy. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze losowo wybrany uczen klasy 1Vd:

a) chodzi na zajecia kota matematycznego lub kota fizycznego,
b) chodzi na zajecia tylko jednego z tych kot.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

W grupie siedmiorga przyjaciét sg dwie dziewczyny i pieciu chtopakdéw. Wy-
bieramy losowo dwie osoby z tej grupy. Ktére zdarzenie jest bardziej prawdo-
podobne: wylosujemy co najmniej jedng dziewczyne, czy wylosujemy dwdch
chtopakéw?

Na loterii znajduje sie 20 losdw pustych i 5 losdw wygrywajgcych. Wyciggamy
losowo dwa losy. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) tylko jeden wybrany los jest wygrywajacy,

b) co najwyzej jeden los jest wygrywajacy.

Basia ma 10 ksigzek przygodowych, wsréd nich ksigzke A i ksigzke B. Wszyst-
kie ksigzki postawita losowo w jednym szeregu na pétce. lle jest réwne praw-
dopodobienstwo zdarzenia:

a) miedzy ksigzkami A i B beda staty trzy ksigzki,

b) ksigzki A i B nie beda staty obok siebie?

Dziesiec¢ osdb stoi losowo w kolejce do kasy biletowe], wsrdd nich Kamila i Pa-
wet. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia A - miedzy Kamilg i Pawtem
stojg trzy osoby?

W pudetku mamy 12 rozrdznialnych kul: 3 biate, 4 czarne i 5 niebieskich. Wy-

bieramy losowo trzy kule. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) wylosowane kule bedg kazda w innym kolorze,

b) wszystkie wylosowane kule bedg w takim samym kolorze,

c) dwie wylosowane kule beda w takim samym kolorze, a trzecia w innym
kolorze.

W szufladzie mamy 10 rozrdznialnych kul: 5 niebieskich, 4 czerwone i 1 biatg.
Losujemy kolejno dwa razy po jednej kuli. Oblicz prawdopodobienstwo zda-
rzenia: wylosowane kule sg réznego koloru, jesli losowanie odbyto sie:

a) bez zwracania pierwszej kuli do szuflady,

b) ze zwrdceniem pierwszej kuli do szuflady przed wylosowaniem drugiej kuli.

Partie 60 sztuk towaru poddaje sie kontroli przez wylosowanie trzech sztuk
i sprawdzenie ich jakosci. Jesli co najmniej jedna z nich jest wadliwa, to od-
rzucamy catg partie. W przeciwnym przypadku partia towaru zostaje przyjeta.
Co jest bardziej prawdopodobne: odrzucenie partii zawierajgcej 5% sztuk wa-
dliwych, czy przyjecie partii zawierajacej 65% sztuk wadliwych?

W klasie liczacej wiecej niz 20 osdb, jest 10 dziewczat i pewna liczba chtop-
cow. Wybieramy losowo dwie osoby z tej klasy. llu jest chtopcéw w tej klasie,
jesli prawdopodobienistwo wylosowania jednej dziewczyny i jednego chtopca
jest réwne 0,5?

W kartonie znajduje sie 20 zardwek, w tym pewna liczba zaréwek wadliwych.
Wybieramy losowo dwie zarowki. lle co najwyzej dobrych zaréwek znajduje
sie w tym kartonie, jesli prawdopodobienstwo wylosowania jednej zaréwki
dobrej i jednej wadliwej jest wieksze od 0,17
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Doswiadczenia losowe wieloetapowe

W tym temacie oméwimy doswiadczenia losowe, ktére mozna przedstawic jako ciagg
pewnych doswiadczen czgstkowych. Takimi doswiadczeniami sg np.: powtarzajgce
sie rzuty kostkg, monetg lub kilkukrotne losowanie liczb z danego zbioru.

Przyktad 1.

Doswiadczenie losowe polega na utworzeniu liczby dwucyfrowej w nastepujgcy
sposoéb: ze zbioru {1, 2,3, 4} losujemy cyfre dziesigtek, a nastepnie — z pozostatych
cyfr — cyfre jednosci. Sposdb tworzenia zdarzen elementarnych zilustrujemy za po-
mocg drzewa stochastycznego.

Drzewo sktada sie z odcinkdéw — zwanych krawedziami, i punktéw — zwanych weztami.
Etap | doswiadczenia losowego polega na wylosowaniu jednej cyfry ze zbioru czterech
cyfr, ktéra bedzie cyfrg dziesigtek. Z pierwszego wezta prowadzimy cztery krawedzie,
reprezentujgce wyniki tego etapu. Pod krawedziami wpisujemy wyniki: 1, 2, 3, 4. Etap
Il polega na wylosowaniu drugiej cyfry z danego zbioru, ale réznej od cyfry wylosowa-
nej w | etapie, ktéra bedzie cyfrg jednosci. Punkty 1, 2, 3, 4 sg teraz weztami, z ktérych
prowadzimy po trzy krawedzie, przedstawiajgce wyniki drugiego etapu.

1 2 3 4 | etap

2 3 4 1 3 4 1 2 4 1 2 3 lletap

Na drzewie zdarzenie elementarne (Iiczbe dwucyfrowa) reprezentuje tzw. gataz,
sktadajaca sie z jednej krawedzi zielonej i jednej krawedzi czerwonej. Mamy:
{(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,3),(2,4),(3,1), (3,2), (3, 4), (4, 1), (4, 2), (4, 3)}.
Przestrzen zdarzen elementarnych mozna zapisac:
Q= {12,13, 14,21, 23, 24,31, 32, 34, 41, 42, 43}.

173

Drzewo stochastyczne umozliwia obliczanie prawdopodobienstw zdarzen. Praw-
dopodobienstwo okreslamy wéwczas w nastepujacy sposob:

1) Obok kazdej krawedzi wpisujemy prawdopodobiefistwo otrzymania danego
wyniku czgstkowego w pojedynczym etapie. Suma prawdopodobienstw przypisa-
nych krawedziom wychodzgcym z kazdego wezta ma by¢ réowna 1.

2) Kazdemu zdarzeniu elementarnemu przyporzadkowujemy iloczyn prawdopo-
dobienstw, przypisanych kolejnym krawedziom gatezi, reprezentujacej to zdarze-
nie elementarne. Jest to tzw. reguta iloczyndéw.

3) Prawdopodobienistwo zdarzenia opisanego przez kilka gatezi drzewa jest réwne
sumie prawdopodobienstw przypisanych do tych gatezi. Jest to tzw. reguta sum.
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Okreslone na poprzedniej stronie prawdopodobienistwo spetnia definicje 1. str. 156.
Dowdd pokazemy dla pewnego dwuetapowego doswiadczenia losowego w przykfa-
dzie 6.

Przyktad 2.

Na drzewie okreslimy prawdopodobienstwa dla poszczegdlnych wynikdéw czgstko-
wych doswiadczenia losowego z przyktadu 1. Nastepnie wyznaczymy prawdopodo-
bienstwa zdarzen elementarnych. Potem obliczymy prawdopodobieristwo zdarze-
nia A — otrzymana liczba jest wieksza od 31.

W pierwszym etapie prawdopodobienstwo wylosowania kazdej z czterech cyfr jest

1
réwne e W drugim etapie prawdopodobienstwo wylosowania jednej cyfry spo-
1
$réd trzech cyfr jest rowne 3 Sumy prawdopodobienstw przy krawedziach wycho-

dzacych z tych samych weztéw sg réwne 1.

1 1
4 4
1 1
4 4
1 2 3 4 | etap
1 1 1 1 1 1 1 1
3 1\3 3 1\3 3 13 3 1\3
3 3 3 3

2 3 4 1 3 4 1 2 4 1 2 3 lletap

Wiemy juz, ze Q= {12, 13,14, 21, 23, 24,31, 32, 34, 41, 42, 43}.
Zgodnie z regutg iloczyndéw otrzymujemy:
11 1 11 1 11 1
P({12})==-==— P({13})==-==— P({14})==-==—
({})43 12 ({})43 12 ({})43 12
Podobnie obliczamy prawdopodobieristwa pozostatych zdarzen elementarnych.
Wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne, a prawdopodo-

bienstwo zajscia kazdego z nich jest réwne E .

Zdarzenie A —to zdarzenie: otrzymaliSmy liczbe wiekszg od 31. Wéwczas
A={32,34,41,42,43}
Stosujemy regute sum:
P(A) = P({32}) + P({34}) + P({a1}) + P({42}) + P({43}) =
1 1 1 1 1 5
=t —t—+—+—=—
12 12 12 12 12 12

Prawdopodobieristwo otrzymania liczby wiekszej od 31 jest rowne E .

Cwiczenie 1. Doéwiadczenie losowe jest opisane przez drzewo z przyktadu 2.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia B — otrzymana liczba jest podzielna przez 3.
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Przyktad 3.

Rzucamy trzykrotnie niesymetryczng monetg. PrawdopodobieAstwo otrzymania
. o . 3 . .1 .
orta w pojedynczym rzucie jest rowne =, a reszki — wynosi —. Narysujemy drze-
4 4

wo dla tego doswiadczenia losowego i obliczymy prawdopodobieristwo zdarzenia
A — otrzymalismy co najmniej dwa orty.

3 1
/X
0 R | rzut
3 1 3 1
4 4 4 4
(o] R 0 R Il rzut
3 1 3 1 3 1 3
0 R o} R 0 R 0 R Il rzut

Q=1{(0,0,0),(0,0,R),(0,R,0),(0,R,R), (R, 0,0),(R,O,R), (R,R,0), (R, R, R)}
Zauwaz, ze zdarzenia elementarne nie sg jednakowo prawdopodobne. Mamy:
-{(0,0,0),(0,0,R), (0, R, 0), (R, 0,0)}
p(a)=2 33,331,313 133
4 44 444 444 4414
27 9 9 9 27
=t —+—

64 64 64 64 32
Prawdopodobienistwo otrzymania w trzech rzutach co najmniej dwdch ortéw jest

, 27
rowne —.
32

Cwiczenie 2. Rzucamy czterokrotnie symetryczng moneta. Narysuj drzewo dla
tego doswiadczenia. Zaznacz na drzewie gatezie, reprezentujgce zdarzenia elemen-
tarne sprzyjajace zdarzeniu A — w drugim rzucie wypadt orzet, a w trzecim — reszka.
Oblicz prawdopodobienstwo tego zdarzenia.

Przyktad 4.

Doswiadczenie losowe polega na trzykrotnym rzucie symetryczng sze$cienng kost-
ka do gry. Obliczymy prawdopodobieristwo zdarzenia: co najmniej raz wypadnie
szes$¢ oczek.

Niech A oznacza zdarzenie: w trzykrotnym rzucie kostka, co najmniej raz otrzymamy
szes$¢ oczek.
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Zadanie rozwigzemy na dwa sposoby. W pierwszym sposobie zastosujemy prawdo-

podobienstwo klasyczne, a w drugim skorzystamy z drzewa stochastycznego. W obu

sytuacjach prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A obliczymy ze wzoru
P(A)=1-P(A),

gdzie A’ to zdarzenie: w zadnym rzucie nie otrzymamy szesciu oczek.

| sposéb — korzystamy z prawdopodobienstwa klasycznego.
Q —to zbidr trzywyrazowych wariacji z powtdrzeniami
zbioru {1, 2,3,4,5,6}, czyli
Q:{(a,b,c): a,b,ce{1,2,3,4,5, 6}} .

Zatem

0=6°=216
Wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne.
Okresdlamy zbiér zdarzen elementarnych, sprzyjajgcych zdarzeniu A’.

A'={(a,b,c): a,b,c€{1,2,3,4,5}}

Wodwczas

= 125 125 91

A'=5°=125, P(A")==—=, wiec P(A)=1-"F=—"

216 216 216

Il sposdb — korzystamy z drzewa stochastycznego.
Trudno jest narysowad drzewo, na ktérym bytoby przedstawionych 216 zdarzen ele-
mentarnych, opisanych w | sposobie. Dlatego wprowadzimy inny model. Aby obli-
czyé P(A) przyjmiemy, ze w pojedynczym rzucie kostkg otrzymamy tylko dwa wyniki
czastkowe:

wypadto szes¢ oczek oraz nie wypadto szesc oczek.

Wiemy, ze prawdopodobiefistwo otrzymania pierwszego wyniku jest réwne l,
6

5
a drugiego wyniku — wynosi P Rysujemy drzewo i wpisujemy prawdopodobien-

stwa przy wszystkich krawedziach. Dla uproszczenia wynik wypadto szes¢ oczek
oznaczymy symbolicznie jako 6, a wynik nie wypadto szesc¢ oczek, jako —6.

6 -6 | rzut
1 2 1 3
A N
6 -6 6 -6 Il rzut
1 5 1 5 1 5 1 5
6 6 6 6 6 6 6 6

6 -6 6 -6 6 -6 6 -6 Il rzut
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Mamy:
Q={(s,6,6),(6,6,—6), (6, =6, 6), (6,6, —6), (=6, 6, 6), (=6, 6, —6),
(—6, —6, 6), (=6, —6,—6)}
Zdarzenia elementarne nie sg jednakowo prawdopodobne.

Tylko jedno zdarzenie elementarne sprzyja zdarzeniu A’:
A= {(—6, =6, —6)}

Na drzewie gatgz przedstawiajaca to zdarzenie jest zaznaczona czerwonym kolorem.
Obliczamy:

555 (5Y
p(A)=2.2.2 = 2|, stad
()666(6j >
5’ 125 91
P(A)=1-P(A)=1—-|2| =1-2 -2~
(4) () (6) 216 216

Prawdopodobienstwo, ze w trzech rzutach kostka co najmniej raz otrzymamy szesc

. . 91
oczek, jest rowne —.
216

Cwiczenie 3. Jak mozna obliczyé¢ P(A) z przyktadu 4. za pomoca narysowanego
drzewa, bez wyznaczania P(A’)?

Na drzewach mozna réwniez przedstawia¢ doswiadczenia o nieokreslonej liczbie
etapow.

Przyktad s.

Strzelec ma trzy naboje. Strzela do tarczy do pierwszego trafienia lub do wyczerpa-
nia nabojow. Oddajac jeden strzat, strzelec trafia w cel z prawdopodobieristwem 0,7.
Narysujemy drzewo dla tego doswiadczenia i obliczymy prawdopodobieristwo zda-
rzenia A — cel zostat trafiony za drugim lub trzecim razem.

Niech T znaczy: strzelec trafit, a N — strzelec nie trafit. Rysujemy drzewo.

0,7 0,3
T N | strzat
0,7 0,3
NT NN Il strzat
0,7 0,3
NNT NNN Il strzat

Q= {T, NT, NNT, NNN}
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Zdarzenia elementarne nie sg jednakowo prawdopodobne.

Obliczamy P(A):
A= {NT, NNT}
P(A)=0,3-0,7+0,3-0,3-0,7=0,273
Prawdopodobienstwo trafienia w cel za drugim lub trzecim razem jest réwne 0,273.

Przyktad 6.

Ponizsze drzewo stochastyczne przedstawia pewien schemat dwuetapowego do-
Swiadczenia losowego. Suma prawdopodobierstw przy krawedziach wychodzacych
z kazdego weztfa jest réwna 1. Do obliczania prawdopodobieristwa zdarzen stosu-
jemy regute iloczyndw i regute sum. Pokazemy, ze tak okreslone prawdopodobieni-
stwo spetnia definicje 1. str. 156.

Py P,
a, a, | etap
a, 4, . 4; r "
b, b, b, ¢, ¢, lletap

Na rysunku powyzej p,, p,, q,, 9,, g, I, r, — to prawdopodobienstwa przypisane
poszczegdlnym krawedziom drzewa oraz spetnione sg warunki:

p,+p,=1 q,+q,+q,=1 ro+r,=1
Okreslamy przestrzen zdarzen elementarnych:

Q={(a,b),(a,b),(a,b,), (a,c) (a,c)}
Poszczegdlnym zdarzeniom elementarnym przyporzadkowane sg — zgodnie z regutay
iloczyndéw — prawdopodobienstwa w nastepujacy sposob:

P({(av b)) =pivas P({(en b)) =pia.  P({(anb)})=p.-a.
P({(az'cl)})sz'rl P({(az'cz)})zpz‘rz

1) Zgodnie z regutg sum, prawdopodobienstwo zdarzenia opisanego przez kilka ga-
tezi jest rowne sumie prawdopodobienstw przypisanych do tych gatezi. Zatem
jesliAcQ,BcQ oraz AnB=0, to P(AUB)=P(A) + P(B)

Jest spetniony trzeci aksjomat definicji prawdopodobienstwa.

2) Z zatozenia liczby p,, p,, q,, 9,, q,, r,, I, jako prawdopodobiefstwa wynikow
czastkowych sg nieujemne. Wéwczas
p,-9,20, p,-9,20, p,-9,20, p,-r, 20, p,-r,20
i dla dowolnego zdarzenia A, A — €, jest spetniony pierwszy aksjomat P(A) > 0.
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3) Pozostaje pokazaé, ze jest spetniony drugi aksjomat, czyli ze P(Q) =1.

Z zatozenia mamy

p,+p,=1 q,+q,+q,=1 r+r=1

1 2

Obliczamy:

P(Q)=p,-q,+p,-a,+p,-q,+p, 1, +p,T,=
=p(g,+aq,+q,)+p,(r,+r)=p,-1+p,-1=p +p,=1, cokoriczy dowdd.

UWAGA: Podobne obliczenia jak w przyktadzie 6. mozna wykona¢ w przypadku do-
Swiadczen losowych o wiekszej liczbie etapdw i wiekszej liczbie wynikédw czgstko-
wych w poszczegdlnych etapach.

SPVaWdi, Czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1.

Ze zbioru {1, 2, 3} losujemy trzy razy jedng cyfre ze zwracaniem i tworzy-

my liczbe trzycyfrowa. Wykonaj drzewo dla tego doswiadczenia. Zapisz prze-

strzen zdarzen elementarnych. Nastepnie:

a) wyroznij kolorem gatezie odpowiadajgce zdarzeniom elementarnym sprzy-
jajgcym zdarzeniu A — otrzymana liczba jest liczbg podzielng przez 6,

b) zapisz przy krawedziach drzewa odpowiednie prawdopodobienstwa i na
tej podstawie oblicz P(A).

Ze zbioru {1, 2, 3,4, 5} losujemy dwa razy jedng cyfre bez zwracania i two-

rzymy liczbe dwucyfrowa. Wykonaj drzewo dla tego doswiadczenia. Zapisz

przestrzen zdarzen elementarnych. Nastepnie:

a) wyroznij kolorem gatezie, reprezentujgce zdarzenia elementarne, ktére
sprzyjajg zdarzeniu A — otrzymana liczba jest podzielna przez 3,

b) wyrdznij innym kolorem gatezie, odpowiadajgce zdarzeniom elementar-
nym sprzyjajgcym zdarzeniu B — otrzymana liczba jest podzielna przez 4,

c) zapisz przy krawedziach drzewa odpowiednie prawdopodobienstwa i na
tej podstawie oblicz P(A), P(B), P(A n B), P(A U B).

Janek trenuje koszykéwke. Trafia do kosza z linii rzutéw wolnych srednio
7 razy na 10 rzutéw. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia A — Janek, wyko-
nujac trzy rzuty wolne, trafi do kosza co najmniej 2 razy.

. . . 2
Strzelec A trafia do tarczy z prawdopodobiedstwem rownym =, a strzelec
3

B — z prawdopodobierstwem réwnym % Obaj strzelcy oddajg po jednym

strzale do tej samej tarczy. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia C — tarcza
zostata trafiona co najmniej jeden raz.

W szufladzie lezg 4 skarpetki niebieskie, 6 skarpetek czarnych i 2 biate. Wycia-
gamy losowo kolejno bez zwracania dwie skarpetki. Oblicz prawdopodobien-
stwo zdarzenia A — obie wylosowane skarpetki sg w jednym kolorze.

1749
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10.

11.

12.

W pojedynczym rzucie niesymetryczng monetg prawdopodobienstwo otrzy-

. . . 1 . . 2
mania orta jest réwne 5 , a reszki jest rowne 5 Rzucamy trzy razy tg mo-

netg. Korzystajac z drzewa, oblicz prawdopodobienstwo zdarzen:
A — reszka wypadta dwa razy, B — orzet wypadt co najwyzej jeden raz.

Symetryczna czworoscienna kostka ma dwie $cianki w kolorze biatym, jedng
— w kolorze niebieskim i jedng — w kolorze zielonym. Rzucamy trzy razy tg
kostka. Korzystajac z drzewa, oblicz prawdopodobienstwo zdarzen:

A — co najmniej raz wypadta Scianka w kolorze niebieskim,

B — we wszystkich rzutach wypadty $cianki w takim samym kolorze,

C— w kazdym rzucie wypadt inny kolor Scianki od pozostatych.

Symetryczna kostka w ksztatcie szescianu ma trzy Scianki w kolorze biatym,
dwie Scianki w kolorze czerwonym i jedng $cianke w kolorze zielonym. Rzu-
camy trzy razy tg kostka. Korzystajac z drzewa, oblicz prawdopodobieristwo
zdarzen:

A — co najmniej raz wypadta Scianka w kolorze czerwonym,

B — scianka w kolorze biatym wypadta tylko raz,

C —w kazdym rzucie wypadta scianka w kolorze czerwonym lub zielonym.

W worku znajduja sie piteczki pingpongowe w rdéznych kolorach: 2 zielone,
3 pomaranczowe i 5 biatych. Losujemy kolejno bez zwracania 4 piteczki.
Korzystajac z drzewa, oblicz prawdopodobienstwo zdarzen:

A — tylko pierwsza wylosowana piteczka byta zielona,

B — wszystkie wylosowane piteczki byty w kolorze biatym lub zielonym,

C — trzy wylosowane piteczki byty pomaranczowe.

Rzucamy piec razy symetryczng czworoscienng kostka z liczbami 1, 2, 3, 4 na
poszczegdlnych $ciankach. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen:

A —liczba 2 wypadnie co najwyzej jeden raz,

B — suma otrzymanych liczb jest réwna 6.

W worku znajdujg sie trzy rodzaje maskotek: 5 kotkdw, 6 pieskow i 9 misidw.
Losujemy jedng maskotke. Jesli otrzymamy kotka, to konczymy losowanie;
jesli nie — maskotke odktadamy na bok i losujemy z worka kolejny raz jedng
maskotke. Jesli otrzymamy kotka, to koriczymy losowanie, a jesli nie — to ma-
skotke odktadamy i wykonujemy trzecig prébe. Oblicz prawdopodobieristwo
zdarzenia A — co najwyzej w trzeciej prébie wylosujemy kotka.

Monika ma trzy strzatki. Rzuca kolejno strzatkami do tarczy do pierwszego tra-
fienia w tarcze lub do wyczerpania strzatek. Prawdopodobienistwo trafienia
w tarcze w kazdym rzucie jest takie samo. Oblicz prawdopodobienstwo tra-
fienia przez Monike do tarczy w pierwszym rzucie, jesli prawdopodobienstwo

. . . , 4
trafienia za trzecim razem jest rowne 5 o
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Przyktad 1.

Wykonano dwukrotny rzut symetryczng szescienng kostkg do gry. Wéwczas okaza-
to sie, ze w drugim rzucie wypadto 5 lub 6 oczek. Znajgc te informacje, obliczymy
prawdopodobieistwo otrzymania w pierwszym rzucie mniejszej liczby oczek niz
w drugim rzucie.

Zapisujemy przestrzen zdarzen elementarnych:
Q={(a,b):ae{1,2,3,4,56} i be{1,2,3,4,5,6}]

Oznaczmy zdarzenia:

A— w pierwszym rzucie wypadta mniejsza liczba oczek niz w drugim rzucie,

B — w drugim rzucie wypadto 5 lub 6 oczek.

Ponizej przedstawiona jest przestrzen Q z zaznaczonymi zdarzeniami A i B.
Wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne.

A B

0={(1,1),(52,(53).2)[x5) @6
(2,1),(2,2),02,3).(2,4)(2,5).(2,6)
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4)/(3,5).(3.6)
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4) )(4,5),(4,6
(5,1),(5,2),(5,3),(54) ,(5,5),(5,6
(6,1),(6,2),(53),(54) |(6.5),(6,6)

Jesli wiemy, ze w drugim rzucie wypadto 5 lub 6 oczek, to nie musimy rozpatrywacé
catej przestrzeni Q, ztozonej z 36 par. Wystarczy ograniczyc¢ sie do zdarzenia B, ktére

staje sig¢ nowa przestrzenig. Oznaczmy jg symbolem €. tatwo stwierdzic, ze Qs =12.
Rozpatrzmy teraz zdarzenie A w nowej przestrzeni Q2,. Oznaczmy je symbolem A_.

Sprzyja mu 9 takich zdarzen, czyli As =9, a zatem P(AB):E.

9
Szukane prawdopodobienstwo jest rowne o

Prawdopodobienstwo obliczone w przyktadzie 1. mozna tez wyznaczy¢ innym spo-
sobem, bowiem

181
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Definicja 1.
Prawdopodobienstwem warunkowym zajscia zdarzenia A, pod warunkiem, ze
P(ANB)

P(B)

zaszto zdarzenie B, gdzie Ac O, BC Qi P(B) > 0, nazywamy liczbe

ktéra oznaczamy P(A|B). Wéwczas
P(ANB)

P(B)

P(A|B)=

Twierdzenie 1.
JesliBc Qi P(B) > 0, to funkcja, ktéra dowolnemu zdarzeniu A, A < Q, przypo-

. . P(ANB) . )
rzadkowuje liczbe P(A|B), gdzie P(AlB)z—, spetnia aksjomaty prawdo-

P(B)

podobienistwa.

Dowdd:
1) P(A|B) > 0 dla dowolnego zdarzenia A, poniewaz liczba P(A|B) jest ilorazem liczby
nieujemnej P(A M B) i liczby dodatniej P(B).
P(Q2QnB) P(B
2) P(Q|B)= (208)_P(E)
P(B)  P(B)
3)NiechA,A,cQ i A NA, =. Wtedy oczywiscie
(AN Bl) N(A,NB)=ANANB=0,
a wiec zdarzenia A, N B i A, B sig wykluczaja. Mamy wowczas:

i on o] lans)oans)]
P(B) P(B)

P((4,uA,)18)=

:P(AlmB)+P(Asz) :P(AlmB)JrP(AZmB) _p(a,18) + P[4, 15)

P(8) P(8) P(B)

Zatem spetnione sg aksjomaty z definicji prawdopodobienstwa.

Cwiczenie 1. Poréwnaj P(A) oraz P(A|B) z przyktadu 1.

Przyktad 2.

Niech Q oznacza przestrzen zdarzen elementarnych z przykfadu 1., A — zdarzenie
rozpatrywane w przyktadzie 1. Poréwnamy prawdopodobieristwo zajscia zdarzenia
A z prawdopodobierstwami P(A\Bl) oraz P(A|BZ), gdzie

B, to zdarzenie: w drugim rzucie wypadty co najwyzej 2 oczka

B, to zdarzenie: w drugim rzucie wypadty 3 lub 4 oczka.
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Na rysunku ponizej kolorem zéttym sg zaznaczone zdarzenia elementarne sprzyjaja-
ce zdarzeniu ~ , a kolorem niebieskim — zdarzenia elementarne sprzyjajgce zdarze-
niu B,. Otrzymujemy:

1 3 15
P(A|Bl):5=£ P(A):g
P(AlB,) <P(4)
5 15 15
P(A|Bz):5=£ P(A):g

P(Ale) = P(a)

Podsumujmy:

1. Prawdopodobienstwo warunkowe zajscia zdarzenia A, pod warunkiem, ze za-
szto zdarzenie B, mozemy oblicza¢ na dwa sposoby:
| sposdb — Zmieniamy przestrzen zdarzen elementarnych, ograniczajac jg tyl-
ko do tych zdarzen, ktore sprzyjajg zdarzeniu B. Wowczas oznaczamy jg Q..
Nastepnie obliczamy prawdopodobieristwo zajscia zdarzenia A w przestrzeni Q..
Il sposdb — Nie zmieniamy przestrzeni zdarzen elementarnych Q. Wtedy ko-

P(ANB)
P(B)
2. Dodatkowy warunek moze zwiekszac, zmniejszac lub nie zmienia¢ prawdopo-
dobienstwa zajscia interesujgcego nas zdarzenia.

rzystamy ze wzoru P(A|B)=

Przyktad 3.

Z talii 52 kart wylosowano jedng karte, ktdra okazata sie pikiem. Obliczymy prawdo-
podobienstwo zdarzenia, ze wylosowana karta jest asem.

Oznaczmy zdarzenia:
A — wylosowana karta jest asem
B — wylosowana karta jest pikiem
Mamy obliczy¢ P(A|B).
| sposéb — Ograniczamy rozwazania do kart bedgcych pikami. Zatem
Q, — zbidr wszystkich jednoelementowych kombinacji zbioru 13 pikow, Q=13
Wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne.
A, —zbior asow pik, Z\B =1
stad

P(AI1B)=P(4)=1
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Il sposdb — Nie ograniczamy przestrzeni zdarzen elementarnych._

Q — zbidr wszystkich jednoelementowych kombinacji talii 52 kart, £=) =52
Wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne.

7\=4 E:13 ANnB=1
Wodwczas

P(B)=E P(AmB)zl i ostatecznie
52 52

1
p( |3)=m=£=i
P(B) 13 13

52

. . , 1
Szukane prawdopodobienistwo jest réwne I

Przyktad 4.

Do restauracji dostarczono karton zawierajgcy 25 paczek herbaty w trzech rodza-
jach, pochodzacych z dwdch krajéw. Liczbe paczek herbaty kazdego typu przedsta-
wia tabela ponizej.

. herb::);hodzeme Cejlon i
Czarna 10 5
Owocowa 4 3
Zielona 1 2

Z kartonu wylosowano jedng paczke herbaty. Okazato sie, ze nie jest to herbata owo-
cowa. Obliczymy prawdopodobienstwo wylosowania paczki herbaty cejlonskie;].

Oznaczmy zdarzenia:
A —wylosowano paczke herbaty cejlonskiej
B — wylosowano paczke herbaty nieowocowej, czyli czarnej lub zielonej
Mamy obliczyé¢ P(A|B)
| sposéb
Q, — zbior wszystkich wynikéw losowania paczki herbaty sposrod paczek herbat
czarnych i zielonych

Qs=18

Wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne.
A, — zbidr wszystkich wynikow losowania paczki herbaty cejloriskiej sposrod pa-
czek herbat czarnych i zielonych

As=11, zatem P(AIB)=P(AB):%
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Il sposéb
Q — zbidr wszystkich wynikdw losowania paczki herbaty z pudta

Q=25

Wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne.
A=15 B=18 AnB=11

stad

11
P(AmB)_g_E

p(B) 18 18
25

P(B):i_i i P(AmB)=;—;, wiec P(A|B)=

Prawdopodobienstwo wylosowania paczki herbaty cejloniskiej pod warunkiem,

. L . . 11
ze to nie jest herbata owocowa, jest rowne E .

Cwiczenie 2. Korzystajgc z danych z przyktadu 4., oblicz prawdopodobienstwo wy-
losowania paczki herbaty owocowej, jesli wiadomo, ze ta herbata pochodzi z Chin.

Przyktad s.

Ze zbioru liczb {1, 2,3,..,19, 20} losujemy trzy liczby. Obliczymy prawdopodobien-
stwo wylosowania trzech liczb, ktérych suma jest podzielna przez 3, jesli wiadomo,
Ze co najmniej jedna z tych liczb przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1.

Oznaczmy zdarzenia:
A — suma wylosowanych trzech liczb jest podzielna przez 3
B — co najmniej jedna z wylosowanych liczb przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1.

Zauwaz, ze suma trzech liczb naturalnych jest podzielna przez 3, jesli zachodzi jeden
z dwéch przypadkow:
1) te trzy liczby dajg takg sama reszte z dzielenia przez 3, czyli:
dajg reszte 0 albo dajg reszte 1, albo dajg reszte 2
2) kazda z trzech liczb daje inng reszte z dzielenia przez 3.

W zbiorze liczb {1, 2,3,.., 20} jest:
— 6 liczb podzielnych przez 3
— 7 liczb dajgcych reszte 1 przy dzieleniu przez 3
— 7 liczb dajgcych reszte 2 przy dzieleniu przez 3.

Zadanie rozwigzemy | sposobem.
Q ,—zbior 3-elementowych kombinacji zbioru {1, 2,3,..,19, 20} sktadajgcych sie
z liczb, wsrdd ktérych co najmniej jedna przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1
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186 4. Rachunek prawdopodobieistwa

Wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne.

= 20 13
Qp = 3 — 3 =1140-286 =854 Uzasadnij te obliczenia!

A, — zdarzenie: suma wylosowanych trzech liczb jest podzielna przez 3 i co naj-
mniej jedna z wylosowanych liczb przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1.

= 7 7\(7)(6
As = + . . =35+294=329 Uzasadnij te obliczenia!
3 1)(1)(1

329 47
P(AlB):P(AB):Q:E

47
Szukane prawdopodobienstwo jest rowne 'ETE

Bezposrednio z definicji 1. wynika, ze jesliA c Q, Bc Q oraz P(B) >0, to

(*) P(B)-P(A|B)=P(A N B).

Wzér (*) nazywamy wzorem faricuchowym. Mozna go uogdlni¢ na dowolng, skon-
czong liczbe zdarzen. Wzér tancuchowy dla trzech zdarzen podaje twierdzenie 2.

Twierdzenie 2.
JesliA, A, A,cQ oraz P(A,NA,)>0,to
P(Al) : P(A2|A1) : P(A3|Alm AZ) = P(Alm Azm A3)

Dowéd: Poniewaz (A mAz) C A, wigc z twierdzenia 1. wtasnosc¢ 2) ze str. 156 wyni-
ka, 2e P(A,NA,) < P(Al). Z zatozenia P(A, M A,) > 0, zatem P(A ) > 0. Mamy:
P(A)-P(A,1A)-P(A 1A NA)=P(A,) P(4,04,) PlA: (404
. . a) = . . =
( 1) ( 2 1) ( 3 1 2) ( 1 P(Al) P(Al(.\AZ)

=P(AlmAzmA3), co koriczy dowdd.

UWAGA: Wz6r tarnicuchowy uzasadnia tzw. regute iloczyndw, stuzgca do obliczania
prawdopodobienstw metodg drzewa (zobacz str. 173). Kolejne liczby (zaczynajac od
drugiej od géry) przypisane krawedziom gatezi —to odpowiednie prawdopodobien-
stwa warunkowe. Poruszajgc sie po gatezi od gory do dotu, mnozymy prawdopodo-
bienstwa, odpowiadajgce kolejnym etapom doswiadczenia losowego.

Przyktad 6.

Na trasie samochodu znajdujg sie trzy skrzyzowania z dziatajgcg sygnalizacjg swietl-
ng. Na pierwszym skrzyzowaniu samochdd trafia na $wiatto czerwone lub zétte
z prawdopodobienstwem 0,5. Jesli samochdd trafi na skrzyzowaniu na swiatto zielo-
ne, to prawdopodobienstwo, ze na nastepnym skrzyzowaniu bedzie miat tez swiatto
zielone jest wieksze o 0,1 od analogicznego prawdopodobieristwa na poprzednim
skrzyzowaniu. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze samochdd przejedzie przez te
trzy skrzyzowania bez zatrzymania?



PrawdopodobieAstwo warunkowe

Oznaczmy zdarzenia:

A —samochdd przejedzie przez trzy skrzyzowania bez zatrzymania
A —samochdd przejedzie przez i-te skrzyzowanie bez zatrzymania; i=1, 2,3

Wodwczas

A=A1r\AZmA3

Wiemy, ze

P(A)=05 P(AJA)=06 P(AJA NA)=07

Z twierdzenia 2. wynika, ze

P(A)=P(A,nA,NA)=P(A) P(AJA)-P(AJA,NA,)

zatem

Prawdopodobienstwo, ze samochdd przejedzie przez te trzy skrzyzowania bez za-

P(A)=0,5-0,6-0,7=0,21

trzymania, jest réwne 0,21.

SPVaWdi, czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1.

Sposrdd liczb 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, wybieramy losowo jedng liczbe. Oblicz
prawdopodobienstwo wylosowania liczby podzielnej przez 3, jezeli wiadomo,
ze wylosowana liczba jest parzysta.

W czterdziestoosobowej grupie turystdw 12 osdéb zna tylko jezyk angielski,
10 osdb — tylko jezyk niemiecki, a 18 oséb — zaréwno jezyk angielski, jak i nie-
miecki. Oblicz prawdopodobierstwo wybrania losowo osoby z tej grupy, kto-
ra zna jezyk niemiecki, jezeli wiadomo, ze zna ona jezyk angielski.

W pudetku znajduja sie 3 kule biate, 4 kule czerwone i 5 kul niebieskich. Z pu-
detka wybieramy losowo jedng kule. Oblicz prawdopodobieristwo wylosowa-
nia kuli czerwonej, jezeli wiadomo, ze wylosowana kula nie jest niebieska.

Z talii 52 kart losujemy 2 karty. Oblicz prawdopodobieristwo wylosowania
dwaéch kart, ktdre sg figurami (figury to: as, krdl, dama, walet), jezeli wiado-
mo, ze:

a) obie karty sg kierami b) obie karty sg czerwone.

W danej populacji oséb sg nosiciele wirusa C-22. Wirus ten jest jedynym
czynnikiem powodujgcym chorobe WX. Na podstawie przeprowadzonych ba-
dan ustalono, ze 1,28% tej populacji jest nosicielem wirusa C-22. Prawdopo-
dobienstwo zachorowania nosiciela na te chorobe jest réwne 0,375. Oblicz
prawdopodobienstwo zachorowania na chorobe WX przez losowo wybrang
osobe z danej populacji.

Oblicz P(A|B), jesli wiadomo, ze P(AUB)zé, P(B)z%, P(A)z%.
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188 4. Rachunek prawdopodobieistwa

Twierdzenie o prawdopodobieAstwie
catkowitym. Wzor Bayesa

Niech rysunek ponizej przedstawia przestrzen zdarzen elementarnych Q, w ktérej

zawiera sie zdarzenie A.

Q

) 405 4

Zdarzenia B,, B,, B, wykluczajq sig paramioraz B, U B, U B, =Q. W6wczas zdarzenia:
ANB AN 82 ANB,

tez wykluczaja sie parami i jednoczesnie
A=(AnB)U(ANB)U(ANB,)

Zatem prawdopodobienstwo zdarzenia A mozemy obliczyé, jako sume prawdopo-
dobienstw zdarzen wykluczajgcych sie parami
P(A)=P(ANB,)+P(ANB,)+P(ANB,)
Z poprzedniego tematu wiemy, ze
P(AnB)=P(4B) P(5,

(A a Bz) P(A|Bz) ' P(Bz)
P(AnB,)=P(AB,) P(B,)
zatem

P(A) = P(A|B1) ’ P(B1) + P(A|Bz) ’ P(Bz) + P(A|Bs) ’ P(Ba)

Powyzsze rozumowanie prowadzi do nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1. Twierdzenie o prawdopodobieistwie catkowitym
Niech A bedzie zdarzeniem zawartym w przestrzeni €, zdarzenia B, B, ..., B
bedg zdarzeniami zawartymi w tej samej przestrzeni QQ, spetniajgcymi warunki:
1) zdarzenia B, B,, ..., B, wykluczajg sig parami
2) P(B)>0dlai=1,2,..n
3) B,UB,U..UB =Q

to
(") P(A)=P(AlB)-P(8)+P(AlB) - P(B) + ...+ P(AlB,) - P(8)

n

Wzér (*) nazywa sie wzorem na prawdopodobieristwo catkowite.



Twierdzenie o prawdopodobieAstwie catkowitym. Wzér Bayesa

Przyktad 1.

W pierwszym pudetku sg 3 kule biate i 1 kula czarna, a w drugim pudetku sg 3 kule
czarne i 2 kule biate. Wyjmujemy losowo jedng kule z pierwszego pudetka i przekta-
damy do drugiego pudetka. Nastepnie mieszamy kule w drugim pudetku i wyjmuje-
my losowo jedng kule z tego pudetka.

1 kula 1 kula

N
. C@C I,

Obliczymy prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej z drugiego pudetka.

Doswiadczenie losowe jest dwuetapowe,
Q= {(b, b), (b, c), (c, b), (c, c)}, gdzie
b oznacza wylosowanie kuli biatej, c — wylosowanie kuli czarnej.
Zdarzenia elementarne nie sg jednakowo prawdopodobne.
Oznaczmy zdarzenia:
A —wylosowano z drugiego pudetka kule biata, A= {(b, b), (c, b)}
B, —wylosowano z pierwszego pudetka kulg biata, B, = {(b, b), (b, c)}
B, — wylosowano z pierwszego pudetka kule czarng, 8,= {(c, b), (c, c)}
Wdéwczas mamy:
B,UB,=Q, B,NB,=C
Z twierdzenia 1. wynika, ze
P(A)=P(B,)-P(A|B,)+P(B,)-P(AlB,).

Wiemy, ze

P(Bl):% i P(Bz)zi, wiec P(B,)>0 i P(B,)>0

Obliczamy P(A|B,) oraz P(A|B,).
o Jesli z pierwszego pudetka wylosowalismy kule biatg, to w drugim pudetku przed
kolejnym losowaniem bedg 3 kule biate i 3 kule czarne. Zatem
3 1
P(A|B)====
(A18,) 6 2
o Jesliz pierwszego pudetka wylosowalismy kule czarng, to w drugim pudetku przed
kolejnym losowaniem bedg 2 kule biate i 4 kule czarne. Wéwczas

2 1
P(A|B)====
(a18,)-2-1
Obliczamy prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A:
31 11 11
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4. Rachunek prawdopodobieistwa

Rozwigzanie tego zadania mozemy przedstawié na drzewie stochastycznym.

| etap ; .
4 4
b c
Il etap n 1 n 5
2 2 3 3
b c b c
31 11 11
P(A)==-Z+=-2=—
42 43 24

Prawdopodobienstwo wylosowania z drugiego pudetka kuli biatej wynosi E
24

Przyktad 2.

Daltonizm to wada wzroku polegajgca na zaburzeniu rozpoznawania barwy zielonej
i czerwonej. Dotyka ona przecietnie pie¢ kobiet na tysigc i oSmiu mezczyzn na stu.
Z licznej grupy osob, w ktdrej kobiety stanowig 20%, wylosowano jedng osobe. Ob-
liczymy prawdopodobienstwo wylosowania osoby dotknietej daltonizmem.

Przyjmujemy oznaczenia zdarzen.

A —wylosowana osoba dotknieta jest daltonizmem
Oczywiscie prawdopodobienstwo zdarzenia A zalezy od tego, czy wybrana osoba
jest kobietg czy mezczyzng. Zatem

B, — wylosowana osoba jest kobietg

B, — wylosowana osoba jest mezczyzng

B,NnB,=0, B, UB,=Q oraz

P(B)=02  P(B)>0 P(8,)=0,8 P(8,)>0
Spetnione s3 zatozenia twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym. Z tresci za-
dania wiemy, ze

P(A[B,)=0,005 P(A[B,)=0,08 wiec

P(A)=0,005 - 0,2 + 0,08 - 0,8 = 0,001 + 0,064 = 0,065

Szukane prawdopodobienstwo jest réwne 0,065.

Zilustrujmy sytuacje z przyktadu 2. na drzewie. Niech
K —oznacza, ze wylosowano kobiete
M — oznacza, ze wylosowano mezczyzne
D — oznacza, ze wylosowana osoba cierpi na daltonizm
nD — oznacza, ze wylosowana osoba nie cierpi na daltonizm



Twierdzenie o prawdopodobierstwie catkowitym. Wzér Bayesa 1491

Wodwczas
Q={(k, D), (K, nD), (M, D), (M, nD)}

5.~ {(x D), (k. 1) 5= {(,0) (M, D)

A={(k, D), (M, D)

Rysunek ponizej przedstawia drzewo dla tego doswiadczenia.

P(B,) P(B,)

K M
P(AIWA’IBJ P(A|WA'|BZ)
D nD D nD

Zatézmy teraz, ze wylosowana osoba okazatfa sie dotknieta daltonizmem. lle jest
woéwczas rowne prawdopodobienstwo zdarzenia, ze ta osoba jest mezczyzng?

To prawdopodobieristwo jest réwne P(B,|A).

P(Bz ﬂA) _ P(AmBz) _ P(Ale)'P(Bz)

P(B,|A)=
P(A) P(A) P(A)
Zatem
0,08-0,8 64
PB,|A)=——T—=—
0,065 65

Zauwazmy, ze postawione wyzej pytanie dotyczy przebiegu doswiadczenia losowe-
go w sytuacji, gdy znany jest jego wynik — wylosowano osobe cierpigcg na dalto-
nizm.

Twierdzenie 2.
Niech A bedzie zdarzeniem zawartym w przestrzeni €, zdarzenia B, B, ..., B
bedg zdarzeniami zawartymi w tej samej przestrzeni Q, spetniajgcymi warunki:
1) zdarzenia B, B, ..., B, wykluczaja sig parami
2)P(B)>0dla i=1,2,..,n
3)B,UB,U..UB =0

to

n

(*%) P(B,.|A):%

P(A)=P(AB,)-P(B,)+ P(AB,) - P(B,)+ .. + P(A]B,) - P(8,)

, gdzie

Wzér (**) nazywa sie wzorem Bayesa.

Cwiczenie 1. Udowodnij twierdzenie 2. korzystajac z definicji prawdopodobien-
stwa warunkowego i twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym.
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Przyktad 3.

W szufladzie byto 5 nowych i 8 uzywanych pitek do gry w tenisa. Do pierwszej gry

wzieto losowo 2 pitki z tej szuflady i po grze wiozono je tam z powrotem. Nastepnie

do drugiej gry wzieto losowo 3 pitki z tej szuflady.

a) Obliczymy prawdopodobienstwo wziecia do drugiej gry trzech nowych pitek.

b) Obliczymy prawdopodobienstwo wziecia do pierwszej gry dwdch nowych pitek,
jesli do drugiej gry wzieto trzy nowe pitki.

Ad a) Prawdopodobienstwo zdarzenia, ktére mamy policzyé, zalezy od tego, ile no-
wych pitek wyjeto z szuflady do pierwszej gry.

Oznaczamy zdarzenia:
A —do drugiej gry wzieto 3 pitki nowe
B, —do pierwszeji gry wzieto 2 p?fki nqwe o
B, —do pierwszej gry wzigto 1 pitke uzywang i 1 pitke nowa
B, — do pierwszej gry wzigto 2 pitki uzywane

H His
2 5 1)1 20
P(B)=>%=—  P(B)= == P(B)=rXk=
() 13) 39 (8:) 13 39 () 13) 39
2 2 2
Zdarzenia B,, B,, B, spetniajg zatozenia twierdzenia o prawdopodobienstwie catko-
witym.

o

Obliczamy P(A|Bl). Zaktadamy, ze do pierwszej gry wzieto 2 pitki nowe, zatem po tej
grze w szufladzie byto 10 pitek uzywanych i 3 pitki nowe.

P(AlBl):@ L

13) 286
3

Podobnie obliczamy P(A|BZ) [ P(A|BS). Otrzymujemy

4 5
(3_]% P(A|Bs)(£13%21806
3

P(A|Bz)_(133J



Twierdzenie o prawdopodobieistwie catkowitym. Wzér Bayesa

Obliczamy P(A).
15,420 1014 25 75

P(A)= et

286 39 286 39 286 39 11154 3718

Szukane prawdopodobienistwo jest réwne

Ad b) Mamy obliczy¢ prawdopodobienstwo P(Bl|A). Korzystamy ze wzoru Bayesa.
P(AlBl)'P(Bl)
P(4)

15
1 5 3718 1
p(31|A)=M=_._. =

P(B,|A)= , wiec

75 286 39 75 45
3718

Prawdopodobienstwo wziecia do pierwszej gry 2 nowych pitek, jesli do drugiej gry

. N . 1
wzieto 3 nowe pitki, jest rowne e

Cwiczenie 2. Przeanalizuj przyktad 1. Zatézmy teraz, ze wylosowano z drugie-
go pudetka kule biatg. Oblicz prawdopodobienistwo zdarzenia: kula wylosowana

z pierwszego pudetka byta czarna.

S'p rawdz, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. W pierwszym pudetku znajduje sie 5 kul niebieskich i 3 kule czerwone, w |l pu-
detku — 4 kule niebieskie i 1 kula czerwona. Rzucamy symetryczng szescien-
ng kostka do gry. Jesli wypadng mniej niz trzy oczka, to losujemy jedng kule
z pierwszego pudetka. W przeciwnym przypadku losujemy jedna kule z drugiego
pudetka. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia: wylosujemy kule czerwona.

2. W zaktadzie s3 cztery takie same przyrzagdy pomiarowe, z ktdrych jeden jest
rozregulowany. Przy wykonaniu pomiaru sprawnym miernikiem prawdopo-
dobienstwo uzyskania btedu, ktéry przekracza dopuszczalng norme wynosi
0,01. W przypadku rozregulowanego miernika to prawdopodobienstwo jest
réwne 0,4. Pracownik zaktadu wykonat pomiar losowo wzietym miernikiem.
a) Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia: btgd pomiaru przekroczyt do-
puszczalng norme.

b) Wiadomo, ze btad pomiaru przekroczyt dopuszczalng norme. Oblicz
prawdopodobienstwo, zdarzenia: pracownik wykonat pomiar sprawnym
miernikiem.

193



194

4. Rachunek prawdopodobieistwa

Wsréd wyrobdéw pierwszej i drugiej firmy braki stanowig odpowiednio 5%

i 3%. Pierwsza z tych firm dostarcza do hurtowni dwa razy wiecej wyrobdéw

niz druga.

a) Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia: jedna sztuka towaru zakupiona
w tej hurtowni okaze sie dobra.

b) Losowo wybrana sztuka towaru w tej hurtowni okazata sie dobra. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia: wybrana sztuka towaru pochodzita
z pierwszej firmy.

Test wykrywajgcy pewng chorobe jest efektywny w 99% dla oséb chorych

(tzn., jesli badany jest chory, test w 99% potwierdza chorobq) iw 98% dla

0s6b zdrowych (tzn., jesli badany jest zdrowy, test w 98% wyklucza chorobe).

W pewnym regionie srednio 150 na 10 000 oséb cierpi na te chorobe.

a) Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia: test wykonany na losowo wybra-
nej osobie z tego regionu wykluczy u niej chorobe.

b) U losowo wybranej osoby z tego regionu test wykluczyt chorobe. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia: losowo wybrana osoba cierpi na te
chorobe.

Trzy fabryki produkujg ten sam rodzaj podzespotu. Stosunek ilosciowy produk-

cji tych fabryk jest réwny 5 : 3 : 2. Wiadomo réwniez, ze pierwsza fabryka pro-

dukuje 75% podzespotéw w | gatunku, druga — 80% podzespotéw w | gatunku,

trzecia — 95% podzespotéw w | gatunku. Cata produkcja z tych trzech fabryk

trafia do jednej hurtowni. Pracownik hurtowni wybrat losowo jeden podzespét.

a) Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia: wybrany podzespoét jest w | ga-
tunku i zostat wyprodukowany w trzeciej fabryce.

b) Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia: wybrany podzespoét jest w | ga-
tunku.

c) Okazato sie, ze wybrany podzespoét jest w | gatunku. Oblicz prawdopodo-
bienstwo zdarzenia: wybrany podzespét zostat wyprodukowany w trzeciej
fabryce.

Fabryka samochoddéw osobowych wyprodukowata ten sam model samochodu

w trzech kolorach: biatym, czerwonym i zielonym. Stosunek liczby wyproduko-

wanych samochoddéw odpowiednio w tych kolorach byt réwny 6 : 9 : 5. Praw-

dopodobienstwo poprawnego potozenia powtoki lakierniczej jest rowne: dla

samochodu biatego 0,98, dla samochodu czerwonego 0,96 i dla samochodu zie-

lonego 0,97. Sposréd wyprodukowanych samochodéw wybrano losowo jeden.

a) Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia: wybrany samochéd jest wadliwie
polakierowany i jest w kolorze biatym.

b) Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia: wybrany samochdéd jest wadliwie
polakierowany.

c) Okazato sie, ze wybrany samochdd jest wadliwie polakierowany. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia: wybrany samochdd jest w kolorze zie-
lonym.
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Niezaleznos$é zdarzen

We wczesdniejszym temacie zauwazyliSmy, ze czasem prawdopodobienstwo zajscia
zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszto zdarzenie B moze by¢ réwne prawdopodo-
bieAstwu zajscia zdarzenia A. Réwnosc
(1)  P(AB)=P(A), gdzieP(B)>0
mozna interpretowac jako ,brak wptywu” zdarzenia B na zdarzenie A lub jako , nie-
zalezno$¢” zdarzenia A od zdarzenia B. Warunek (1) mozna zapisa¢ jako
P(ANB)
P(B)
(2)  P(AnB)=P(A)-P(B)
Zauwazmy tez, ze jesli zdarzenie A jest ,niezalezne” od zdarzenia B, to i zdarzenie B
jest ,niezalezne” od zdarzenia A, o ile P(A) > 0. Mamy bowiem
P(AnB)=P(A)-P(B) /:P(A), P(A)>0
P(BNA) _p(8)
P(A)

(3)  P(BlA)=P(B)

=P(A), czyli

Warunek (2) jest symetryczny ze wzgledu na A i B, co pozwala nazwac zdarzenia A i B
po prostu — zdarzeniami niezaleznymi. Nie wymaga tez stosowania dodatkowych
zatozen. Przyjmujemy nastepujgca definicje.

Definicja 1.
Dwa zdarzenia A, B zawarte w przestrzeni Q) nazywamy zdarzeniami niezalezny-
mi tylko wtedy, gdy

P(AnB)=P(A)- P(B)

UWAGA: Zdarzen niezaleznych nie nalezy myli¢ ze zdarzeniami sie wykluczajgcymi.
Zdarzenia wykluczajace sie A, B zawarte w przestrzeni Q, o ile P(A) > 0i P(B) > 0
nigdy nie sg niezalezne. Mamy bowiem

P(ANB)=P(D)=0 i P(A)-P(B)>0, czyli

P(AnB)=P(A)-P(B)

Przyktad 1.

Losujemy z talii 52 kart jedna karte. Rozpatrzmy zdarzenia:
A —wylosowana karta jest pikiem,
B — wylosowana karta jest asem.

Czy te zdarzenia sg niezalezne?

Mamy Q=52 , wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne.
A M B oznacza zdarzenie: wylosowana karta jest asem pik
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Mamy: Z=13 =4 AnB=1
13 1 4 1 1
P(A)=—=== P(B)=—=— P(ANB)=—
()524 ()5213 (m)sz
11 1
P(A)-P(B)_Z-1—3_§, zatem P(ANB)=P(A)-P(B)

Zdarzenia A i B sg niezalezne.

Przyktad 2.

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie symetryczng szescienng kost-
kg do gry. Rozwazmy zdarzenia:

A —w pierwszym rzucie wypadtfa liczba oczek podzielna przez 3,

B — w drugim rzucie wypadto 5 oczek.

Czy zdarzenia A i B sg niezalezne?

Mamy Q=36, wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne.

A= E(s, 1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6),(6,1),(6,2), (6, 3),(6,4), (6,5), (6, 6)}
B=1(1,5),(2,5),(3,5),(4,5),(5,5), (6, 5)
AnB= {(3,5),(6,5)}
A

=12 B=6 AMB=2
12 1 6 1 5 1
P(A)==>==  P(B)=—===  P(ANB)=—=—
( ) 36 3 () 36 6 ( (‘\) 36 18
P(A) P(B):%%__’ zatem P(ANB)=P(A)-P(B)

Zdarzenia A i B sg niezalezne.

Przyktad 3.

Doswiadczenie losowe polega na:

a) trzykrotnym rzucie symetryczng moneta,

b) dwukrotnym rzucie symetryczng moneta.

Oznaczmy zdarzenia:

A — otrzymali$my co najmniej jednego orfa i co najmniej jedng reszke
B — otrzymalismy co najwyzej jednego orta.

Czy zdarzenia A i B sg niezalezne?

Ad a) Mamy:
Q={(0,0,0),(0,0,R),(0,R,0),(R,0,0),(R,R,0),(R O,R),(O,R,R), (R, R, R)}

Q =8, wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne

A={(0,0,R),(0,R, 0), (R, 0,0), (R R, O), (R, O, R), (O, R, R)} A=6
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B=1{(R,R,0),(R,O,R), (O,R R),(R,R,R)} B=4
—

AnB={(R,R,0),(R O,R),(O,RR) NB=3
P(AmB)zz P(A)—g—% P(B):%:%
P(A)-P(B)z%%z%zP(AmB)

Zdarzenia A i B sg niezalezne.
Ad b) W tym przypadku mamy:
a=1{(0,0),(0,R), (R 0), (R R)}

Q =4, wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne

A={(o,R), (r,0)} A=2

B={(0,R), (R, 0), (R, R)} B=3

AnB={(0,R),(R,0) AnB=2

P(AmB):%:% P(A):%:% P(B)==
13.3 4

P(A)-P(B)=2 s P(AmB):S, zatem P(A)-P(B)#P(A N B)

W przypadku dwukrotnego rzutu monetq zdarzenia A i B nie sg niezalezne.

Twierdzenie 1.

Jesli P jest prawdopodobiernstwem okreslonym w przestrzeni zdarzen elementar-
nych Q, zdarzenia A i B zawarte w tej przestrzeni sg zdarzeniami niezaleznymi, to
réwniez zdarzenia A i B’ sg zdarzeniami niezaleznymi.

Zatozenie: AcQ,BcQ P(AnB)=P(A)-P(B)
Teza: P(ANB')=P(A)-P(B)

Dowdd: Zauwazmy, ze
A=(ANB)U(ANB) i (AnB)N(ANB)=D
zatem A B
P(A)=P(ANB)+P(ANB'), stad
=P(A) - P(A N B)

z zatozenia
P(A ~B)=P(A) - P(B), wiec Q

=P(A)—P(A)- P(B)=P(A)-[1—-P(B)]=P(A)- P(B'),  co koriczy dowdd.

Whiosek: Jesli zdarzenia A, B, gdzie A< Qi B < Q, s3 niezalezne, to réwniez zda-
rzenia A’, B’ sg niezalezne.
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Omoéwimy teraz zagadnienie niezaleznosci trzech i wiecej niz trzech zdarzen.

Definicja 2.

Zdarzenia AL A, .., A zawarte w przestrzeni Q nazywamy zdarzeniami niezalez-
nymi wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych k sposrdd nich, gdzie 2 < k < n, praw-
dopodobienstwo ich iloczynu jest rdwne iloczynowi ich prawdopodobienstw.

Tak wiec trzy zdarzenia A, B, C zawarte w przestrzeni Q sg niezalezne wtedy i tylko
wtedy, gdy spetnione sg jednoczesnie cztery warunki:
P(ANB)=P(A)-P(B) P(AnC)=P(A)-P(C) P(BNC)=P(B)-P(C)
P(ANBANC)=P(A)-P(B)-P(C)

Pokazemy, ze z trzech pierwszych réwnosci nie wynika czwarta rownosc i odwrotnie
—z czwartej rownosci nie wynikajg trzy pierwsze.

Przyktad 4.
Niech Q = {1, 2,3,4,5,6,7, 8} i wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo
prawdopodobne.
a) Oznaczmy zdarzenia:
A={1,2,3,4} B={3,4,5,6} C=1{1,2,5,6}
Wodwczas
P(A)=P(8)=P(C)=

oraz P(ANB)===P(A)-P(B)

N |-
AP N

P(BNC)===P(B)-P(C) i P(ANC)===P(A)-P(C)

1
4
natomiast
1
P(AmBmC)=0¢§=P(A)-P(B)-P(C)
Zdarzenia A, B, C nie sg niezalezne, pomimo ze sg parami niezalezne.

b) Oznaczmy zdarzenia
A=1{1,2,3,4} B=1{1,3,4,5} c=1{1,6,7,8}
Zatem

P(A)=P(B)=P(C)=% oraz P(AmBmC):%=P(A)-P(B)-P(C)
Natomiast
P(AﬁB)—zil—P(A)-P(B) P(AmC)—l;tl—P(A)-P(C)
8 4 8 4
P(BmC):%;s%:P(B).P(c)

Zdarzenia A, B, C nie sg niezalezne.
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Przyktad s.
Szesciu zawodnikow 7, Z,, Z,, Z,, Z,, Z, oddaje niezaleznie po jednym strzale do
celu. Prawdopodobieristwo trafienia w cel dla kazdego zawodnika jest odpowiednio
rowne:

08 0,7 05 05 04 02
a) Ktére zdarzenie jest bardziej prawdopodobne:

* kazdy z zawodnikow Z,, Z,, Z, trafi w cel, czy tez

e kazdy z pozostatych zawodnikéw trafi w cel?
b) Ktére zdarzenie jest bardziej prawdopodobne:

* co najmniej jeden z zawodnikow Z,, Z,, Z_trafi w cel, czy tez

17 =3/
® co najmniej jeden z pozostatych zawodnikéw trafi w cel?

Mamy

Q={(w,w,w, w,w,w):w,e{T,N},i=1,2,3,4,5,6}

w, — wynik strzatu i-tego zawodnika (trafit w cel (T), nie trafit (N))
Oznaczmy

A —zdarzenie: i-ty zawodnik trafitw cel,i=1,2,3,4,5,6

P(A)=08 P(A,)=07 P(A)=0,5 P(A,)=05 P(A)=0,4 P(A)=0,2

Ad a) Interesuje nas prawdopodobienstwo zdarzen
A NANA oraz A NA NA,

Zdarzenia A, A, A, A, A, A, sqniezalezne, wigc otrzymujemy
P(A,nA,NA)=P(A)-P(A,)-P(A)=0,8-0,5-0,2=0,08
P(A,nA,NA)=P(A)-P(A,)-P(A)=0,7-05-04=0,14

Bardziej prawdopodobne jest trafienie w cel przez kazdego z zawodnikow Z,, Z,, Z..

Ad b) W tym przypadku interesuje nas prawdopodobienstwo zdarzen
AJUALUA oraz A,UA VA,

| sposéb — stosujemy wzér na prawdopodobienstwo sumy trzech zdarzen

P(A,UAUA )=

=P(A)+P(A,)+P(A)-P(A,NA)-PANA)-PA,NA)+P(ANANA)=

=P(A,)+P(A)+P(A)-P(A)-P(A,)-P(A)-P(A)-P(A,)-P(A)+P(A)-P(A,)P(A) =
=08+05+0,2-08-05-0,8-0,2-0,5-0,2+0,8-0,5-0,2=0,92

Postepujgc podobnie otrzymujemy
P(A,UA,UA)=0,91

Il sposéb — wyznaczamy zdarzenie przeciwne

Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia: co najmniej jeden z zawodnikéw Z,, Z,, Z, tra-

fi w cel jest zdarzenie: zaden z zawodnikow Z,2,7Z nie trafi w cel, co symbolicznie

mozemy zapisac tak
A NANA,
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Mamy
P(A, VA, UA)=1-P(A NA NA)=1-P(A])-P(A;)-P(A))=
=1-0,2-0,5-0,8=0,92
Podobnie obliczamy
P(A, WA, UA)=1-P(A,NA,NA)=1-P(A})-P(A;)-P(A:)=
=1-0,3-0,5-0,6=0,91
Bardziej prawdopodobne jest trafienie w cel co najmniej raz przez zawodnikéw
Z,2,7

17 737 76"

SPVaWdi, CzyYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Rzucamy dwiema kostkami do gry. Okreslamy zdarzenia:
A —na pierwszej kostce wypadta szdstka, B—na drugiej kostce wypadta jedyn-
ka. Zbadaj, czy zdarzenia A i B s3 niezalezne.

2. Dwach strzelcow trafia w cel: pierwszy 7 razy na 10 oddanych strzatéw, drugi
— 6 razy na 10 oddanych strzatéw. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:
a) cel zostat trafiony dwa razy b) cel zostat trafiony tylko raz.

3. Dwdch egzaminatoréw sprawdza niezaleznie prace studenta. Pierwszy egza-
minator wykrywa btgd w pracy z prawdopodobieristwem 0,98, a drugi eg-
zaminator — z prawdopodobiefistwem 0,85. Oblicz prawdopodobieristwo
zdarzen: A — btgd w pracy studenta nie zostanie wykryty, B — btagd w pracy
studenta zostanie wykryty przez co najmniej jednego egzaminatora.

4. Harcerz ma rozpali¢ ognisko. Dysponuje dwoma zapatkami. Prawdopodo-
bienstwo rozpalenia ogniska pojedynczg zapatkg jest rowne 0,8, a dwoma
zapatkami jednoczesnie wynosi 0,95. Jak powinien postgpi¢ harcerz: rozpalac¢
ognisko pojedynczymi zapatkami czy od razu dwoma zapatkami jednoczesnie,
aby prawdopodobienstwo rozpalenia ogniska byto jak najwieksze?

5. Przedsiebiorca chce zakupi¢ urzadzenie stuzace kontroli jakosci produkowa-
nych w swoim zaktadzie uktadéw elektronicznych. Ma do wyboru dwie opcje.
Pierwsza opcja polega na zakupie maszyny typu A, ktéra wykrywa wadliwy
uktad z prawdopodobierstwem 99%, druga opcja polega na zakupie syste-
mu kilku maszyn typu B, z ktdrych kazda niezaleznie wykrywa wadliwy uktad
z prawdopodobienstwem 80%. Maszyna typu B jest cztery razy tarisza od ma-
szyny typu A. Ktdra z opcji jest korzystniejsza finansowo dla przedsiebiorcy, je-
$li chce, by system kontroli wykrywat wadliwy uktad z prawdopodobierstwem
co najmniej 99%7?

D 6. Wykaz, ze jesli zdarzenia A, B, C zawarte w przestrzeni ) sg niezalezne, to
rowniez zdarzenia A U B i C sg niezalezne.



Schemat Bernoulliego 201

Schemat Bernoulliego

Rozwazmy doswiadczenie losowe, ktére moze skonczyc sie dwoma wynikami. Jeden
z tych wynikow bedziemy umownie nazywac ,sukcesem” i oznacza¢ literg S, a dru-
gi bedziemy nazywa¢ umownie ,porazky” i oznacza¢ literg P. Takie doswiadczenie
nazywamy préba Bernoulliego. Prawdopodobienistwo sukcesu bedziemy oznaczaé
literg p, a prawdopodobienstwo porazki — literg g, gdzie g =1 —p.

Przyktad 1.

Préba Bernoulliego jest:
a) rzut symetryczng monetg — sukcesem moze by¢ wypadniecie orfa, porazkg —
1 1
wypadniecie reszki; wéwczas p =E, q ZE
b) rzut szescienng kostka do gry — sukcesem moze by¢ wypadniecie Scianki z pie-
cioma oczkami, porazka wypadniecie Scianki z inng liczbg oczek niz pie¢; woéw-
1 5
czas p=—, q=—
P 6 7 6
c) rzut dwiema szesciennymi kostkami do gry — sukcesem moze by¢ wypadniecie
takiej liczby oczek na kostkach, ktdrych suma jest réwna 4, porazkg — wypad-
niecie takiej liczby oczek na kostkach, ktérych suma jest rézna od 4; wéwczas
11
P T
d) losowanie 3 kul z urny zawierajacej 5 kul biatych i 10 kul czarnych — sukcesem
moze by¢ wylosowanie co najmniej dwdch kul biatych, porazka —wylosowanie co
5) (10 5 5)(10 10
. + . +
2 1 3 1 2 3

najwyzej jednej kuli biatej; woéwczas p= , g=
jwyzej | ] ] p 15 q 15
3 3

Jesli wykonamy serie powtdrzen tej samej préby Bernoulliego, to takie doswiadcze-
nie losowe bedziemy nazywac schematem Bernoulliego.

Definicja 1.

Schematem Bernoulliego nazywamy cigg niezaleznych powtdrzen tego samego
doswiadczenia losowego, ktére moze zakoniczy¢ sie jednym z dwdch mozliwych
wynikédw zwanych sukcesem lub porazka. Prawdopodobieristwo sukcesu i praw-
dopodobienstwo porazki w kazdym powtdrzeniu jest state.
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Narysujmy drzewo przedstawiajagce schemat Bernoulliego, sktadajgcy sie z trzech
préb, gdzie p jest prawdopodobierstwem sukcesu w pojedynczej prébie, a g — praw-
dopodobierstwem porazki,g=1—p.

S P 1. préba
M M

S P S P 2. préba

s P S P S P S P 3. proba

Przestrzen QQ w tym doswiadczeniu sktada sie z oSmiu zdarzen elementarnych:
Q={(s,s,5s),(s,S,P),(s,P5S),(sPP),(PSS),(PSP),(PPS), (PP P)}

Interesuje nas liczba sukceséw w tym schemacie. Przyjmijmy oznaczenia:
A, —zdarzenie: w trzech prébach otrzymalismy i sukcesow, i € {O, 1,2, 3}
Wyznaczymy prawdopodobienistwa tych zdarzen korzystajgc z drzewa.

Mam
P\(/Ao):P {(P,P,P)})=q-g-g=0’=(1-p)
P(A)=P({(s,P,P),(P,S,P), (PP, sg} =
—p({(s,p,P)})+P({(r,s,P)})+P({(P, P, 5)}) =
=p

“q-q+q-p-q+q-q-p=pq’+pq’+pq’=3pqg>=3p(1-p)’
S S

Zauwaz, ze:
P(AO) + P(Al) + P(AZ) + P(A3) =’ +3pg>+3p’q+p*=(q+p)=13=1

Cwiczenie 1. Prawdopodobienstwo wypadniecia orta w pojedynczym rzucie nie-

2 1
symetryczng monetg jest rowne 3’ a reszki 3 Rzucamy trzykrotnie t3 moneta.

Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania dwa razy orta.

Korzystanie z drzewa do obliczania prawdopodobieristwa jest wygodne jedynie
w przypadku schematéw Bernoulliego ztozonych z niewielkiej liczby préb. A jak po-
radzi¢ sobie np. z obliczeniem prawdopodobieristwa otrzymania 4 sukceséw w 10
prébach Bernoulliego? Wyznaczymy wzdr, ktéry utatwi odpowiedz na to pytanie.

Rozwazmy schemat Bernoulliego ztozony z 10 préb, z prawdopodobieristwem suk-
cesu rownym p w pojedynczej probie. Niech A oznacza zdarzenie: w 10 prébach
Bernoulliego otrzymamy 4 sukcesy. Obliczymy P(A).
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Zapiszmy kilka zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A oraz prawdopodo-
biefstwa tych zdarzen, wyznaczajac je podobnie, jak w przypadku schematu Berno-
ulliego ztozonego z trzech prob.

Zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A to takie ciggi 10-wyrazowe, w kto-
rych cztery wyrazy sg réwne S, a pozostatych szes¢ wyrazow jest rownych P.

Zdarzenie elementarne
sprzyjajace zdarzeniu A

(s,s,5,5,P,P,P,P,P,P) p*(1
(P,P,S,P,S,S,P,PP,S) p¥(
(P,s,P,S,P,S,P,S,P,P) p(

............ p'(1

Prawdopodobienstwo

6

p

6

[EEN
o

[EN
o

)
)
)6
)

p)

Kazdemu zdarzeniu elementarnemu sprzyjajgcemu zdarzeniu A przyporzgdkowane
jest prawdopodobieristwo p*(1 - p)e.

Aile jest wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A?

tatwo stwierdzi¢, ze jest ich:

10
tyle, ile jest rozmieszczen 4 sukcesow S wsrdd 10 prob, czyli ( 4 J

lub rownowaznie

10
tyle, ile jest rozmieszczen 6 porazek P wsrdd 10 prob, czyli ( . ]

e (1)) e

Ostatecznie otrzymujemy:
10 4 6 10 1 6
P(A)= L (1-p)" lub P(A)= 6 |P (1-p)".

Uogélnijmy nasze rozwazania.
Rozpatrzmy schemat Bernoulliego ztozony z n préb i z prawdopodobienstwem p
sukcesu w pojedynczej prébie. Obliczymy prawdopodobienstwo zdarzenia A, pole-
gajgcego na uzyskaniu k sukcesow w tym doswiadczeniu, gdzie k < n.
Zdarzenia elementarne sprzyjajgce zdarzeniu A to n-wyrazowe ciggi, w ktorych k
wyrazoéw jest rownych S, a pozostate n — k wyrazy sg réwne P, na przyktad:
(s,s,...,s,p,p,..,P) lub (P,S,S,...,S,P,P,..,P)
NN G N

%,—/
krazy n—krazy k razy n—k—1razy

i

Kazdemu takiemu zdarzeniu elementarnemu przyporzadkowane jest prawdopodo-
bienstwo rowne

pk(l o p)n—k
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Tych zdarzen elementarnych jest tyle, ile mozliwosci wyboru k miejsc sposréd n

L . (n .
miejsc, czyli (k} Ostatecznie

P(a)={{ ¢ 1)

Prawdopodobienistwo uzyskania k sukcesdw w schemacie n préob Bernoulliego,
k < n, bedziemy oznacza¢ P(S, = k). Mamy

P(S, =’<)=(:ka (1-p)""

Zauwazmy jeszcze, ze prawdopodobienstwa zdarzen elementarnych w schemacie n
prob Bernoulliego sg poprawnie okreslone, bowiem
P(S =0)+P(S,=1)+P(S,=2)+..+P(S,=n) =

a1 R O A R I

W ostatnim obliczeniu wykorzystalismy wzér dwumianowy Newtona.

Twierdzenie 1.
W schemacie n préb Bernoulliego prawdopodobieristwo P(Sn = k) otrzymania k
sukceséw, gdzie k € N, n € Ni k < n, wyraza sie wzorem

P(s, =k)=(:]pk (1-p)"",

o ile p jest prawdopodobiernstwem sukcesu w pojedynczej prébie.

Przyktad 2.

Rzucamy 50 razy symetryczng monetg. Obliczymy prawdopodobienstwo otrzyma-
nia orta tylko trzy razy.

Doswiadczenie losowe jest schematem Bernoulliego o 50 préobach. Sukcesem jest
wypadniecie orfa, porazka — wypadniecie reszki. Prawdopodobienistwo sukcesu jest

. 1 R |
rowne E , porazki rowniez E .

Korzystamy z twierdzenia 1. i obliczamy

501 (1Y 50! 1 19600
P(550:3)2(3J(_j (_J _ - z1,74.10711

2)\2) a7z 2

Szukane prawdopodobienstwo jest rowne ok. 1,74 - 101




Schemat Bernoulliego 205

Przyktad 3.

Rzucamy 15 razy dwiema sze$ciennymi kostkami do gry. Obliczymy prawdopodo-
biefAstwo zdarzenia — sume oczek na obu kostkach réwna 4 otrzymamy:

a) tylko 5 razy,

b) co najmniej raz,

c) co najwyzej dwa razy.

Doswiadczenie losowe jest schematem Bernoulliego o 15 prébach. Za sukces uwa-
zamy wypadniecie na obu kostkach takiej liczby oczek, ktérych suma jest réwna 4,
a wypadniecie kazdej innej liczby oczek — za porazke.

. . , 1
Prawdopodobienistwo sukcesu jest rowne E . Uzasadnij to dokfadnie!

Ad a) Oznaczmy zdarzenie
A —w 15 prébach Bernoulliego otrzymamy tylko 5 sukceséw.
Obliczamy

15)( 1 \°(11)° 3003-11°
P(A):P(515:5):(SJ[E] (Ej zlz—lszo,oos

Szukane prawdopodobienstwo jest réwne ok. 0,005.

Ad b) Oznaczmy zdarzenie
B —w 15 prébach Bernoulliego otrzymamy co najmniej jeden sukces.
W tym przypadku wygodnie jest postuzy¢ sie zdarzeniem przeciwnym.
P(B):P(S15 > 1):1_P(B,):1_P(515=0)=

15 0 15 15
=1- I} S <o,729
0 )\ 12 12 12
Szukane prawdopodobienstwo jest rowne ok. 0,729.

Ad c) Oznaczmy zdarzenie

C—w 15 prébach Bernoulliego otrzymamy sukces co najwyzej dwa razy.
Zdarzenie C mozna przedstawié w postaci sumy trzech parami wykluczajacych sie
zdarzen

C=C,uCuC,
gdzie C, to zdarzenie: w 15 probach otrzymamy i sukcesow, i=0, 1, 2
Obliczamy

P(C)=P(c,uc,uC,)=P(C)+P(C)+P(C,)=P(S,=0)+P(S =1)+P(S,,=2)=

15) 1 \(11)° (15) 1\ (12)" (15) 1 \(11)® 391.11°
_ ER S22 4 —||=| ===5—~0,876
o \12)\12 1 (12 ) 12 2 \12 )12 12

Szukane prawdopodobienstwo jest rowne ok. 0,876.
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Przyktad 4.

W pierwszej urnie jest 6 kul zielonych i 4 czerwone, w drugiej — sg 3 kule zielone
i 7 czerwonych. Rzucamy szescienng kostkg do gry. Jesli wypadnie jedno oczko lub
dwa oczka, to losujemy dwie kule z pierwszej urny. Jesli wypadnie wiecej oczek
niz dwa, to losujemy dwie kule z drugiej urny. Nastepnie wktadamy z powrotem
wylosowane kule do urny, z ktérej zostaty wyjete. Takie doswiadczenie wykonujemy
8 razy. Obliczymy prawdopodobienstwo wylosowania 3 razy dwéch zielonych kul.

Seria 8 doswiadczen jest schematem Bernoulliego. Za sukces przyjmujemy wyloso-
wanie dwdch zielonych kul. Obliczymy prawdopodobieristwo p sukcesu w pojedyn-
czej probie.
Oznaczmy

A — zdarzenie: wylosowano dwie kule zielone
Prawdopodobienstwo zdarzenia A zalezy od tego, z ktérej urny losujemy. Okresimy
wiec zdarzenia:

B, — wylosowano pierwsza urng

B, — wylosowano drugg urne
Mamy

B,NB,=0 oraz B UB,=Q,
czyli zdarzenia B,, B, spetniajg zatozenia twierdzenia o prawdopodobienstwie cat-
kowitym i

YAE | 2
P(Bl)zg i P(Bz)zg ponadto P(A|Bl)=T i p(A|BZ)=T
s )

Tak wiec — na podstawie twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym — mamy
p=P(A)=P(AB,) - P(B,) + P(A]B,) - P(8,)

L)l s

2 7

p__._+_.__ + =
10} 3 (10) 3 453 453 45
2 2

Mamy obliczyé prawdopodobienstwo zdarzenia

C — 3 razy wylosowano dwie kule zielone
Zatem

P(C):P(58=3):[;3j(%) (%) ~0,091

Szukane prawdopodobienstwo jest rowne ok. 0,091.
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SPVaWdi, czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Rzucamy 20 razy szescienng kostkg do gry. Oblicz prawdopodobienstwo wy-
padniecia:
a) 10 razy b) co najmniej jeden raz
takiej liczby oczek, ktéra jest liczbg pierwsza.

2. Prawdopodobienstwo trafienia przez strzelca w cel w pojedynczym strzale
jest state i réwne 0,6.
a) Strzelec oddat 4 strzaty do celu. Oblicz prawdopodobieristwo trafienia
w cel co najmniej 3 razy.
b) lle co najmniej strzatéw do celu musi oddac strzelec, aby prawdopodo-
bienstwo trafienia w cel co najmniej raz byto wieksze od 0,9997?

3. Z dziata oddano 5 strzatéw do celu. Prawdopodobienstwo trafienia w cel
w kazdym strzale jest réwne 0,4. Aby cel zostat uznany za zniszczony, powi-
nien zostaé trafiony co najmniej trzy razy. Oblicz prawdopodobienstwo znisz-
czenia celu.

4. W urnie jest 6 kul biatych i 10 czarnych. Z urny losujemy 3 kule, oglagdamy je
i z powrotem wrzucamy do urny. Doswiadczenie to powtarzamy 8 razy. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) 5 razy wylosowano co najmniej jedng kule biata,
b) co najmniej raz wylosowano co najmniej jedng kule biata,
c) co najwyzej raz wylosowano co najmniej jedng kule biata.

5. W pierwszej urnie jest 7 biatych kul i 3 czarne, w drugiej — 6 biatych kul
i 4 czarne, w trzeciej — 5 biatych kul i 5 czarnych. Rzucamy szescienng kostkg
do gry. Jesli wypadnie jedno oczko — losujemy dwie kule z pierwszej urny, jesli
dwa lub trzy oczka — losujemy dwie kule z drugiej urny, w pozostatych przy-
padkach — losujemy dwie kule z trzeciej urny. Oglagdamy kule i wktadamy je
z powrotem do urny, z ktdrej zostaty wyjete. Nastepnie znéw rzucamy kostka
i zodpowiedniej urny losujemy dwie kule, ktére ogladamy, a nastepnie odkta-
damy do urny, z ktérej zostaty wyjete. Takie doswiadczenie wykonujemy 10
razy. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania 8 razy kul o réznych kolorach.

6. W pierwszej urnie jest 7 biatych kul i 3 czarne, w drugiej — 6 biatych kul
i 4 czarne, w trzeciej — 5 biatych kul i 5 czarnych. Rzucamy szescienng kostkg
do gry. Jesli wypadnie jedno oczko — wybieramy pierwszg urne, jesli dwa lub
trzy oczka — wybieramy drugg urne, w pozostatych przypadkach — wybieramy
trzecig urne. Z wybranej urny losujemy 10 razy dwie kule, zwracajac je po
kazdym losowaniu do urny.

a) Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania 8 razy kul o réznych kolorach.

b) Okazato sie, ze po 10 losowaniach dwdch kul, 8 razy otrzymalismy kule
o réznych kolorach. Oblicz prawdopodobienistwo zdarzenia: losowanie
odbyto sie z trzeciej urny.
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Zmienna losowa. Wartosé oczekiwana
zmiennej losowej

Organizator gry hazardowej ma 10 zetonéw ponumerowanych od 1 do 10. Gra pole-
ga na wylosowaniu przez gracza jednego zetonu. Zeton z numerem 1 daje wygrana
30 zt, zetony o numerach 2 i 3 dajg wygrang po 10 zf, zetony o numerach od 4 do 7
dajg wygrang po 2 zt. Ale jesli gracz wylosuje jeden z trzech ostatnich zetondw, to
ptaci organizatorowi 20 zt. W zaleznosci od numeru wylosowanego zetonu gracz
wygrywa 30 zt, 10 zt lub 2 zt albo przegrywa 20 zt. Powstaje pytanie: czy gra jest
korzystna dla gracza, czy dla organizatora tej gry?

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, wprowadzimy najpierw pojecie zmiennej losowe;.

Definicja 1.

Niech Q bedzie skoriczong przestrzenig zdarzen elementarnych.

Zmienng losowg nazywamy kazda funkcje, ktéra wszystkim zdarzeniom elemen-
tarnym z przestrzeni Q) przyporzadkowuje pewne liczby rzeczywiste. Kazdg przy-
porzadkowang w ten sposoéb liczbe rzeczywistg nazywamy wartoscig zmiennej
losowej.

Zmienne losowe oznaczamy zwykle wielkimi literami X, Y, Z.

Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze zmienna losowa X — okreslona na skoriczonej
przestrzeni zdarzen elementarnych Q — przyjmie wartos¢ a, bedziemy okresla¢ na-
stepujaco P({w € Q: X(w) = a}) i oznaczaé P(X = a), czyli

P(X=0a)=P({w € Q: X(w)=a})

Definicja 2.

Rozktadem zmiennej losowej X nazywamy zbiér par majacych postac (x, p),
gdziei e {1, 2, .., n} oraz x, jest wartoscig zmiennej losowej X, natomiast p, jest
prawdopodobieristwem, z jakim wartos¢ x, jest przyjmowana, czyli p, = P(X = x,).

W rozkfadzie zmiennej losowej prawdopodobienstwa p,, p,, ..., p, spetniajg warunek
p,+p,+..+p =1

Przyktad 1.

Ze zbioru {4, 5,6,7,8, 9} losujemy jedng liczbe. Podamy wartosci zmiennej losowej X,
ktéra przyporzadkowuje wylosowanej liczbie reszte z dzielenia tej liczby przez 4.
Nastepnie wyznaczymy rozktad zmiennej losowej X.
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Wiemy, ze QQ = {4, 5,6,7,8, 9}. Liczby 4, 5, 6, 7, 8, 9 przy dzieleniu przez 4 daja
odpowiednio reszty 0, 1, 2, 3, 0, 1. Zmienna losowa przyjmuje cztery wartosci:
0,1,2,3.

Mozemy jg przedstawic¢ za pomoca tabeli:

Zdarzenie elementarne 4 5 6 7 8 9

Wartos¢ zmiennej losowej X 0 1 2 3 0 1

lub opisac¢ nastepujaco:
X(4)=0, x(5)=1, x(6)=2, X(7)=3, X(8)=0, X(9)=1.

Wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne. Okreslamy praw-
dopodobienstwa, z jakimi zmienna losowa X przyjmuje wartosci: 0, 1, 2, 3.

P(x=0)=p({4,8))=P((8)) +P({8)) =g+ =2
P(X=1)=% P(X=2)=% P(X:3)=%

Zauwaz, ze suma tych prawdopodobierstw jest rowna 1.
Rozktad zmiennej losowej X jest nastepujgcy:

(03)(+3)(22) (2]

Przyktad 2.

W pudetku jest 8 kul: 3 biate i 5 czarnych. Losujemy z pudetka dwie kule. Niech
zmienna losowa X oznacza liczbe wyciggnietych kul biatych. Wyznaczymy rozkfad
tej zmiennej losowe;j.

Losujac dwie kule, mozemy:

¢ nie wylosowac ani jednej kuli biatej, czyli wylosowa¢ dwie kule czarne,
¢ wylosowac jedng kule biatg i jedng czarng,

¢ wylosowaé dwie kule biate.

Zatem zmienna losowa X przyjmuje trzy wartosci: 0, 1, 2. Mamy:

[SJ (3J[SJ [3J
2) 10 1){1) 15 2
P(X=0)=-—<~£=" P(X=1)=—===—  P(X=2)=
(X=0)=22="% (x=1)=275 =0 P(X=2)

2 2
Rozktad zmiennej losowej X jest nastepujgcy:

BE) 6]
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Cwiczenie 1. Ze zbioru liczb {1, 2, 3, 4} losujemy kolejno ze zwracaniem dwie
liczby. Niech zmienna losowa X oznacza sume wylosowanych liczb. Podaj rozktad tej
zmiennej losowe;j.

Wrdcémy teraz do gry hazardowej, opisanej na poczatku tego tematu. Mozemy jg po-
traktowac jako doswiadczenie losowe, w ktdrym przestrzen zdarzen elementarnych
sktada sie z 10 elementdw,

Q= {a)l, ,, o, .., 0,7 gdzie

w, oznacza — wylosowano zeton z numeremi,i=1, 2, 3, ..., 10.
Wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne.

Niech zmienna losowa X oznacza wysoko$¢ wygranej, przy czym przegrang traktuje-
my jako ujemnga wygrang. Wyznaczymy rozktad tej zmienne;j.

Kazdemu zdarzeniu elementarnemu przyporzadkowujemy wygrang w tej grze,
zgodnie z tabelg ponizej.

Zdarzenie
elementarne W | B, | Dy Dy | Ws Wy | W; | W | Oy | Oy
Wy('i:;ma 301010 2] 2] 2] 2 |-=20]|-20]|-20
Mamy:

Xw,)=30, Xow,)=Xw,)=10, Xo,)=Xow)=Xw,)=Xw,)=2,
X(a)g) = X(a)g) = X(a)m) =—-20

Zmienna losowa X przyjmuje cztery wartosci: 30, 10, 2 i —20.
Wyznaczamy prawdopodobienstwa otrzymania tych wartosci.

e Prawdopodobienistwo tego, ze zmienna losowa X przyjmie wartos¢ 30, jest rowne
prawdopodobienstwu wylosowania zetonu z numerem 1.
1
P(x=30)=P({o,})=—
10
¢ Prawdopodobienstwo tego, ze zmienna losowa X przyjmie wartos¢ 10, jest rowne
prawdopodobienstwu wylosowania zetonu z numerem 2 lub 3.
1 1 2 1
P(X=10)=P(1®@,, 0, )=P( 0, )+P(10;{)=—+—=—=—
¢ Prawdopodobienistwo tego, ze zmienna losowa X przyjmie wartos¢ 2, jest rowne
prawdopodobienstwu wylosowania zetonu z numerem 4, 5, 6 lub 7.

P(x=2)=P({co4,ws,w6,wy})=P({w4})+P({ws})”’({we})*”({wv}):E
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¢ Prawdopodobieristwo tego, ze zmienna losowa X przyjmie warto$¢ —20, jest row-
ne prawdopodobieristwu wylosowania zetonu z numerem 8, 9 lub 10.
3

10
Rozktad zmiennej losowej opisujgcej wygrang w grze hazardowej jest nastepujacy:

BRI

Cwiczenie 2. Sprawdz, ze suma prawdopodobienstw wystepujgcych w powyz-
szym rozktadzie jest réowna 1.

P(XZ—ZO):P({COS'COSB'@N}):

Rozktad zmiennej losowej X opisujgcej wygrang w naszej grze hazardowej pozwala
okresli¢ i poréwnad szanse wygrania lub przegrania w tej grze. Nie daje nam jed-
nak odpowiedzi na pytanie, czy ta gra jest korzystna dla gracza, czy dla organiza-
tora tej gry.
Aby oceni¢, czy gra jest korzystna dla gracza, obliczymy srednig wartos¢ wygranej,
przypadajacy na pojedynczy zeton. W tym celu sumujemy wygrane odpowiadajgce
wszystkim zetonom, a nastepnie uzyskang sume dzielimy przez liczbe wszystkich
zetondw. Otrzymany wynik oznaczmy przez w . Mamy
1-30+2-10+4-2+3:(-20) -2

1+2+4+3 10

Wynik obliczen pokazuje, ze srednio na kazdy zeton przypada przegrana w wysoko-
$ci 0,20 zt. Mozna ten wynik zinterpretowac nastepujaco: jesli gracz zagratby wielo-
krotnie w te sama gre, to Srednio w kazdym przypadku stracitby okoto 0,20 zt. Gra
jest zatem niekorzystna dla gracza, czyli jest korzystna dla organizatora.

Przyjrzyjmy sie jeszcze wykonanym wczesniej obliczeniom.

w=

_ 1-30+2:10+4-2+3-(—20 1 2 4 3
W= ( )=3o-—+2o-—+2-—+(—2o)-—
1+2+4+3 10 10 10 10
.. 1 2 4 3 . S
Zauwaz, ze liczby —, —, —, — sg prawdopodobienstwami, z jakimi mozna od-

10" 10" 10”10
powiednio wygra¢ 30 zt, 20 zt, 2 zt lub przegraé 20 zt w omawianej grze.
To spostrzezenie prowadzi nas do nastepujacej definicji.

Definicja 3.
Wartoscig oczekiwang zmiennej losowej X o rozkfadzie

{(608), (5,2, (50,2,

nazywamy liczbe EX, gdzie
EX=X -p,+X,-p,+..+X -p
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Cwiczenie 3. Oblicz wartoé¢ oczekiwang liczby wyciagnietych kul biatych z przy
ktadu 2. ze str. 209.

Jesli wartosé oczekiwana wygranej w pewnej grze jest rowna 0, to taka gre nazy-
wamy gra sprawiedliwa.

Przyktad 3.

Rozwazmy dwie gry, w ktoérych wygrane sg opisane zmiennymi losowymi X i Y.
Sprawdzimy, czy obie gry sg sprawiedliwe. Nastepnie poréwnamy wysokosci wygra-
nych i przegranych w obu grach.

Rozktad zmiennej losowej X Rozktad zmiennej losowej Y

e | o))

Ex=1-—+(—3)-1:0 oraz EY=100-1+(—100)-1=0.
4 4 2 2

Mamy:

Obie gry sg sprawiedliwe. Ale w przypadku pierwszej gry wygrana lub przegrana
jest zblizona do wartosci oczekiwanej. To znaczy, ze niewiele mozemy przegraé, ale
tez niewiele mozemy wygrac. W przypadku drugiej gry zaréwno wygrana, jak i prze-
grana sg bardzo oddalone od wartosci oczekiwanej. Zatem duzo mozna wygrac, ale
i duzo mozna przegrac.

Wielkoscig charakteryzujgca stopien rozproszenia wartosci zmiennej losowej, wokét
wartosci oczekiwanej tej zmiennej, jest odchylenie standardowe, ktére zdefiniuje-
my za pomocg wariangcji.

Definicja 4.

Niech zmienna losowa X ma nastepujacy rozktad {(xl,pl),(xz,pz),...,(xn,pn)} ,

EX jest wartoscig oczekiwang tej zmiennej.

1) Wariancjg zmiennej losowej X nazywamy liczbe, ktorg oznaczamy DX, gdzie
DX =(x, —EX)" - p, +(x, —EX) - p, +...+(x, —EX)"-p,

2) Odchyleniem standardowym zmiennej losowej X nazywamy liczbe, ktdrg

oznaczamy G,, rbwng pierwiastkowi kwadratowemu z wariancji zmiennej loso-
wej X,

@ :\/(XI—EX)Z-p1+(x2—EX)Z-pz+...+(Xn _EX)Z P,
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UWAGA: Odchylenie standardowe zmiennej losowej X opisujacej wygrang w grze
mozna traktowacd jako miare ryzyka. Im wieksze jest odchylenie standardowe, tym
gra jest bardziej ryzykowna.

Przyktad 4.

Obliczymy wariancje i odchylenie standardowe wygranych opisanych w przyktadzie 3.

Korzystamy z definicji 4.

3 ;1 12
D*X=(1-0) -=+(-3-0)"-====3 =3

(1-0) S +(-3-0f ;=7 o, =\3
D =(100-0)’ -%+(—100—0)2 -%:10000 o, =100

Przyktad s.

Doswiadczenie losowe polega na czterokrotnym rzucie niesymetryczng moneta.

Prawdopodobieristwo wypadniecia orfa w jednym rzucie jest réwne 5 Zmienna

losowa X przyjmuje wartosci rdwne liczbie ortéw otrzymanych w tych czterech rzu-
tach. Wyznaczymy rozktad tej zmiennej losowej. Obliczymy wartos¢ oczekiwang
liczby ortédw otrzymanych w czterech rzutach.

W czterech rzutach liczba ortéw moze byé rowna: 0 lub 1, lub 2, lub 3, lub 4. Zatem
zmienna losowa X przyjmuje pie¢ wartosci: 0, 1, 2, 3, 4. Wyznaczymy prawdopodo-

bienstwa przypisane tym wartosciom.

Zauwaz, ze opisane doswiadczenie jest schematem Bernoulliego, ztozonym z czte-
rech prob. Sukcesem w pojedynczej prébie jest wypadniecie orfa, a porazkg — wy-

2 1
padniecie reszki. Prawdopodobienstwo sukcesu jest réwne E , @ porazki wynosi 5 .

Korzystamy ze wzoru na liczbe sukceséw w schemacie Bernoulliego i otrzymujemy:

roco-rtofo 55
rocare s 56

P(X=2)=P(s, =2)=@@Z @ :z_j
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o GG
oo [

Rozktad zmiennej losowej X jest nastepujacy

Ry Gl G 3

Obliczamy wartos¢ oczekiwang zmiennej losowej X.
Bt D 2 £ HO Garieartloeren o2
81 81 81 81 81 81

Wyznaczony rozktad w przyktadzie 5. jest przyktadem rozktadu dwumianowego, na-
zywanego tez rozktadem Bernoulliego.

Rozktadem dwumianowym (rozk’fadem Bernoulliego) nazywamy nastepujgcy
rozktad zmiennej losowej:

(oo o) o]

gdzie p jest dowolng liczba rzeczywista z przedziatu (0, 1).

SPVaWdi, CZYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Rzucamy dwiema szesSciennymi kostkami do gry. Wyznacz rozktad zmiennej
losowe;j:
a) X — oznaczajgcej sume liczb uzyskanych oczek,
b) Y — oznaczajacej nieujemng rdéznice liczb otrzymanych oczek.

2. W szufladzie znajdujg sie 4 skarpetki biate, 2 zielone i 6 skarpetek czarnych.
Wyciggamy losowo trzy skarpetki. Wyznacz rozktad zmiennej losowej:
a) X-—oznaczajacej liczbe skarpetek czarnych,
b) Y — oznaczajacej liczbe skarpetek zielonych.

3. W pudetku jest 100 loséw: trzy losy dajg wygrang po 50 zt, cztery losy dajg
wygrang po 10 zi, a jeden los powoduje, ze musimy zaptaci¢ 200 zt. Pozosta-
te losy sg puste. Wyciggamy losowo jeden los. Zmienna losowa X oznacza
uzyskang wygrang. Znajdz rozktad tej zmiennej losowej i wartos¢ oczekiwang
wygrane;j.
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10.

Mamy dwie gry. W pierwszej grze rzucamy jeden raz czworoscienng kost-
ka, ktorej scianki sg oznaczone liczbami: 1, 2, 3, —4, po jednej liczbie na
kazdej Sciance. W drugiej grze wykonujemy rzut czworoscienng kostka, na
Sciankach ktorej sg liczby: 2, 2, 2, -4, réwniez po jednej liczbie na kazdej
Sciance. W kazdej grze wygrywamy tyle ztotych, ile wypadto na wylosowa-
nej Sciance.

a) Porownaj wartosci oczekiwane wygranej w obu grach. Czy gry sg spra-

wiedliwe?
b) Ktéra kostka gra jest bardziej ryzykowna? Odpowiedz uzasadnij.

Rzucamy trzema monetami. Jesli wypadnie co najmniej jeden orzet, to wy-

grywamy taka liczbe ztotych, ktdra jest iloczynem liczby 2 i liczby otrzyma-

nych ortéw. Jesli wypadng same reszki, to przegrywamy 24 zt.

a) Jaka jest wartos¢ oczekiwana wygranej w tej grze? Czy gra jest sprawie-
dliwa?

b) O ile, srednio, bedzie odchylat sie wynik wygranej w tej grze od wartosci
oczekiwanej?

Strzelec ma trzy naboje. Strzela do tarczy do pierwszego trafienia lub do
wyczerpania nabojéw. Oddajac jeden strzat, strzelec trafia w cel z prawdo-
podobienstwem 0,7. Zmienna losowa X przyjmuje wartosci rowne liczbie
wystrzelonych naboi. Wyznacz rozktad zmiennej losowej X i wartos¢ oczeki-
wang tej zmiennej.

W woreczku sg cztery losy: trzy przegrywajgce i jeden wygrywajgcy. Wycia-
gamy losowo losy z woreczka, az do momentu otrzymania losu wygrywaja-
cego. Za kazdy wyciggniety los ptacimy 5 zt. Niech zmienna losowa X ozna-
cza kwote, ktorg zaptacimy za wyciggniete losy. Wyznacz rozktad zmiennej
losowej X i warto$¢ oczekiwang tej zmiennej.

Z talii 24 kart — ztozonej z 4 asow, 4 kroli, 4 dam, 4 waletéw, 4 dziesigtek i 4 dzie-
wigtek — losujemy 4 karty. Zmienna losowa X jest liczbg wyciggnietych aséw.
Wyznacz rozktad zmiennej losowej X i wartos¢ oczekiwang tej zmienne;j.

Rzucamy 7 razy symetryczng szescienng kostkg do gry. Zmienna losowa X
oznacza liczbe wyrzuconych Scianek z szescioma oczkami. Wyznacz rozktad
tej zmiennej losowe;j.

W pojemniku s3g 4 kule biate i 4 kule czarne. Z pojemnika losujemy dwie kule,
ogladamy je i wktadamy z powrotem do tego pojemnika. Takie doswiadczenie
wykonujemy 5 razy. Zmienna losowa X jest liczbg par kul biatych. Wyznacz
rozktad zmiennej losowej X.



216

4. Rachunek prawdopodobieAstwa

Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 4.

Test
1.

W pewnej klasie jest o 25% wiecej dziewczat niz chtopcédw. Wybieramy losowo
jedng osobe z tej klasy. Prawdopodobierstwo wyboru chtopca jest rowne:
Al B. 3 p. 2

4 3 8 9

Ze zbioru liczb {0, 1,23, .., 20} wybieramy losowo jedng liczbe. Prawdopodo-

bienstwo zdarzenia: wybrano liczbe podzielng przez 3 lub przez 4, jest réwne:

A.0,5 B. % C.0,6 D. 0,65

Punkty A, B, C, D sg kolejnymi wierzchotkami kwadratu. Wybieramy losowo dwa

wierzchotki. Prawdopodobieristwo zdarzenia: wylosowane punkty sg koricami

przekatnej kwadratu ABCD, jest rowne:

Al B. 1 ¢ D.
8 6 4

W~

Rzucamy dwa razy czworoscienng kostka do gry z cyframi 1, 2, 3, 4 na poszcze-
goblnych sciankach i tworzymy z wylosowanych cyfr liczbe dwucyfrowga. Prawdo-
podobienstwo zdarzenia: otrzymana liczba nie jest podzielna przez 3, wynosi:

11 2
= B. 2 c.2 p. 2
16 3 8 16
Wszyscy uczniowie klasy sportowej upra- koszykéwka siatkdwka

wiajg co najmniej jedng z trzech dyscyplin
sportowych: koszykéwke, siatkowke lub
tenis, zgodnie z przedstawionym diagra-
mem. Wybieramy losowo jednego ucznia
z tej klasy. Prawdopodobienistwo wybra-
nia ucznia, ktéry uprawia co najwyzej
dwie dyscypliny, jest rowne:

R

A — B.

vlw un
o
v~ N

Rzucamy trzy razy szescienng kostkg do gry. Prawdopodobienstwo zdarzenia:
co najmniej raz wypadnie $Scianka z szescioma oczkami, jest réwne:
1
L B. 1 Y D. 2L
72 3 18 216

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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7. Na szesciennej kostce mamy jedng Scianke z jednym oczkiem, dwie Scianki
z dwoma oczkami i trzy scianki z trzema oczkami. Rzucamy jeden raz tg kostka.
Wartosc¢ oczekiwana liczby otrzymanych oczek jest réwna:

A. 1E B.2 C. 21 D. 2E
3 3 3

Zadania otwarte

8. Rzucamy dwa razy symetryczng szescienng kostkg do gry. Oblicz prawdopodo-
bieAstwo zdarzenia:
a) A —w pierwszym rzucie wypadta wieksza liczba oczek, niz w drugim rzucie,
b) B — co najwyze]j raz wypadto szes¢ oczek,
c) C—tylko w jednym rzucie wypadta nieparzysta liczba oczek,
d) D — co najmniej w jednym rzucie wypadto co najmniej 5 oczek.

9. Rzucamy 7 razy symetryczng monetg. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:
a) A —co najmniej raz wypadt orzet b) B — co najwyzej raz wypadta reszka.

10. Pie¢ ksigzek, wsrdd ktoérych sg ksigzki A i B, ustawiamy na pdfce w jednym rze-
dzie. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia:
a) A —ksigzki A i B bedg staty na jednym z koricéw rzedu w dowolnej
kolejnosci,
b) B - pomiedzy ksigzkami A i B bedzie stata jedna ksigzka.

11. Budynek ma parter i 10 pieter. Do windy na parterze wsiadty cztery osoby
i w sposdb losowy wysiadajg na pietrach. Oblicz prawdopodobienstwo zda-
rzenia:

a) A — kazda osoba wysigdzie na innym pietrze,
b) B — kazda z tych osdb wysigdzie na pigtym lub széstym pietrze.

12. Ze zbioru liczb {100, 101, 102, ..., 2023} losujemy jedng liczbe. Oblicz prawdo-
podobienstwo otrzymania liczby podzielnej przez 3 lub przez 5.

13. W pewnej klasie 40% ucznidw stanowig dziewczeta. Wybieramy w sposéb
losowy kolejno dwie osoby z tej klasy. llu jest wszystkich ucznidw w klasie, jesli
prawdopodobierstwo wyboru najpierw dziewczyny, a potem chtopca jest row-

145

14. Dane s3 zbiory: A= {1, 2,3,4, 5}, B= {1, 2,3, 4}. Losujemy jedng liczbe ze zbioru
Aijedng liczbe ze zbioru B. Oblicz wartos¢ oczekiwang sumy wylosowanych liczb.

15. Loteria sktada sie z 40 loséw: 5 loséw umozliwiajgcych wygranie po 20 zt, 10 lo-
sow dajacych wygrang po 10 zti 25 loséw pustych. Wybieramy losowo dwa losy.
a) Oblicz prawdopodobienstwo wygrania co najmniej 20 zt.
b) Oblicz wartos¢ oczekiwang wygranej.

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Rzucamy dwa razy symetryczng szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodo-
bieAstwo zdarzenia: suma kwadratéw liczb wyrzuconych oczek nie jest podziel-
na przez 4.

Z talii 52 kart losujemy 4 karty. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) A —wsrdéd wylosowanych kart sg co najmniej dwa asy i tylko jeden krél,

b) B — tylko dwie wylosowane karty s3 w jednakowym kolorze, a pozostate
dwie sg w réznych kolorach.

Do kota fotograficznego naleig

o ) Klasa IVa IVb IVc
uczniowie klas czwartych, zgodnie
z danymi zamieszczonymi w tabeli Dziewczeta 4 3 2
obok. Wybrano losowo jedng oso- Chtopey 1 ) 3

be z tej grupy.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) A —wylosowano dziewczyne, jesli wiadomo, ze wybrana osoba nie jest z kla-
sy IVc,

b) B — wylosowano osobe z klasy IVc, jesli wiadomo, ze jest to chtopak.

Rzucamy 5 razy dwiema kostkami sze$ciennymi do gry. Oblicz prawdopodobien-

stwo zdarzenia:

a) A —iloczyn oczek réwny 12 uzyskano 3 razy,

b) B — co najwyzej dwa razy uzyskano iloczyn oczek wiekszy od 10 i jednocze-
$nie mniejszy od 20.

Wiadomo, ze A = Q, B < Q, oraz P(A')=0,6, P(B)=0,7 i P(AUB)=0,82.
Oblicz P(A|B). Czy zdarzenia A i B s niezaleine?

Zestaw egzaminacyjny sktada sie z 35 tematdéw z analizy matematycznej, 25 te-
matow z geometrii i n tematdw z rachunku prawdopodobienstwa. Z zestawu
usunieto losowo jeden temat. Nastepnie z pozostatych tematéw losujemy jeden
temat. Oblicz n, wiedzac, ze prawdopodobienstwo wylosowania tematu z ra-

7
chunku prawdopodobiernstwa jest réwne E

Wsréd wyrobdéw pierwszej i drugiej fabryki sztuki wadliwe stanowig odpowied-
nio 10% i 4%. Pierwsza fabryka dostarcza do hurtowni dwa razy wiecej towa-
ru niz druga. Losowo zakupiona w hurtowni sztuka towaru okazata sie dobra.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia: zakupiona sztuka towaru pochodzita
z pierwszej fabryki.

W pojedynczym rzucie niesymetryczng monetg prawdopodobieristwo wyrzu-
cenia orfa jest cztery razy wieksze od prawdopodobienstwa wyrzucenia reszki.
Rzucamy cztery razy tg moneta. Niech X oznacza zmienng losowg opisujacg licz-
be otrzymanych ortéw. Podaj rozktad, wartos¢ oczekiwang i odchylenie standar-
dowe zmiennej losowej X.

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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Geometria przestrzenna.
« Wielosciany

Ptaszczyzny i proste w przestrzen.i.
Rownolegtosé prostych i ptaszczyzn.
Proste skosne

W rozdziale tym zajmiemy sie figurami umieszczonymi w przestrzeni tréjwymiaro-
wej. Podobnie jak w przypadku geometrii na ptaszczyZnie — punktem wyjscia do roz-
wazan w geometrii przestrzennej sg aksjomaty. Okreslajg one wtasnosci tzw. pojeé
pierwotnych: punktéw, prostych, ptaszczyzn. Oto przyktady aksjomatow:

Al. W przestrzeni istnieje co najmniej jedna ptaszczyzna. Dla kazdej ptaszczyzny ist-
nieje co najmniej jeden punkt, ktdry do niej nie nalezy.

A2. Przez trzy punkty nielezgce na jednej prostej przechodzi tylko jedna ptaszczyzna.

A3. Kazda ptaszczyzna ma wszystkie wtasnosci przyjete w geometrii ptaskiej.

A4, Jesli dwie rdzne ptaszczyzny maja punkt wspdlny, to majg wspdlng prosta.

A5. Jesli dwa rdézne punkty prostej lezg na ptaszczyznie, to cata prosta lezy na ptasz-
czyznie.

Ptaszczyzny bedziemy oznaczac tak: 7, 7, 7, ... Jesli punkty A, B, C nie beda leze¢
na jednej prostej, to zapis: ptaszczyzna (ABC) lub pt. (ABC) bedzie oznacza¢ ptasz-
czyzne przechodzacg przez punkty A, B, C; czasami tez zamiast pisa¢ na przykfad:
ptaszczyzna, w ktdrej zawiera sie kwadrat ABCD, bedziemy stosowaé krotszy zapis:
ptaszczyzna (ABCD).

Bezposrednio z aksjomatéw wynika, na przyktad, nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 1.
Prosta i punkt nielezgcy na tej prostej wyznaczajg tylko jedng ptaszczyzne.

Zatozenie:
dana jest prosta k i punkt O
O¢k oraz
punkty A, B, gdzie A € k, B € k
Teza:
prosta k i punkt O wyznaczajg
tylko jedng ptaszczyzne
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Dowdd: Z zatozenia wynika, ze punkty A, B, O nie lezg na jednej prostej, zatem
—zgodnie z aksjomatem A2 — przechodzi przez nie ptaszczyzna. Oznaczmy jg przez .
Punkty A, B lezg na ptaszczyznie ir, wiec — zgodnie z aksjomatem A5 — prosta k lezy
na ptaszczyznie . Ptaszczyzna 7 jest jedyng ptaszczyzng, na ktdrej lezy prosta k
i punkt O. Gdyby bowiem inna pfaszczyzna 7, tez zawierata prostg k i punkt O, to
—w szczegolnosci — zawierataby tez punkty A i B. Ale punkty A, B, O wyznaczaja tylko
jedng ptaszczyzng, wigc ptaszczyzna 7, pokrytaby sig z ptaszczyzng 7.

Omoéwimy teraz wzajemne potozenie dwdch réznych ptaszczyzn w przestrzeni:

1) ptaszczyzny nie majg punktow wspdlnych;

Ty

T,

2) ptaszczyzny majg punkt wspdlny, a zatem — zgodnie z aksjomatem A4 — majg
wspolng prosta.

&

7, T oNm,=k

Dwie ptaszczyzny, ktdrych czescig wspdlng jest prosta, nazywamy ptaszczyznami
przecinajgcymi sie, a wspdlng prostg — krawedzig przeciecia.

Inne potozenie dwdch réznych ptaszczyzn nie jest mozliwe. Gdyby dwie ptaszczyzny
miaty, oprdocz wspdlnej prostej, jeszcze jeden punkt wspdlny (nie lezgcy na tej pro-
stej), to znaczy, ze miatyby w szczegdlnosci trzy niewspdtliniowe punkty wspdlne,
wiec — zgodnie z aksjomatem A2 — pokrywatyby sie.

Definicja 1.
Ptaszczyznami rownolegtymi nazywamy ptaszczyzny, ktorych czescig wspdlng
jest zbidr pusty lub cata ptaszczyzna.

Cwiczenie 1. Narysuj w zeszycie ptaszczyzny 7 i 7, réwnolegte do siebie oraz pro-
stq k lezaca na pfaszczyznie 7. Okresl potozenie prostej k wzglgdem ptaszczyzny 7.
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Wzajemne potozenie prostej i ptaszczyzny w przestrzeni
1) Prosta nie ma punktéw wspdlnych z ptaszczyzna.
k

aTNk=0
T

2) Prosta ma tylko jeden punkt wspdlny z ptaszczyzng; o takiej prostej powiemy, ze
przebija ptaszczyzne.

e 7w k= {A}

A

3) Prosta ma dwa punkty wspdlne, a zatem — zgodnie z aksjomatem A5 — wszystkie
punkty wspdlne z ptaszczyzng. O takiej prostej mowimy, ze lezy na ptaszczyznie
lub zawiera sie w ptaszczyznie.

Tk kcx

Definicja 2.
Prosta jest rownolegta do ptaszczyzny 7, jesli nie ma punktow wspdlnych z ptasz-
czyzng 7 lub lezy na ptaszczyznie .

Cwiczenie 2. Narysuj w zeszycie dwie przecinajgce sie ptaszczyzny. Zaznacz kra-
wed? przeciecia tych ptaszczyzn. Do jednej z tych ptaszczyzn nalezy prosta k. Okres|
potozenie prostej k wzgledem drugiej ptaszczyzny, jesli:

a) prosta k nie jest réwnolegta do krawedzi przeciecia obu ptaszczyzn,

b) prosta k jest rownolegta do krawedzi przeciecia obu ptaszczyzn.

Przyktad 1.

Wykazemy, ze jesli prosta k przebija /ﬁ
ptaszczyzne 7, to punkt przebicia lezy

na krawedzi przecigcia ptaszczyzny 7, 7, %

i dowolnej ptaszczyzny 7, zawieraja- /

cej prosta k. o

Niech prosta k przebija ptaszczyzng 77, w punkcie, ktory oznaczymy A. Punkt A nale-
zy wigc do ptaszczyzny 7, nalezy tez do ptaszczyzny 7, poniewaz prosta k zawiera
sig¢ w pfaszczyznie 7t,. Zatem punkt A nalezy do czesci wspolnej ptaszczyzn 7t i 7.
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Czescig wspdlng tych ptaszczyzn jest krawedz ich przeciecia. Tak wiec punkt A nalezy
do krawedzi przecigcia ptaszczyzn 7, i 7,

Przyktad 2.

Dany jest szescian ABCDA,B,C.D,, jak na ry- D, C,
sunku obok. Punkt P nalezy do krawedzi CC,, A

P # C,. Wyznaczymy punkt S, w ktérym prosta ' B,
A P przebija ptaszczyzne (ABCD). p
b C
A B
Korzystamy z przyktadu 1. Zauwazmy, ze pro- D, G
sta A P zawiera sig, na przyktad, w ptaszczyz- h B
nie (AlACC ) Krawedzig przeciecia ptaszczyzn ! \ '
(AlACCI) i ZABCD) jest prosta AC. Zatem pro- ~2
sta A,P przebije ptaszczyzne (ABCD) w punk- D C
cie lezacym na prostej AC.
A B
Punkt S jest punktem, w ktérym prosta A P D, C
przebija ptaszczyzne (ABCD). ’ 5
1 1
\\ ’
b S
A B
Cwiczenie 3. Punkty A, B, C, D nie lezg na jednej
ptaszczyznie. Punkt P nalezy do odcinka AD, punkt
Q nalezy do odcinka BD (zobacz rysunek obok). p ¢
Wyznacz punkt, w ktérym prosta PQ przebija
ptaszczyzne (ABC). 2 B

Wzajemne potozenie dwdch prostych w przestrzeni
1) Istnieje ptaszczyzna zawierajaca dwie dane proste, wowczas:

e proste przecinajg sie, czyli maja tylko jeden punkt wspdlny

m

ﬂ%
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e proste sg rownolegte i nie majg punktéw wspdlnych

e proste sg rownolegte i sie pokrywaja.

k=m

n\

2) Nie istnieje ptaszczyzna zawierajgca dwie dane proste, wéwczas te proste nazy-

wamy prostymi skosnymi.
m

k /
7T \

Przyktad 3. D, ,
Rozwazmy proste wyznaczone przez wierzchotki szescia- A
nu ABCDA,B.C D, przedstawionego na rysunku obok. ! B,
b c
A B
Wybrane proste Wybrane proste Wybrane proste
skosne rownolegte przecinajace sie
pr.AD i pr. BB, pr.AA i pr. CC, pr. DC i pr. BC
pr.AD, i pr. CC, pr.AB, i pr. DC, pr. AC i pr.BD
pr.DB, i pr. AA pr.BD i pr. B.D, pr.AC i pr.AC

Cwiczenie 4. Punkty A, B, C, D nie lezg na jed-
nej ptaszczyznie, jak na rysunku obok. Wskaz

pary prostych skosnych, wyznaczonych przez te
punkty.
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Twierdzenie 2.
Jesli proste k i m sg do siebie rownolegte, to prosta k jest rownolegta do kazdej
ptaszczyzny zawierajacej prostg m.

Zatozenie:

dane sg proste k, m i ptaszczyzna N
k| m
mcn

Teza: \n

k|| 7 i

Dowdd: Jesli prosta k lezy na ptaszczyznie 7, to teza jest oczywista. Rozwazmy przy-
padek, gdy prosta k nie zawiera sie w ptaszczyznie . WOwczas wystarczy pokazac,
ze k Nt = . Rozwazmy ptaszczyzng T, wyznaczong przez proste k i m. Ta ptaszczy-
zna przecina ptaszczyzne . Krawedzig tego przeciecia jest prosta m. Gdyby prosta k
przecinatfa pfaszczyzne 7, to punkt przeciecia lezatby na krawedzi m. Ale to jest nie-
mozliwe, bo z zatozenia k || m. Zatem k N = &, co znaczy, ze k || 7.

Przyktad 4. D, C,
Dany jest szescian, jak na rysunku obok. Punkty P, Q s3 A, }-\
$rodkami odcinkéw B D, i BC,. Wykazemy, ze prosta PQ
jest rownolegta do ptaszczyzny (ABB.A)).

Dowod: Rozwazmy trojkat wyznaczony przez punkty A, P
. . A

B, C,. Punkt P jest Srodkiem boku A_C, (dlaczego?). Punkt !

Q jest $rodkiem odcinka BC, (z zatozenia). Z twierdzenia

o odcinku tgczgcym Srodki bokéw tréjkata wynika, ze Q
PQ || A,B.

To znaczy, ze A B
pr.PQ | pr. A B

Prosta A B lezy na pfaszczyznie (ABBlA ) Zatem na mocy twierdzenia 2. prosta PQ

jest réwnolegta do ptaszczyzny (ABBlA1 .

W dalszej czesci dziatu bedziemy tez stosowaé nastepujgce twierdzenia.
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Twierdzenie 3.
Dwie przecinajgce sie proste wyznaczajg tylko jedng ptaszczyzne.

Twierdzenie 4-.
Przez dowolny punkt przestrzeni mozna poprowadzi¢ tylko jedng prostg réwno-
legta do danej proste;j.

Twierdzenie 5.
Jesli w przestrzeni dane sg trzy proste i dwie z tych prostych sg réwnolegte do
trzeciej prostej, to sg réwniez do siebie rownolegte.

Cwiczenie 5. Narysuj w zeszycie rysunki ilustrujgce trzy ostatnie twierdzenia.

UWAGA: Moze sie wydawac, ze ostatnie twierdzenie jest oczywiste. Przeciez taka
samg wtasnos¢ miaty trzy proste lezgce na jednej ptaszczyznie. Jednak nie wszystkie
wtasnosci prostych, ktore byty prawdziwe na ptaszczyznie, przenoszg sie na wtasno-
Sci prostych w przestrzeni. Oto przyktad:
o dla trzech prostych k, I, m lezagcych na ptaszczyznie prawdziwe jest nastepujgce
stwierdzenie:
Jesli proste k, | sg prostopadte do prostej m, to proste k, / sg do siebie réwnolegte.
e dla prostych k, I, m potozonych w przestrzeni powyzsze stwierdzenie jest fatszy-
we. Otéz, jesli proste k, |, m sg potozone w przestrzeni oraz proste k, | s3 prosto-
padte do prostej m, to proste k, I moga:
a) przecinac sie pod dowolnym katem,
b) byé réownolegte,
c) by¢ skosne.

Cwiczenie 6. Narysuj w zeszycie szeécian ABCDA B,C D,. Niech odcinek DD, za-
wiera sie w prostej m. Podaj przyktad prostych ki /, poprowadzonych przez wierz-
chotki tego szescianu, ktére sg prostopadte do prostej m i jednoczesnie:

a) sie przecinajg b) sg rownolegte c) sg skosne.

Kolejny przyktad pokaze zastosowanie twierdzenia 5.

Przyktad s. D
Punkty A, B, C, D nie lezg na jednej ptaszczyznie. Po-

nadto punkty P, Q, R, S sa odpowiednio Srodkami /$ R

odcinkéw AB, BC, CD i AD (jak na rysunku obok). Wy-
kazemy, ze czworokat PQRS jest réwnolegtobokiem. P
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Dowdd: Aby stwierdzi¢, ze czworokat PQRS jest réwnolegtobokiem, wystarczy po-
kazac, ze przeciwlegte boki w tym czworokacie sg do siebie réwnolegte i majg jed-
nakowg dtugosc.

Rozwazmy tréjkat ABD. Z twierdzenia o odcinku tgczgcym srodki bokéw tréjkata wy-
nika, ze

SP|| DB oraz |SP|:%|DB|

Podobnie w tréjkgcie BCD otrzymujemy:
RQ || DB oraz |RQ|:%|DB|

Mamy
SP||DB i RQ| DB

Z twierdzenia 5. wynika, ze
SP || RQ

Dodatkowo otrzymalismy, ze |SP| :%|DB| :|RQ| .

Przeciwlegte boki SP i RQ rozwazanego czworokata sg do siebie réwnolegte i maja
jednakowa dtugosé. To znaczy, ze czworokat PQRS jest réwnolegtobokiem.

Kolejne dwa twierdzenia charakteryzujg proste skosne.

Twierdzenie 6.
Jesli jedna prosta lezy na ptaszczyznie, a druga prosta przebija te ptaszczyzne
w punkcie nienalezgcym do pierwszej prostej, to te proste sg skosne.

¢ 7
7T \

/

Szkic dowodu (nie wprost): Niech prosta k lezy na ptaszczyznie 7, a prosta m przebi-
ja ptaszczyzne t w punkcie A, nienalezgcym do prostej k. Zatézmy, ze istnieje ptasz-
czyzna 7, w ktorej lezg proste ki m. W szczegdlnosci, na ptaszczyznie 7, lezy prosta
k i punkt A. Ale istnieje tylko jedna ptaszczyzna wyznaczona przez prostg i punkt
nielezacy na niej (twierdzenie 1.) — jest to pfaszczyzna 7. Zatem ptaszczyzny 7 i 7
sie pokrywaja. To prowadzi do sprzecznosci z zatozeniem, ze prosta m przebija ptasz-
czyzne 7.
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Przyktad 6.

Dany jest prostopadtoscian ABCDA B,C,D, (zobacz ry- D, C,
sunek obok). Na odcinku AB wybrano dowolnie dwa A B,Q 75
punkty P, R, a na odcinku B,C, wybrano dwa punkty !

Q, S. Wykazemy, ze proste PQ i RS sg skosne. D c

Proste AB i B,C, sa sko$ne (uzasadnij to doktadnie, D, G
powotujgc sie na twierdzenie 6. — wskaz ptaszczy- A B,

s o o . . / .o 1
zne, w ktérej zawiera sie prosta AB i ktorg przebija
prosta B.C,). D c
Zatem punkty P, R oraz Q, S nalezg odpowiednio do

prostych skosnych. A B

W szczegdlnosci to znaczy, ze punkty P, R, Q, S nie lezg na jednej ptaszczyznie. Stad
wynika, ze proste PQ i RS nie sg rownolegte i sie nie przecinajg, czyli s skosne.

Twierdzenie 7.
Dla kazdej z dwdch prostych skosnych istnieje tylko jedna ptaszczyzna zawierajgca
te prostg i rownolegta do drugiej prostej skosne;.

Szkic dowodu: Niech k, m bedg prostymi skosnymi. Przez dowolny punkt prostej m
prowadzimy prostg k, rbwnolegta do prostej k.

Proste m ik, wyznaczajq ptaszczyzne (twierdzenie 3.). Jest to szukana ptaszczyzna.
Ptaszczyzna 7 zawiera prosta k, rownolegta do prostej k, wigc — na mocy twierdze-
nia 2. — prosta k jest rownolegta do ptaszczyzny sr. Podobnie mozna pokazaé, ze
istnieje ptaszczyzna zawierajgca prostg k i rownolegta do prostej m.

Na koniec tego tematu podamy twierdzenie charakteryzujgce ptaszczyzny réw-
nolegte.
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Twierdzenie 8.
Jesli dwie rownolegte ptaszczyzny przetniemy trzeciag ptaszczyzna, to otrzymane
krawedzie przeciecia sg do siebie réwnolegte.

Zatozenie: ﬁ
7, | =, k

nlmnzk
T,NT=m Ty

Teza: 7/ /[ m

k|m /
'7-[2

Dowdd: Proste k, m nie mogg by¢ skosne, poniewaz lezg na ptaszczyznie . Jesli
proste k, m przecinatyby sig, to z tego by wynikato, ze ptaszczyzny 7 i 7, tez by sig
przecinaty, co wobec zatozenia 7, || 7z, jest niemozliwe. Skoro proste k, m nie przeci-
naja sie i nie sg skosne, wiec znaczy to, ze sg réwnolegte.

SpVaWdi, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. PunktyK, L, M, N nie lezg na jednej ptaszczyznie. Czy punkt N moze naleze¢ do
prostej KL? Odpowiedz uzasadnij.

2. Dany jest szescian ABCDA B,C,D, oraz punkty K, L, M lezac€odgowiedniota
krawedziach C D, CC, AA, Zzobacz rysunek obok). Przery jLrysunek g0|ze-

szytu i wyznacz punkty, w ktérych proste KL, ML i MK przgbijajg ptaszczigne
(ABC).

AB, BE, AD, DE, CD i BC (zobacz rysunek obok). Wykaz, 28
a) pr. PQ|| pr. RS b) pr. PR || pr. WT
c) pr. PR | pt.(BCD)  d) pr.RT || pt. (ABC)
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Prostopadtosé prostych i ptaszczyzn
w przestrzeni

Prostopadtos¢ prostych

1. Proste prostopadte, zawarte w jednej ptaszczyznie

Przypomnijmy: na ptaszczyznie dwie proste nazywamy prostymi prostopadtymi
wtedy, gdy przecinaja sie pod kagtem prostym.

k

m_— Km
m
T

2. Proste prostopadte, ktdre nie zawierajg sie w jednej ptaszczyZznie

Najpierw okreslimy kat miedzy prostymi skosnymi.

Zatézmy, ze mamy dane dwie proste skosne k i m. Wybieramy w przestrzeni dowol-
ny punkt P. Przez punkt P prowadzimy:

* prostg k, — rownolegty do prostej k  oraz

* prosta m, —rownolegta do prostej m.

Kat migdzy przecinajacymi sig prostymi k i m., nie wigkszy od kata prostego, nazy-
wamy katem miedzy prostymi skosnymi ki m.

Jesli kat miedzy prostymi skosnymi k, m jest katem prostym, to powiemy, ze proste
k, m s prostopadte i zapisujemy k 1 m.

UWAGA: Mozna wykaza¢, ze kat miedzy prostymi skosnymi k, m nie zalezy od
wyboru punktu P w przestrzeni. Czesto wybieramy ten punkt na prostej k lub na
prostej m.
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Przyktad 1.

Rozwazmy proste skosne A D i BB, wyznaczone przez wierzchotki szescianu
ABCDA B.C D,. Na rysunku ponizej s one zaznaczone kolorem czerwonym.

D C

1 1

Przez punkt A, prowadzimy prostg AA,, rownolegta do prostej BB,. Prosta AA, prze-
cina prosta A, D, pod katem prostym, bo czworokat A ADD, jest kwadratem.

Dl Cl
A
1 > Bl
D C
A B

To oznacza, ze proste skosne A D, i BB, sg prostopadte.

Cwiczenie 1. Dany jest szedcian ABCDAB,C D,. Wykaz, ze proste skoéne, zazna-
czone na rysunkach kolorem czerwonym i przechodzace przez odpowiednie wierz-
chotki tego szescianu sg prostopadte.

a) b)

D C D C

1 1 1

1 B A

T~

A
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Prostopadtos¢ prostej i ptaszczyzny

Definicja 1.
Prosta i ptaszczyzna sg prostopadte wtedy, gdy prosta jest prostopadta do kazdej
prostej lezgcej na ptaszczyznie.

Jesli prosta k i ptaszczyzna 7 sq pro-

stopadte, to symbolicznie zapisujemy
to tak: A
klm
/4

Twierdzenie 1
Jesli proste k, m sg rownolegte i prosta k jest prostopadta do prostej /, to prosta m
tez jest prostopadta do proste;j /.

Twierdzenie 2.
Jesli proste k, m sg rownolegte i prosta k jest prostopadta do ptaszczyzny 7, to
prosta m tez jest prostopadta do ptaszczyzny 7.

Twierdzenie 3.
Jesli dwie proste sg prostopadte do tej samej ptaszczyzny, to sg réwnolegte.

Kolejne twierdzenie utatwia sprawdzenie, czy prosta jest prostopadta do ptaszczyzny.

Twierdzenie 4. Twierdzenie o prostej prostopadtej do ptaszczyzny
Jesli prosta jest prostopadta do dwdch przecinajacych sie prostych lezacych na
ptaszczyznie, to jest prostopadta do tej ptaszczyzny.

Zatozenie:
Dana jest ptaszczyzna 7t na ktdrej
lezg proste: I, m, p oraz prosta k,
mn[={0}

kL1l i klm P&
Teza: @O
T /

klp
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Dowdd: Wykazemy, ze prosta k jest prostopadta do kazdej prostej p lezgcej na ptasz-
czyznie 7, co bedzie znaczy¢, na mocy definicji 1., ze k L 7.

Przypadek 1. Prosta k przebija ptaszczyzne m w punkcie O przeciecia prostych m, /.
Prosta p przechodzi przez punkt O. k

Na prostych |, m wybieramy odpo-
wiednio punkty A, B w taki sposdb,
aby odcinek AB przecigt prostg p.
Punkt przeciecia oznaczmy literg C.

. . /4
Na prostej k wybieramy punkty D, D,
po przeciwnych stronach punktu O %
tak, aby
|po| =|oD,|

* Pokazemy, ze trojkat DD, C jest rownoramienny.
Zauwazmy, ze
AAOD = AAOD, — cecha przystawania tréjkatéw (bkb)
Mamy bowiem
AO — wspdlny bok

|DO‘ = ‘OD1| —z wyboru punktéw D, D,
|«AOD|=|<A0D,|=90° ~ 2 zatozenia, ze k L |
Stad otrzymujemy, ze
|AD| =|AD |
Podobnie mozna wykazac, ze ADOB= AD, OB, zatem
80| =[BD,
Mamy réwniez
AABD = AABD, — cecha przystawania tréjkatéw (bbb)

Z tego wynika, ze
|<DAC|=|<CAD,|

a stad otrzymujemy, ze

ADAC= AD AC — cecha przystawania tréjkatéw (bkb)
Z przystawania ostatnich dwdch tréjkatéw wynika, ze
Ipc|=|p,C|,

a wiec trojkat DD, C jest rownoramienny.

e Pokazemy, ze p L k.
Odcinek OC jest srodkowg poprowadzong na podstawe DD,. W tréjkacie rowno-
ramiennym taka srodkowa jest réwnoczesnie wysokoscig, wiec odcinek OC jest
prostopadty do prostej k, a zatem p L k.
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Przypadek 2. Prosta k przebija ptaszczyzne = w punkcie O przeciecia prostych m, .
Prosta p nie przechodzi przez punkt O.

Woéwczas przez punkt O prowadzimy prostg p,, rownolegta do prostej p. Na mocy
przypadku 1. prosta p_ jest prostopadta do prostej k, a to znaczy, ze réwniez
p Lk

Przypadek 3. Prosta k przebija ptaszczyzne & w punkcie réznym od punktu O.

Woéwczas przez punkt O prowadzimy prostg k, rownolegta do prostej k. Na mocy
twierdzenia 1. prosta k, jest prostopadta do prostych /, m,

k, L1, k Lm

Wodwczas — na podstawie przypadku 1. — otrzymujemy, ze
k, L

Poniewaz k || k i k L, zatem z twierdzenia 2. wynika, ze
klm

Dowadd twierdzenia zostat zakoriczony.

Przyktad 2.

Punkty A, B, C, D nie lezg na jednej ptaszczyznie.
Wiadomo, ze |AC| = |BC|i|AD| =|BD|. Punkt E jest $rod-
kiem boku AB (zobacz rysunek obok). Pokazemy, ze:
a) prosta AB jest prostopadta do ptaszczyzny (CDE),

A C
b) pr. AB L pr. DC. W

B

Ad a) Odcinek CE jest wysokoscig w tréjkacie ABC (dlaczego?), zatem
AB 1 CE
Podobnie odcinek DE jest wysokoscig w tréjkacie ABD, wiec
AB 1 ED
Prosta AB jest prostopadta do dwdch przecinajacych sie prostych lezgcych na ptasz-
czyznie (CDE), wiec — na mocy twierdzenia 4. — jest prostopadta do ptaszczyzny (CDE).

Ad b) W punkcie a) pokazalismy, ze prosta AB jest prostopadta do ptaszczyzny (CDE).

To znaczy, na podstawie definicji 1., ze prosta AB jest prostopadta do kazdej prostej

lezgcej na ptaszczyznie (CDE). Poniewaz prosta CD lezy na ptaszczyznie (CDE), wiec
pr. AB L pr. CD.

k
UWAGA: Jezeli prosta k przebija ptaszczy-

zne T w punkcie A i nie jest prostopadta do

ptaszczyzny 7, to na ptaszczyznie 7t lezy tylko i m
jedna prosta m przechodzaca przez punkt A, U

ktdra jest prostopadta do prostej k. /
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Prostg m mozna opisac jako krawedz? przecigcia ptaszczyzny 7 i ptaszczyzny 7, ktéra
jest prostopadta do prostej k i do ktérej nalezy punkt A.

Prostopadtosé¢ prostej k do dwdch przecinajgcych sie prostych zawartych w ptasz-
czyZnie st oznacza, ze prosta k jest prostopadta do ptaszczyzny 7r. Prostopadtosé pro-
stej k do ptaszczyzny st zaznaczamy na rysunku w nastepujacy sposdb:

k

[

Przyktad 3.

D, C, Dany jest szescian, jak na rysunku obok. Punkt O jest
punktem przecigcia przekatnych kwadratu BCCB,.
Pokazemy, ze odcinek DO jest prostopadty do odcinka
BC, i nie jest prostopadty do odcinka B, C.

A

D, C Rozwazmy trojkat BC,D. Mamy
5, o8|~ |c .
Trojkat BC, D jest rownoramienny, a odcinek DO jest
srodkowg poprowadzong na podstawe BC,. To znaczy,
ze DO jest rowniez wysokoscig trojkata BC D, czyli
DO L BC,

,CD. Zauwazamy, ze

D, C, Rozpatrzmy teraz tréjkat B
3 B, >}s, > ci

Odcinek DO jest srodkowg poprowadzong do boku

B,C. Gdyby odcinek DO byt prostopadty do odcinka

B,C, to by znaczyfo, ze |DBl| = |DC, ale tak nie jest.

Zatem odcinek DO nie jest prostopadty do odcinka B, C.

A B Z powyzszych rozwazan wynika tez, ze prosta DO nie

jest prostopadta do ptaszczyzny (BCClBl).

Cwiczenie 2. Dany jest szedcian ABCDA B C,D,. Wykaz, ze czworokat ABC D, jest
prostokgtem.
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Prostopadtosc¢ ptaszczyzn

Definicja 2.

Ptaszczyzna 7, jest prostopadta do ptaszczyzny 77, wtedy, gdy w ptaszczyznie 7,
jest zawarta prosta prostopadta do ptaszczyzny 7,.

7T
i 1

Prosta | — na rysunku obok — lezgca
na ptaszczyznie 7, jest prostopa-

k dta do przecinajgcych sie prostych

k, m lezacych na pfaszczyznie m,.

m To znaczy, ze prosta / jest prostopa-

dta do ptaszczyzny 7, wigc rowniez

e

ptaszczyzna 7, jest prostopadfa do
ptaszczyzny 7. Zauwaz, ze jedli ptasz-
czyzna 7, jest prostopadfa do ptasz-
czyzny 7, to rowniez ptaszczyzna 7,
jest prostopadta do ptaszczyzny 7.

Jesli ptaszczyzny 7 i 7, sg prostopadte, to stosujemy symboliczny zapis:

w Lo,

D

A\Q; , 7C
E

B

W przyktadzie 2. pokazalismy, ze prosta AB zawarta
w ptaszczyznie (ABC) jest prostopadta do ptaszczyzny
(CDE).

Z definicji 2. wynika, ze ptaszczyzna (ABC) jest prosto-
padfa do ptaszczyzny (CDE).

SP rawdz, CzZYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

D 1. W szescianie ABCDA B.C,D, punkty P i Q sg odpowiednioZrodkami krdwedzi

AD i A B_(zobacz rysunek obok). Wykaz, ze proste BP i C,’sa prostopadte.
A/ 1Q
Bl
D C
P
A B

2. Dany jest szeScian ABCDA B,C D, . Sprawdz, czy prosta
a) BD jest prostopadta do ptaszczyzny (ACDl),

b) A D jest prostopadta do ptaszczyzny (ABClDl).
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D 3. Dany jest szeScian ABCDA B.CD,. Punkt O

jest punktem przeciecia przekatnych kwadra-
tu ADD A, (zobacz rysunek obok). Wykaz, ze
proste B,0 i BC, sg prostopadte.

Dany jest prostopadtoscian ABCDA B.C.D,
o podstawie kwadratowej. Wykaz, ze prosta

A.C, jest prostopadto do prostej D, B.

Punkty A, B, C, D nie lezg na jednej ptasz-
czyznie. Ponadto wiadomo, ze |AC| = |AB]
i |cD| = |BD|. Punkt E jest $rodkiem boku BC,
F e AE (patrz rysunek obok). Czy proste DF
i BC sg prostopadte? Odpowiedz uzasadnij.

Dany jest prostopadfoscian ABCDA B,C D,
o podstawie kwadratowej ABCD. Punkty E,
F, F, sq odpowiednio srodkami odcinkoéw AB,
ADiAD,. Czy prosta DE jest prostopadta do

ptaszczyzny (FCClFl)? Odpowiedz uzasadnij.

D, o)
Al B, —
/
D c
A B
D) G
A Bl
D
A B
D
A
E
B
D C,
Fl
A, B,
F
A E\ B
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Rzut réwnolegty na ptaszczyzne.
Rysowanie figur ptaskich w rzucie
rownolegtym na ptaszczyzne

Bardzo wazng umiejetnoscig jest rysowanie na kartce bryt i figur w taki sposdb, w jaki
je widzimy, gdy patrzymy na nie pod pewnym katem. Takie rysunki bardzo utatwiajg
rozwigzywanie zadan. Ale rysunki mogg tez wprowadza¢ w btgd! Oto przyktad:

Znajomos¢ rzutu réwnolegtego na ptaszczyzne umozliwi ci poprawne rysowanie
figur przestrzennych na ptaszczyznie.

Wiasnosci rzutu réwnolegtego na ptaszczyzne

Definicja 1.

Niech dana bedzie w przestrzeni ptaszczyzna 7, zwana rzutnig i prosta k, kto-
ra przebija rzutnie. Kierunek prostej k nazywamy kierunkiem rzutu. Jesli przez
dowolny punkt A przestrzeni poprowadzimy prostg m réwnolegty do prostej k,
to przebija ona rzutnie w punkcie A . Punkt A, nazywamy rzutem réwnolegtym
punktu A na ptaszczyzne st w kierunku prostej k.

P
\ s

1) Rzut rdwnolegty na ptaszczyzne jest przyktadem przeksztatcenia odwzorowu-
jacego zbidr punktdw przestrzeni w zbidr punktédw ptaszczyzny.
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2) Jesli punkt A lezy na rzutni, to jego rzut réwnolegty pokrywa sie z punktem A.
Wszystkie punkty rzutni sg wiec punktami statymi rzutu réwnolegtego.

Zauwaz, ze kazdy punkt rzutni jest obrazem nieskoniczenie wielu punktéw. Jak sg
potozone wzgledem siebie te punkty, ktdrych obrazem jest ten sam punkt na rzutni?

k m\ g
C
N y
aep Bi=GCi=D,
1

Z tej obserwacji wynika, ze rzut rdwnolegty na ptaszczyzne nie zachowuje odlegtosci
punktow.

Twierdzenie 1.
Rzut réwnolegty na ptaszczyzne nie jest izometria.

Znalez¢ rzut rdwnolegty figury F na ptaszczyzne, to znaczy znalez¢ rzuty réwnolegte
wszystkich punktow figury F.

O obrazie figury w rzucie réwnolegtym na ptaszczyzne mozna myslec jak o cieniu,
ktory tworzy przedmiot w stoneczny dzien. Mozna bowiem zatozy¢, ze promienie
stoneczne docierajgce do Ziemi sg réwnolegte. Wyznaczajg one kierunek rzutowa-
nia. Ptaska powierzchnia, np. boisko, chodnik, podtoga w mieszkaniu, jest rzutnia,
a ciend — rzutem réwnolegtym danego przedmiotu.

Wtasnosci rzutu réwnolegtego zapiszemy w postaci twierdzen.
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Twierdzenie 2.

Rzut réwnolegty na ptaszczyzne odcinka réwnolegtego do rzutni jest odcinkiem
réownolegtym do danego i takiej samej dtugosci jak odcinek dany.

Twierdzenie 3.

Rzut réwnolegty na ptaszczyzne zachowuje uporzadkowanie punktéw lezgcych na
prostej nierdwnolegtej do kierunku rzutu.

Twierdzenie 3. méwi o tym, ze jesli punkty A, B, C lezg na prostej nieréwnolegtej do
kierunku rzutu i punkt B lezy migdzy punktami A i C, to rzuty rownolegte A , B, C, sq
wspotliniowe i punkt B, lezy migdzy punktami A i C..

Jesli zastosujemy teraz wniosek z twierdzenia Talesa do prostych ACi A,C, przecig-
tych prostymi réwnolegtymi A A, B B, C,C, to otrzymamy zaleznosc:
|AB| _|AB, |

|BC| [B,C, |

Twierdzenie 4.

W rzucie réwnolegtym na ptaszczyzne stosunek dtugosci odcinkdw lezgcych na

prostej nierownolegtej do kierunku rzutu jest rowny stosunkowi dtugosci ich
rzutow.




240 5. Geometria przestrzenna. Wielosciany

Z twierdzenia 4. wynika nastepujgcy wniosek.

Whiosek 1. Rzutem réwnolegtym srodka odcinka, nieréwnolegtego do kierunku
rzutu, jest Srodek odcinka bedgcego rzutem.

Dowdd: Niech punkt O bedzie $rod-

k
kiem odcinka AB nieréwnolegtego do ) )
kierunku rzutu. Z twierdzenia 4. wyni- —
ka, ze
|A0,| _|AO] A, O, B,
|08, 08|
AO
Ale |AO| = |08, wiec 1401 1, stad
OlBl
|O1B1‘ = ‘Alol"

Twierdzenie 4. mozna uogdlnié.

Twierdzenie 5.

Rzuty réwnolegte na ptaszczyzne odcinkdw réwnolegtych — ale nieréwnolegtych
do kierunku rzutowania — sg odcinkami réwnolegtymi i stosunek dtugosci tych
odcinkéw jest rowny stosunkowi dtugosci ich rzutéw.

Zatozenie:
punkty A, B, C,, D, s3 odpowied-
nio rzutami réwnolegtymi punk- k
téw A, B, C, D na ptaszczyzne ;O Y
w kierunku prostej k, AB || CD, i 7
AB Jf k A, &——D,
Teza: G,
AB| |AB
AlBl H ClDll | |:| 1 1|
lco| |c.p,

W praktyce czesto stosuje sie szczegdlny przypadek ostatniego twierdzenia.

Whiosek 2. Rzuty réwnolegte na ptaszczyzne odcinkdw réwnolegtych i rownej dtu-
gosci — ale nieréwnolegtych do kierunku rzutowania — sg odcinkami rownolegtymi
i rownej dtugosci.
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Rysowanie rzutéow rownolegtych wybranych figur ptaskich

Omoéwimy teraz sposdb rysowania rzutéw réwnolegtych wybranych figur ptaskich
przy zatozeniu, ze ptaszczyzna zawierajgca dang figure nie jest rownolegta do kie-
runku rzutowania.

Przyktad 1.

Narysujemy rzut réwnolegty na ptaszczyzne tréjkata rownobocznego ABC wraz z za-
znaczonymi w nim wysokosciami, przy zatozeniu, ze bok AB jest réwnolegty do rzut-
ni, a ptaszczyzna (ABC) nie jest rownolegta do kierunku rzutowania.

C

A F B

1) Rzutem odcinka AB jest taki odcinek A B, ze
|AlBl| = |AB| — twierdzenie 2.

2) Rzut punktu C, czyli punkt C,, mozemy wybrac do-
wolnie poza prostg A B,. 1

3) Zauwaz, ze punkty D, E, F sg srodkami odcinkéw
odpowiednio BC, CA, AB. Zatem punkty D, E , F,
sq srodkami odcinkéw odpowiednio B.C,, CA,

AB.. A, F, B,

Rzutem réwnolegtym trojkgta rownobocznego jest trojkat.

Przyktad 2.

Narysujemy rzut rdwnolegty na ptaszczyzne kwadratu ABCD, przyjmujac zatozenie,
ze bok AB jest rownolegty do rzutni, a ptaszczyzna (ABCD) nie jest réwnolegta do

kierunku rzutowania.
D C
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Rysujemy najpierw rzut odcinka AB, czyli odci- G
nek A B , pamigtajac, ze
4,6, al. .

Al Bl
Punkt C, wybieramy dowolnie poza prostg A B,.
Odcinki AB i CD sg réwnolegte do siebie i do rzut- D, C,
ni, a takze majg takg samg dtugos¢. Rzuty réwno-
legte tych odcinkow tez sg do siebie réwnolegte i
majg takg samg dtugosé, zatem A B,

cD, ||AB, i|AB|=|cD,].

Rzutem réwnolegtym kwadratu jest rownolegtobok.

Przyktad 3.

Narysujemy rzut réwnolegty sze$ciokgta foremnego ABCDEF przy zatozeniu, ze prze-
katna AD jest réwnolegta do rzutni i ptaszczyzna (ABC) nie jest rownolegta do kie-
runku rzutowania.

1)

2)

F E

L,
=

Zaczynamy od narysowania odcinka A D, pamigtajac, ze
|AD|=|AD|. A D,

Punkt B, wybieramy dowolnie poza prostg A D,.
Odcinek BC jest réwnolegty do odcinka AD, a wiec B, o
i do rzutni. Zatem

B,C,|=|BC| oraz B,C, | AD,.

Poniewaz AB || ED i |AB| = |[ED|, wiec ; !
AB, | ED, oraz |AB|=|ED,]

Wyznaczamy rzut punktu E i analogicznie rzut Af D,
punktu F. \ /
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UWAGA: Rzut réwnolegty szesciokata ABCDEF najwygodniej jest rysowac tak, aby

odcinek B,F, nie byt prostopadty do odcinka A D..

Przyktad 4.
Narysujemy rzut réwnolegty okregu o(O, r)
D C
A B
E O

Zatézmy, ze Srednica AB jest rownolegta do rzutni. Ry-
sujemy wiec odcinek A B, pamigtajac, ze |A131| = |AB|.
Niech C bedzie takim punktem, dla ktérego |OC| =r.
Rzutem punktu C niech bedzie punkt C, i, na przyktad,

1
lo.c,|==|oc]|.
2
Aby znalez¢ rzut dowolnego punktu D okregu, kresli-

my odcinek DE réwnolegty do odcinka CO (punkt E na-
lezy do $rednicy AB). Mamy

, 1
A E|=|AE|oraz D.E || C,0, i |D,E,| =E|DE|

(twierdzenie 5.). W podobny sposéb znajdujemy mozliwie duzo rzutéw punktow

okregu.

Otrzymane punkty tgczymy linig, ktdérg nazywamy elipsa.

Rzut prostokatny na ptaszczyzne

Definicja 2.

Rzutem prostokatnym na ptaszczyzne nazywamy rzut rownolegly na ptaszczy-
zne, ktérego kierunek jest wyznaczony przez prostg prostopadty do rzutni.

Postugujgc sie tym terminem, mozemy w prosty sposéb zdefiniowaé odlegtos¢

punktu od ptaszczyzny.
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Definicja 3.
Odlegtoscig punktu A od ptaszczyzny 7 nazywamy dtugosc odcinka AA,, gdzie A,
jest rzutem prostokgtnym punktu A na ptaszczyzne 7. Odlegto$é te oznaczamy

d(A, ).
Przyktad s.
Odlegtos¢ punktu C, lezgcego poza ptaszczyzng i, od dwdch punktéw A i B, lezgcych
na ptaszczyznie 7, jest rowna odpowiednio 51 i 30. Wyznaczymy odlegtos¢é punktu C

od ptaszczyzny 7, jesli stosunek dtugosci rzutéw prostokatnych odcinkéw ACi BC na
ptaszczyzne 7 jest rowny 5 : 2.

Niech rysunek ponizej reprezentuje sytuacje opisang w zadaniu.

C
51
30 X
A
a
T B 2a G

Mamy dane: |AC| =51, BC| =30. Niech C, bedzie rzutem prostokatnym punktu C na
ptaszczyzne 7. Szukamy dtugosci odcinka CC;; oznaczmy ja x, x > 0.

Jesli |AC1| : |BC1| =5:2, to znaczy, ze istnieje taka liczba a, a > 0, dla ktérej

|AC|=5a i |BC|=2a.
Prosta CC, jest prostopadtfa do ptaszczyzny 7, wigc jest prostopadta do kazdej pro-
stej zawartej w ptaszczyznie . W szczegdlnosci mamy:

AC, L CC iBC LcCC.

Zatem trojkaty AC,Ci BC C sg prostokatne.

Stosujemy do nich twierdzenie Pitagorasa i otrzymujemy uktad rownan:
x* +25a° =51°
_ | ¥ +4a® =30

210’ =51>—-30?
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Zatem
216> =21-81 /:21 a’ =81
x> =900-4a’ x> =576
a=9, boa>0
x=24, box>0

Odlegtos¢ punktu C od ptaszczyzny 7 jest réwna 24.

Definicja 4.

Odlegtoscia prostej k rownolegtej do ptaszczyzny 7 od ptaszczyzny & nazywamy
dtugosc odcinka AA , przy czym A jest dowolnym punktem prostej k, A, — rzutem
prostokagtnym punktu A na ptaszczyzne .

Analogicznie mozna zdefiniowac¢ odlegtos¢ miedzy dwiema réwnolegtymi ptasz-
czyznami.

SP ra Wdi, CzZYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Naszkicuj rzut réwnolegty w kierunku pewnej prostej k nastepujgcych figur:
kwadratu, prostokata i rownolegtoboku — w przypadku, gdy dwa boki kazde-
go z tych czworokatéw sg rownolegte do rzutni, a pozostate dwa nie sg row-
nolegte do rzutni. Co mozna zauwazy¢?

2. Naszkicuj figure F, bedacg rzutem réwnolegtym rombu ABCD, jesli rzutnia
jest rownolegta do boku AB i nie jest rownolegta do boku BC. Nastepnie
zaznacz w rombie ABCD wysokos¢, przechodzacg przez srodek symetrii
rombu, prostopadtg do boku AB oraz naszkicuj rzut tej wysokosci, zawarty
w figurze F. Czy rzut wysokosci dzieli boki figury F na potowy? Odpowied?
uzasadnij.

3. Tréjkat prostokatny ABC, ktorego przeciwprostokgtna AB ma dtugosc 20 cm,
zawiera sie w ptaszczyznie ;. Odcinek CS jest prostopadty do ptaszczyzny .

Wiedzac, ze punkt S jest odlegty od punktu A o +/337 cm, a od punktu B

— 015 cm, oblicz odlegtos¢ punktu S od ptaszczyzny 7.
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Twierdzenie o trzech prostych prostopadtych

Twierdzenia omoéwione w tym temacie utatwiajg sprawdzenie, czy kat miedzy prze-
cinajgcymi sie prostymi umieszczonymi w przestrzeni jest prosty.

Twierdzenie 1.

Jesli prosta k przebija ptaszczyzne 7 i nie jest do niej prostopadta oraz prosta m,
lezaca na ptaszczyznie 7, jest prostopadfa do rzutu prostokatnego k, prostej k na
pfaszczyzne 7, to prosta m jest prostopadta do prostej k.

Zatozenie:
Dana jest ptaszczyzna 7t oraz proste k, m,
kX r, knx={0}

k, jest rzutem prostokatnym prostej k
na ptaszczyzne
mcaw, m Lk, T

Teza:
m 1k

Dowdd:
Na prostej k wybieramy dowolny punkt A rézny od punktu O. Przez A, oznaczmy rzut
prostokatny punktu A na ptaszczyzne 7. Oczywiscie A, € k ipr. AA L.

Proste k i AA, wyznaczajq ptaszczyzne. Oznaczmy ja przez t,. Mamy
A em i Oeum,wigc
prrA0OcCm, na mocy aksjomatu 5.
czyli
k cm,
Z zatozenia wiemy, ze
m Lk,
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Ponadto

m L pr. AA,
poniewaz prosta AA, jest prostopadta do ptaszczyzny 7, czyli jest prostopadifa do
kazdej prostej lezgcej na ptaszczyznie 7, w szczegdlnosci do prostej m.

Prosta m jest wiec prostopadta do dwdch przecinajgcych sie prostych lezacych
na pfaszczyznie 7, zatem (twierdzenie 4. ze str. 231) jest prostopadta do ptaszczy-
zny 7. To znaczy, ze jest prostopadta do kazdej prostej zawartej w ptaszczyznie 7,
w szczegolnosci

m Lk, co koriczy dowdd.

Prawdziwe jest réwniez kolejne twierdzenie.

Twierdzenie 2.

Jesli prosta k przebija ptaszczyzne 7 i nie jest do niej prostopadta oraz prosta m
lezgca na ptaszczyznie 7t jest prostopadta do prostej k, to jest prostopadta do rzu-
tu prostokatnego k, prostej k na ptaszczyzneg 7.

Zatozenie:
Dana jest ptaszczyzna 7t oraz proste k, m
kXr, knm={0}

k, jest rzutem prostokatnym prostej k
na ptaszczyzne
mcax, mlk

Teza:
m 1k

1

Cwiczenie 1. Udowodnij twierdzenie 2. wzorujac sie na dowodzie twierdzenia 1.

Powyzsze dwa twierdzenia zapiszemy w postaci jednego twierdzenia, ktére bedzie-
my nazywac twierdzeniem o trzech prostych prostopadtych.

Twierdzenie 3. Twierdzenie o trzech prostych prostopadtych

Jesli prosta k przebija ptaszczyzne 7 i nie jest do niej prostopadta, prosta k, jest
rzutem prostokatnym prostej k na ptaszczyzne 7, prosta m lezy na ptaszczyznie 7,
to prosta m jest prostopadta do prostej k wtedy i tylko wtedy, gdy jest prostopa-
dta do prostej k;.

Pokazemy teraz zastosowanie twierdzenia o trzech prostych prostopadtych.
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Przyktad 1.

W trdjkacie ABC lezgcym na ptaszczyznie m mamy dane: ]AB\ =15, BC\ =37, CA] =
44. Z punktu B poprowadzono prostg prostopadta do ptaszczyzny 7. Na tej prostej
wybrano punkt M, dla ktérego |BM| = 16. Wyznaczymy wysoko$¢ tréjkata AMC po-
prowadzong z wierzchotka M.

Niech rysunek ponizej przedstawia sytuacje opisang w zadaniu.

M

C A

7
44

Z wierzchotka B tréjkata ABC poprowadzmy wysokos$¢ BD. Zauwaz, ze D € CA (dla—
czego?). Odcinek BD jest rzutem prostokatnym odcinka MD (bo MB L i), oczywiscie
CA 1 BD, zatem — z twierdzenia o trzech prostych prostopadtych —

CA 1L MD
Odcinek MD jest wiec wysokoscig tréjkata AMC poprowadzong z wierzchotka M.
Aby obliczy¢ dtugos¢ odcinka MD, obliczymy najpierw dtugos$¢ odcinka BD. W tym
celu obliczymy pole tréjkata ABC, stosujgc — znany Ci z klasy drugiej — wzér Herona.
Przypomnijmy: pole P tréjkata o bokach o dtugosci a, b, c wyraza sie wzorem:
a+b+c

P=\p-(p—a)-(p—b)-(p—c), gdzie p=

W przypadku tréjkata ABC mamy

37+44+15
=———— =48, zatem

P =./48-(48—37)-(48—44)-(48—15) =+/2" -3-11.2° .3-11 =

=+/2°-3%.11> =2%.3-11=264

Pole P tréjkata ABC mozna réwniez obliczy¢, stosujgc wzér:

P=1-|CA|-|BD
2

, wiec 264:%-44-|BD| /:22

|BD| =12
Prosta BM jest prostopadta do ptaszczyzny 7, w szczegdlnosci jest wiec prostopadta
do prostej BD, zatem tréjkat DBM jest prostokatny. Stosujemy twierdzenie Pitago-
rasa do tego trdjkata.
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Obliczamy dtugos¢ odcinka MD.
IMD[* = |DB? + |BMP, czyli |MDJ?=12?+ 16, wigc |MDJ*=400
IMD| =20, bo |MD|>0

Wysokos¢ tréjkata AMC poprowadzona z wierzchotka M ma dtugos¢ 20.

Przyktad 2.

Dany jest szescian ABCDA B,C D, (zobacz rysunek obok). D, C,
Wykazemy, ze: A

a) ACLBD, ' 5,
b) BD, L pt. (ACB,)
c) pt.(AcB)) L pt.(DBB)) D

A B
Ad a)
| sposéb — korzystamy z twierdzenia o trzech prostych prostopadtych

* Rzutem prostokatnym prostej BD, na

D, G ptaszczyzne (ABC) jest prosta BD.

A e Prosta AC jest prostopadta do prostej BD,
poniewaz te proste zawierajg przekatne
kwadratu ABCD, AC L BD.

c e Ztwierdzenia o trzech prostych prostopad-
tych wynika wiec, ze jest prosto-

A B padta do prostej BD,, czyli

ACL1BD, co konczy dowadd.

Il sposdb — korzystamy z okreslenia prostopadtosci prostych skosnych

Przez punkt O — $rodek odcinka AC — prowadzi-

D, G my prosta réwnolegta do prostej BD,. Ta pro-
A 5 sta przetnie prosta DD, w punkcie E, ktory jest
E ! srodkiem odcinka DD, (dlaczego?). Wystarczy
teraz pokazac, ze OE L AC.
D : c Rozwazmy tréjkat ACE. Jest to tréjkat rdwnora-
mienny, |AE| = |CE| (dlaczego?).
A B

Odcinek EO jest srodkowg w tym trdjkacie poprowadzong na podstawe (punkt @)
jest srodkiem symetrii kwadratu ABCD). Srodkowa w trdjkacie réwnoramiennym
poprowadzona na podstawe jest wysokoscig, wiec

AC 1L OE, atoznaczy, ze

AC1BD, co konczy dowadd.
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D, C, Postepujgc podobnie jak w punkcie a) mozna wyka-
zac, ze AB, 1 BD..

B, To znaczy, ze prosta BD, jest prostopadta do dwoch
prostych przecinajacych sie, lezacych na ptaszczyz-
nie (ACB,). Na mocy twierdzenia 4. ze str. 231 prosta
BD, jest prostopadta do ptaszczyzny (ACB,), czyli

B BD, L pt. (ACB), co koAczy dowdd.

D, C, Zauwazmy najpierw, ze ptaszczyzny (ACB,) i (DBB))
maja wspdlne punkty B, i O, zatem krawedzig ich

B, przecigcia jest prosta OB,. Prosta BD, lezy na ptasz-
czyznie (DBB,). W punkcie b) pokazali$my, ze prosta
BD, jest prostopadta do pfaszczyzny (ACBl). To zna-
D ¢ czy — na mocy definicji 2. ze str. 235 — ze

B pt. (ACB,) L pt. (DBB), co koAczy dowdd.

SPVaWdi, czYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1.

Na ptaszczyznie st dana jest prosta DE oraz punkt A nienalezacy do tej prostej.
Odlegtos¢ punktu A od prostej DE jest taka sama, jak odlegtos¢ punktu A od
punktu D i wynosi 12 cm. Punkt E lezy w odlegtosci 13 cm od punktu A. Od-
cinek AB jest prostopadty do ptaszczyzny 7, a jego dtugosé jest rowna 16 cm.
Oblicz pole tréjkata BDE.

4 D

Dany jest trojkat rownoramienny ABC, w ktérym |AB| = |AC|. Odcinek AD jest
prostopadty do ptaszczyzny (ABC). Z punktu D poprowadzono prostg prosto-
padtg do prostej BC, ktéra przecieta te prostg w punkcie E. Czy punkt E jest
Srodkiem odcinka BC? Odpowiedz uzasadnij.

Na rysunku obok przedstawiony jest prostopadtoscian. Niech znacz

miedzy przekatng Sciany bocznej prostopadtoscianu a krawedzig podstawy
(zobacz rysunek obok). Wykaz — korzystajac z twierdzenia o trgech|prostych
prostopadtych — ze & = 90°.
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Tréjkat prostokatny ABC, <IC| = 90°, D

lezy na ptaszczyznie 7. Pole tego troj-

kata jest rowne 18. Punkt D lezy poza

ptaszczyzng 7 tak, ze odcinek DB jest

prostopadty do ptaszczyzny 7. Ponad-

to wiadomo, ze [BD| =4 i|B(| = 3.

a) Wykaz, ze tréjkaty ABD i ADC s3
prostokatne.

b) Oblicz dtugosci bokéw tréjkata
ADC.

'

Dany jest prostopadtoscian ABCDA B,C.D, o pod-
stawie kwadratowej ABCD. Wykaz — korzystajgc
z twierdzenia o trzech prostych prostopadtych
—ze proste ACi BD, sg prostopadte.

HZI>
o

Dany jest prostopadtoscian ABCDA B.C,D, o pod-
stawie kwadratowej ABCD, punkt E jest srodkiem
odcinka CD, a punkt F_ jest Srodkiem odcinka A D..
Wykaz — korzystajgc z twierdzenia o trzech pro-
stych prostopadtych — ze prosta BE jest prostopa-
dta do prostej CF,. D

Punkty A, B, C, D nie lezg na jednej ptaszczyz-
nie. Ponadto wiadomo, ze |AB| = |BC| i |AD| =
|CD)|. Punkt E jest srodkiem odcinka AC, punkt
F nalezy do odcinka BE, a punkt G nalezy do
odcinka BD (patrz rysunek obok). Wykaz — ko-
rzystajgc z twierdzenia o trzech prostych pro-
stopadtych — ze proste ACi FG sg prostopadte. A B
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Kat miedzy prostq a ptaszczyzng.
Kat dwuscienny

Jesli prosta jest rownolegta do ptaszczyzny, to méwimy, ze tworzy z ptaszczyzng
kat zerowy. Jesli natomiast prosta jest prostopadta do ptaszczyzny, to méwimy, ze
tworzy z ptaszczyzng kat prosty. Omdéwimy teraz, jak okresla sie kat miedzy prostg
a ptaszczyzng w przypadku posrednim, to znaczy wtedy, gdy prosta przebija ptasz-
czyzne i nie jest do niej prostopadta.

Definicja 1.

Katem miedzy prostg k (przebijajqca ptaszczyzne 7 i nieprostopadta do niej)
a ptaszczyzna m nazywamy kat ostry & miedzy prostg k a jej rzutem prostokgtnym
k, na ptaszczyzne 7.

Przyktad 1.

Przez punkt A poprowadzono prostg przebijajacg ptaszczyzne - w punkcie B i two-
rzgcy z ta ptaszczyzna kat 60°. Wiedzac, ze \AB| =10, wyznaczymy odlegtos¢ punktu
A od ptaszczyzny 7.

Niech rysunek ponizej przedstawia sytuacje opisang w zadaniu.

A

10

Punkt A, jest rzutem prostokatnym punktu A na ptaszczyzne 7. Prosta BA jest rzu-
tem prostokgtnym prostej BA na ptaszczyzne 7. Szukamy dtugosci odcinka AA..
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Rozwazmy trojkat BA A. Jest to trojkat prostokatny o kacie ostrym rownym 60°.
Zatem:

|AB| = 2|BA1| i |AA1| :\/§'|BA1|
Stad tatwo obliczy¢, ze

|AA,| =53

Odlegtos¢ punktu A od ptaszczyzny 7 jest rowna 5V3.

Cwiczenie 1. Rozwigz zadanie z przyktadu 1., przyjmujac zatozenie, ze prosta AB
przebija ptaszczyzne ;t w punkcie B, pod katem 45°.

Przypomnijmy, ze kazda prosta lezgca na ptaszczyznie dzieli jg na dwie czesci. Kazda
z tych czesci wraz z dang prostg nazywamy potptaszczyzng. Sama prosta nazywa sie
krawedzig potptaszczyzny.

Definicja 2.
Katem dwusciennym nazywamy sume dwdch poétptaszczyzn o wspdlnej krawedzi
i jednej z dwdch czesci przestrzeni, wyznaczonych przez te potptaszczyzny.

Wspdlng krawedz poétptaszczyzn nazywamy krawedzig kata dwusciennego, a same
potptaszczyzny — scianami kata dwusciennego.

Dwie podtptaszczyzny o wspdlnej krawedzi wyznaczajg dwa katy dwuscienne. Na ry-
sunku powyzej zaznaczono wypukty kat dwuscienny.

Figury wypukte i figury wkleste w przestrzeni okreslamy tak samo, jak na ptaszczyz-
nie. Przypomnijmy: figure nazywamy figurg wypuktg wtedy, gdy dla dowolnych
punktéw A, B nalezacych do tej figury, odcinek AB zawiera sie w tej figurze.

Powstaje pytanie, jak mierzy¢ katy dwuscienne. Aby zmierzyé kat dwuscienny, wpro-
wadzimy pojecie kata liniowego kata dwusciennego.
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Definicja 3.
Katem liniowym kata dwusciennego nazywamy czes¢ wspdlng kata dwuscienne-
go i ptaszczyzny prostopadtej do jego krawedzi.

T

Miare kata liniowego przyjmuje sie za miare kata dwusciennego.

Zauwaz, ze krawedz kata dwusciennego jest prostopadta do ramion odpowiadaja-
cego mu kata liniowego.

Przyktad 2.

Odlegtos¢ punktu A lezacego na Scianie kata dwusciennego od krawedzi k tego kata
jest rowna 4, a od drugiej sciany kata jest rowna 2. Wyznaczymy miare tego kata
dwusciennego.

Rysunek ponizej przedstawia sytuacje opisang w zadaniu.
4

Pokazemy najpierw, ze ptaszczyzna (AAlAZ) jest prostopadta do krawedzi kata.

Zauwaz, ze odcinek A A, jest rzutem prostokatnym odcinka A A na ptaszczyzng wy-
znaczong przez drugg Sciane kata dwusciennego. Wiemy z zatozenia, ze

AA Lk,
zatem z twierdzenia o trzech prostych prostopadtych wynika, ze

AA, Lk
Prosta k jest prostopadta do dwdch przecinajacych sig prostych: prostej A A i prostej
A A, wigc jest prostopadta do pfaszczyzny (AAlAZ). Miarg kata dwusciennego jest

wigc miara kata A,A A.
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Rozpatrzmy trojkat prostokatny AA A,

A tatwo stwierdzi¢, ze
|<AA A =30°
4 2
/] Miara kata dwusciennego jest réwna 30°.
A A,

SPVaWdi, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1.

Prosta k przebija ptaszczyzne 7 w punkcie A. Punkt B nalezy do prostej k i dtu-
gos¢ odcinka AB jest rowna 10 cm. Oblicz odlegtosé punktu B od ptaszczyzny
7, jesli kat nachylenia prostej k do ptaszczyzny r ma miare:

a) 30° b) 45° c) 60°.

Odcinek AB zawiera sie w ptaszczyznie ;. Punkt C lezy w odlegtosci rowne;j
dtugosci odcinka AB od ptaszczyzny sr. Oblicz miare kata miedzy prostg AC
a ptaszczyzng 7, jesli rzutem prostokatnym punktu C na ptaszczyzne 7 jest:
a) punkt B b) punkt A c) érodek odcinka AB.

Dany jest szeScian ABCDA B, C D,. Przerysuj szescian do zed2ytu i zaznacz kgt
nachylenia: A
a) prostej BC, do ptaszczyzny (ABCD), '
b) prostej AC, do ptaszczyzny (AlBlchl),

c) prostej AD do ptaszczyzny (DBB,D,), D
d) prostej BE do ptaszczyzny (BCClBl,) gdzie punkt E jest sfodkiem ( mia

C,D,. A B

Bl

W szescianie ABCDA B,C D, punkt E jest punktem przecigcia si¢ przekatnych
kwadratu DCC D,. Oblicz sinus kata nachylenia prostej AE do ptaszczyzny
(ABCD).

Na ptaszczyznie mr dany jest tréjkat prostokatny ABC, <ZACB| =90°. Punkt D
nie nalezy do ptaszczyzny 7. Zaznacz katy miedzy kazda z prostych AD, BD, CD
a ptaszczyzng 7, jesli rzut prostokatny punktu D na ptaszczyzne :

a) lezy miedzy punktami A i B, zobacz rys. 1)

b) jest punktem wspdlnym wysokosci tréjkata ABC, zobacz rys. 2)

c) jest punktem przeciecia sSrodkowych tréjkata ABC, zobacz rys. 3).

1) D

Zadanie rozwigz w zeszycie
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Graniastostupy

W szkole podstawowe]j byly omawiane przyktady wieloscianéw, np. prostopadto-
Sciany. Wielosciany to pewne bryty, ktérych brzeg utworzony jest z wielokatéw.
Doktadniej oméwimy dwa typy wielosciandw: graniastostupy i ostrostupy.

Definicja 1.

Graniastostupem nazywamy wieloscian, ktéry ma dwa przystajgce wielokaty po-
tozone na ptaszczyznach réwnolegtych — podstawy graniastostupa — a pozostate
$ciany, zwane $cianami bocznymi, sg réwnolegtobokami.

Opisujac graniastostupy postugujemy sie okresleniami: tréjkatny, czworokatny, pie-
ciokatny itp., w zaleznosci od tego, jaki wielokat jest w podstawie graniastostupa.

Graniastostupy, ktérych Sciany boczne sg prostokgtami, nazywamy graniastostu-
pami prostymi (rys. a), pozostate — graniastostupami pochytymi (rys. b).

a) b)

N

graniastostup pieciokatny prosty graniastostup pieciokatny pochyty

Wysokoscig graniastostupa nazywamy odcinek, a takze jego dtugos¢, ktéry jest
prostopadty do ptaszczyzn zawierajgcych podstawy i ktéry charakteryzuje sie tym,
ze jeden jego koniec nalezy do jednej ptaszczyzny, a drugi koniec do drugiej ptasz-
czyzny.

Zauwaz, ze w graniastostupie prostym kazda krawedz boczna jest wysokoscia.

Na rysunkach ponizej zaznaczono kolorem czerwonym w graniastostupie pieciokat-
nym wybrane elementy.

) ) 9
<[ 7 <_| >
o

podstawy graniastostupa $ciana boczna krawedzie podstaw
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d) e) f)

77 7
___ NEZ

krawedzie boczne wierzchotki graniastostupa  wysoko$¢ graniastostupa

Graniastostup prawidiowy jest to graniastostup prosty, ktérego podstawg jest
wielokat foremny, czyli wielokat, ktéry ma wszystkie boki rownej dtugosci i wszyst-
kie katy wewnetrzne réwnej miary.

Tak wiec np. graniastostup prawidtowy tréjkatny to graniastostup, ktérego podsta-
wami sg tréjkaty réwnoboczne, a Scianami bocznymi — prostokaty.
Przypomnijmy jeszcze okreslenie prostopadtoscianu i szescianu.

Prostopadtoscian jest to graniastostup prosty, ktérego podstawami sg prostokaty.
Szescian jest to prostopadtoscian, ktdrego wszystkie Sciany sg kwadratami.

Aby narysowaé graniastostup, wykorzystujemy wtasnosci rzutu réwnolegtego na
ptaszczyzne. Krawedzie boczne sg odcinkami réwnolegtymi o réwnych dtugosciach,
wiec na rysunku tez sg réwnolegte i majg réwnga dtugosé, podobnie jak i odpowied-
nie pary krawedzi podstaw.

Rysowanie wygodnie jest zaczgé od dolnej podstawy graniastostupa.

< -

Nastepnie dorysowujemy krawedzie boczne.

Na koniec rysujemy krawedzie gérnej podstawy.
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UWAGA: Graniastostupy staraj sie rysowac tak, aby ich krawedzie boczne sie nie
pokrywaty.

Zauwaz, ze krawedzie graniastostupa, ktére nie sg réwnolegte do rzutni, na rysunku
sg krotsze niz w rzeczywistosci.

Przekatng wieloscianu nazywamy odcinek, ktérego koricami sg wierzchotki wielo-
Scianu i ktoéry nie zawiera sie w Scianie wieloscianu.

Zauwazmy, ze:
¢ z kazdego wierzchotka graniastostupa czworokatnego wychodzi jedna przekatna

¢ 7z kazdego wierzchotka graniastostupa pieciokgtnego wychodzg dwie przekatne.

¢ 7 kazdego wierzchotka graniastostupa szesSciokatnego wychodzg trzy przekatne.

Wyznaczymy liczbe przekatnych graniastostupa, ktdrego podstawg jest n-kat, gdzie
neNin>2.

Z okreslenia przekatnej wieloscianu wynika, ze taczy ona wierzchotki nalezgce do
réznych podstaw. Liczba wszystkich przekatnych jest wiec rGwna sumie przekatnych
wychodzgcych z wierzchotkdw jednej podstawy.
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Rozwazmy wierzchotki dolnej podstawy. Z kazdego takiego wierzchotka mozna po-
prowadzi¢ n odcinkdw do wierzchotkédw gérnej podstawy, ale tylko n — 3 z nich jest
przekatnymi graniastostupa. Z pozostatych trzech odcinkéw: jeden jest krawedzig
boczng i dwa s3 przekatnymi scian bocznych. Wierzchotkdéw w podstawie jest n,
zatem wszystkich przekatnych graniastostupa jest n(n - 3).

Twierdzenie 1
Liczba przekatnych graniastostupa, ktérego podstawgq jest n-kat, n € N, n > 2,
wynosi n(n — 3).

Przyktad 1.

Liczba wszystkich krawedzi graniastostupa jest rowna 60. Wyznaczymy liczbe prze-
katnych tego graniastostupa.

Oznaczmy przez n, n € N, n > 2, liczbe krawedzi podstawy rozpatrywanego gra-
niastostupa. Uwzgledniajgc, ze graniastostup ma dwie podstawy oraz ze krawedzi
bocznych ma réwniez n, otrzymujemy réwnanie:
3n=60 /:3
n=20
Podstawg graniastostupa jest 20-kat.
Wyznaczamy liczbe przekatnych graniastostupa. Zgodnie z twierdzeniem 1. mamy:
20-(20-3)=20-17=340
Graniastostup ma 340 przekatnych.

Cwiczenie 1. Pewien graniastostup ma 208 przekatnych. lle ma wierzchotkéw?

Na ponizszych rysunkach zostaty zaznaczone pewne katy w graniastostupach prawi-
dtowych czworokatnych.

C
Kat miedzy przekatng graniastostupa a ptaszczyzna
podstawy.
A Zauwaz, ze odcinek AB jest rzutem prostokgtnym odcin-
\ ka BC na ptaszczyzne podstawy.

Kat miedzy przekatna graniastostupa a krawedzig pod-
stawy.
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Kat miedzy przekatnymi $cian bocznych wychodzgcymi
z tego samego wierzchotka.

Cwiczenie 2. Opisz zaznaczone katy w graniastostupie prawidtowym szescio-
katnym.

a) b) c)

Przyktad 2.

Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego tréjkgtnego ma dtugosé 2, a wyso-
kos¢ graniastostupa ma dtugos¢ V2. Wyznaczymy miare kata miedzy:

a) przekatng Sciany bocznej a sgsiednig sciang boczng,

b) przekatnymi $cian bocznych wychodzacymi z tego samego wierzchotka.

Niech dany bedzie graniastostup prawidtowy tréjkatny ABCA B.C..

Ad a) Wyznaczymy miare a kata miedzy przekatng AB, a pfaszczyzna (ACClAl).

p, &
AT B,
2
c
a
A 2 B

W tym celu znajdujemy rzut prostokatny przekatnej AB, na ptaszczyzne (ACClA )
Otrzymujemy odcinek AD,, przy czym punkt D, jest srodkiem odcinka A C, edla-
czego?).

Obliczamy dtugos¢ przyprostokatnych AD, i B D, tréjkata prostokatnego AB.D..
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Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do trojkata prostokatnego AD A, i obliczamy |AD1]:
|AD,P=|AA [ + A, D]

|AD1|2 :(\/5)2 +1
\AD [?=3
|AD,|=+/3, bo|AD,| > 0

Odcinek D B, jest wysokoscig w trojkacie rownobocznym A B C, (o boku majacym
dtugosé 2), wiec
2+/3
23 _ g
2
Poniewaz |AD,|=|D,B,|= V3, wiec tréjkat prostokatny AB D jest trojkatem réwno-

|DlBl| =

ramiennym, stagd wynika, ze
a =45°

Ad b) Oznaczymy szukang miare kata przez (5.

G
Zauwaz, ze
A B, ‘ABJ = ’AC1’ = \/g
V2
-_~1C
B
A 2 B

Wyznaczymy cos 3. Zastosujemy twierdzenie cosinusow.

B.C=|aB > +|AC[>~2-]AB - |AC| - cos B
2 ~({6) + (&) ~2:46 o cos

4=6+6-2-6-cosf
4=12-12-cosf
8=12-cosf

2
cosﬂzg, stad B~ 48°

Kat miedzy przekatna sciany bocznej a sgsiednig Sciang boczng ma miare 45°, nato-
miast kat miedzy przekatnymi scian bocznych wychodzacymi z tego samego wierz-
chotka ma miare ok. 48°.
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Przyktad 3.

W graniastostupie tréjkatnym tgczymy wierzchotki A, B, C jednej podstawy ze srodka-
miS,, S, S, przeciwlegtych krawedzi drugiej podstawy (zobacz rysunek). Wykazemy,
ze te trzy odcinki przecinajg sie w jednym punkcie, ktéry dzieli je w stosunku 1 : 2.

Al Bl

A B

Oznaczmy wierzchotki graniastostupa, jak na rysunku powyzej; punkty S, S,, S,
oznaczajg $rodki odpowiednich krawedzi gérnej podstawy. Wykazemy najpierw, ze
odcinki AS, i BS, przecinajq sig w punkcie, ktory dzieli je w stosunku 1 : 2.

Z twierdzenia o odcinku taczagcym srodki bokow w trojkacie A B, C, otrzymujemy:
. 1

(1) S5, [1AB, i [S,S,] :5|A131|

Sciana boczna ABB A, jest réwnolegtobokiem, wiec

(2) AB | AB, i ’AB‘ = ‘AlBl|
Z punktéw (1) i (2) wynika (zobacz twierdzenie 5., str. 225), ze

. 1
S,S, || AB i |5251|=5|AB|.
Tak wigc punkty A, B, S, S, lezg na jednej ptaszczyznie. Wyznaczajg na niej trapez.

Odcinki AS, i BS, przecinajg sig¢ w punkcie, ktory oznaczymy O.
SZ Sl

A B

Z twierdzenia o dwdch prostych réwnolegtych przecietych trzecig prostg wynika, ze
|<25,5.A|=|<S AB| i |5,5,B| =|<S,BA|
Zatem na mocy cechy (kkk) podobienstwa tréjkatéw otrzymujemy, ze
AOS S, ~ AOAB
Tak wiec boki jednego tréjkata sg proporcjonalne do odpowiednich bokéw drugiego
tréjkata.
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Mamy:
15,5,1_1_150]_1[5,0]
|AB| 2 |OA| |oB|’

czyli punkt O dzieli przekatne AS, i BS, w stosunku 1: 2 (Iiczqc od punktow S, 52).

Rozumujac podobnie mozna wykazac, ze przekatne BS, i CS, przecinaja si¢ w punk-

cie O, ktory dzieli je w stosunku 1 : 2, liczac od punktow S, S.. Ale odcinek BS

mozna podzieli¢ w stosunku 1 : 2, liczac od punktu S, tylko na jeden sposéb, wiec
0,=0.

Zatem trzy przekatne graniastostupa przecinajg sie w jednym punkcie, ktéry dzieli

je wstosunku 1: 2.

2

Przyktad 4.

Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokgtnego jest nachylona do ptaszczy-
zny podstawy pod katem « i tworzy z kazda sciang boczng kat 3. Wykazemy, ze
cos’a +cos2f3=1.

Zatozenie: Dany jest graniastostup prawidtowy D, G
czworokatny, jak na rysunku obok.
a — dtugos¢ krawedzi podstawy, a > 0 A p> 4
1 1

b — wysoko$¢ graniastostupa, b >0
k — dtugosc przekatnej graniastostupa, k>0
o —kat miedzy przekatng graniastostupa a ptasz- D b ) C
czyzng podstawy
f — kat miedzy przekatna graniastostupa a $cia-
ng boczna A a B
Teza: cos’a+cos2f=1

Dowdd: Wyznaczamy cos a. Trojkat DBD, jest trojkatem prostokatnym, zatem

|DB| .
——=cosa, czyli
0,5

% =cosa, stad

2
(1) cos’a = zkiz

Obliczamy |D1C|. Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkata
prostokatnego CCD..

|p.C|=+a* +b’

Wyznaczamy cos f3.
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Trojkat BCD, jest trojkatem prostokatnym, zatem

oxc] =cosf, czyli
0,5 '
2 2
Na +b
———=cos
p B
Wyznaczamy cos 2 3. Korzystamy ze wzoru cos 2 f = 2cos? § — 1. Zatem
2 + 2
cos’ B = a kzb , stad
, 2(02 +b2)
2cos ﬂ—lzk—z—l, czyli
2(a*+b’
(2) cos2p =¥—1

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do tréjkata prostokatnego DBD,. Otrzymujemy
(3) 202 + > =K
Obliczamy cos? a + cos 2 8. Korzystamy z zaleznosci (1), (2) i (3)

2 2(a*+b’ 2(2a* +b? 2
cosza+c052ﬁ=212+ ( - )—1= ( - )—1=&—1=2—1=1
k k k k’

co konczy dowdd.

SPVaWdi, czYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Oblicz dtugos¢ przekatnej:

a) prostopadtoscianu, ktérego krawedzie majg dtugosé¢ 3 cm, 4 cm, 12 cm,

b) graniastostupa prawidtowego czworokatnego, ktérego krawedz podsta-
wy ma dtugosc 3 cm, a przekatna jest nachylona do ptaszczyzny podstawy
pod katem 30°.

Przekatne graniastostupa prawidtowego szesciokgtnego majg dtugos¢ 15 cm
i3 \/ﬁ cm. Oblicz dtugos¢ krawedzi podstawy i wysokos¢ graniastostupa.

W graniastostupie prawidfowym trojkatnym ABCA B.C, poprowadzono prze-

katng sciany bocznej AC,. Czy kat AC B, jest prosty? Odpowiedz uzasadnij.

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym krawedz podstawy ma dtu-

gos¢ 10 cm, a wysokos¢ — 10/2 cm. Wyznacz miare kata:

a) nachylenia przekatnej graniastostupa do ptaszczyzny podstawy graniasto-
stupa,

b) miedzy przekatng graniastostupa a krawedzig podstawy.
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10.

Podstawg graniastostupa prostego jest trapez, w ktdrym trzy krétsze boki
majg takg samg dtugosé¢, a czwarty bok tego trapezu ma taka dtugosé jak
wysokos¢ graniastostupa. Wiedzac, ze kat dwuscienny miedzy dwiema przy-
stajacymi scianami bocznymi ma miare 120°, oblicz tangens kata nachylenia
przekatnej graniastostupa do przekatnej podstawy.

Podstawg graniastostupa prostego jest romb o polu réownym 180 cm?. Jed-

na z przekatnych podstawy ma dtugos¢ 30 cm. Wysokos$¢ graniastostupa jest

0 4 cm dtuzsza od krétszej przekatnej podstawy.

a) Oblicz dtugosci przekatnych graniastostupa.

b) Wyznacz kat, pod jakim kazda z przekatnych graniastostupa jest nachylo-
na do ptaszczyzny podstawy.

Krawedzie prostopadtoscianu majg dtugos¢ 8 cm, 9 cm, 12 cm. Niech «, 3, ¥
oznaczajg miary katdw nachylenia przekatnej tego prostopadtoscianu do
trzech réznych Scian o wspélnym wierzchotku. Oblicz:

a) sina +sin?f +sin’y b) cos?a + cos? B + cos?y.

Udowaodnij, ze w dowolnym graniastostupie, ktérego podstawg jest rownole-
gtobok, przekatne przecinajg sie w jednym punkcie, ktdry dzieli je na potowy.

Dany jest prostopadtoscian ABCDA B,C D,. Prze- D, C,
katna A C przebija ptaszczyzne (ABlDl) w punk-
cie O (zobacz rysunek obok).

Wykaz, ze |A O|: |oC|=1: 2.

Dany jest graniastostup prawidtowy szescio-
katny ABCDEFA B,C D E F,. Przekatna AD, gra- F, C,
niastostupa tworzy z ptaszczyzna (DCClD1 kat A 5
45°, Oblicz cosinus kata nachylenia przekatnej 1 !

AD, do pfaszczyzny podstawy graniastostupa. E D
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Ostrostupy

Definicja 1.

Ostrostupem nazywamy wieloscian, ktérego jedna ze $cian, zwana podstawag jest
wielokgtem, a pozostate $ciany sg trojkgtami o wspdlnym wierzchotku, nie leza-
cym na ptaszczyznie podstawy, zwanym wierzchotkiem ostrostupa.

Opisujac ostrostupy, postugujemy sie okresleniami: tréjkatny, czworokatny, piecio-
katny itp., — w zaleznosci od tego, jaki wielokat jest w podstawie ostrostupa.

Wysokoscig ostrostupa nazywamy odcinek, a takze jego dtugosc, ktorego jednym
koncem jest wierzchotek ostrostupa, a drugim koricem — jego rzut prostokatny na
ptaszczyzne podstawy. Punkt bedacy rzutem prostokgtnym wierzchotka na ptasz-
czyzne podstawy nazywamy spodkiem wysokosci ostrostupa.

Na rysunkach ponizej kolorem czerwonym zaznaczono w ostrostupie pieciokgtnym
wybrane elementy.

a)  w b) c) d
ANW/ANW/ANG/IN

podstawa krawedzie podstawy krawedzie boczne wysokosé WS
i wierzchotek W ostrostupa ostrostupa i spodek wysokosci S
ostrostupa ostrostupa

Ostrostupy proste

Powiemy, ze okrag jest opisany na wielokacie wtedy, gdy wszystkie wierzchotki
tego wielokata nalezg do danego okregu. Na danym wielokgcie mozna opisac
okrag tylko wtedy, gdy istnieje punkt rownoodlegty od wszystkich wierzchotkéw
danego wielokata.

Definicja 2.

Ostrostupem prostym nazywamy ostrostup spetniajgcy dwa warunki:

1) na podstawie ostrostupa mozna opisac okrag,

2) spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem okregu opisanego na podstawie.
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Przyktad 1.

Podstawg ostrostupa prostego jest trojkat A/A A.. Wierzchotkiem tego ostrostupa
jest punkt W, a spodkiem wysokosci — punkt S. Wykazemy, ze trojkaty A SW, A SW,
A, SW sg przystajace.

w
‘L\\ Ostrostup trojkatny A A AW jest prosty, wiec zgod-
= nie z definicjg 2. spodek wysokosci tego ostrostupa
ﬂg&\‘ jest Srodkiem okregu opisanego na podstawie.
S
A A,

Punkt S jest rownoodlegty od wierzchotkéw A, A, A,, czyli
A,/ =54, = 54|
Rozpatrujemy tréjkaty: A SW, A.SW, A SW. O tych tréjkatach wiadomo, ze:
e sg prostokatne
|<IA15W| = |<{A25W| = |<IA35W| =90° —bo odcinek WS jest wysokosciag
* majg wspolng przyprostokatng WS
e pozostate przyprostokatne w tych tréjkatach majg réwne dtugosci:
sa,|=[s4,] = s,
Na podstawie cechy (bkb) trojkaty A,.SW, A.SW, A SW sa przystajace
AASW = AASW = AASW

Z przystawania trojkatow AA SW, AA SWi AASW w przyktadzie 1. wynika, ze
krawedzie boczne AW, AW, AW ostrostupa prostego A A AW:

— maja jednakowa dtugosc

—sg nachylone do ptaszczyzny podstawy pod tym samym katem.

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.

Nastepujgce warunki sg rGwnowazne:

1) ostrostup jest ostrostupem prostym

2) wszystkie krawedzie boczne ostrostupa majg jednakowg dtugos¢

3) wszystkie krawedzie boczne ostrostupa tworzg jednakowe katy z ptaszczyzng
podstawy.
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Przyktad 2.

Podstawa ostrostupa jest trojkat ABC, w ktérym |AB| = 12, |AC| = |BC| = 10. Wszystkie
krawedzie boczne ostrostupa majg jednakowg diugosé. Wysokosc¢ ostrostupa jest réw-
na 15. Wyznaczymy katy, jakie tworzg krawedzie boczne z ptaszczyzng podstawy.

Wszystkie krawedzie boczne ostrostupa majg jednakowg dtugosc. Zgodnie z twier-
dzeniem 1. ten ostrostup jest prosty. Zatem spodek wysokosci ostrostupa jest srod-
kiem okregu opisanego na tréjkacie ABC, a wszystkie jego krawedzie boczne tworzg
jednakowe katy z ptaszczyzng podstawy.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponize;j.
w |AC| =|BC|=10, |AB|=12

CD — wysokos¢ tréjkata ABC,

|aD| = 80|
S — spodek wysokosci ostrostupa,

\ws| =15
R — promien okregu opisanego na podstawie
ostrostupa; |AS|=|BS|=|cs| =R
a — szukany kat

e Obliczamy R W tym celu wyznaczymy pole trdjkata ABC na dwa sposoby.
Z twierdzenia Pitagorasa w trdéjkacie prostokgtnym ADC otrzymujemy
\cD|=8

1
Pole P tréjkata ABC obliczamy, korzystajac ze wzoru: P :E -|AB| -|CD

’

P=48
L |AB|-|BC|-|AC]| |AB|-|BC|-|AC]|
Wiesz rowniez, 26 P=——, zatem R=———"——, stad
4-R 4.p
R=6,25
e Obliczamy tg a Korzystamy z definicji tangensa w tréjkgcie prostokgtnym ASW.
|ws|

tga ZT' wiec tga=24

Z tablic trygonometrycznych odczytujemy miare kata a:
a~67,4°

Krawedzie boczne ostrostupa sg nachylone do ptaszczyzny podstawy pod katem ok. 67°.

Cwiczenie 1. Oblicz promien R z przyktadu 2., korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa
w tréjkacie DBS. Nastepnie oblicz dtugosé krawedzi bocznych tego ostrostupa.
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Cwiczenie 2. Krawedz boczna ostrostupa prostego ma dtugosé 10 cm i jest na-
chylona do ptaszczyzny podstawy pod katem ostrym « takim, ze sin « = 0,96. Oblicz
promien okregu opisanego na podstawie tego ostrostupa.

Definicja 3.
Ostrostupem prawidtowym nazywamy ostrostup prosty, ktérego podstawa jest
wielokat foremny.

Z okreslenia ostrostupa prawidtowego i z twierdzenia 1. wynika nastepujgcy wniosek.

Sciany boczne ostrostupa prawidtowego s3 przystajacymi tréjkatami réwno-
ramiennymi.

Aby narysowac ostrostup prawidtowy, skorzystamy — podobnie jak w przypadku ry-
sowania graniastostupdw — z wiasnosci rzutu rownolegtego na ptaszczyzne.

Rysowanie zaczniemy od podstawy ostrostupa.

< -

Spodek wysokosci ostrostupa prawidtowego trdjkatnego jest punktem przecie-
cia Srodkowych podstawy (wyjas',nij, dIaczego). Dla ostrostupa prawidtowego
czworokatnego i szesciokatnego jest to punkt przeciecia przekatnych podstawy.
Z tego punktu prowadzimy wysokos¢ ostrostupa.

= - <<=

Dtugosé wysokosci dobieramy tak, aby krawedzie boczne, poprowadzone z wierz-
chotka ostrostupa do wierzchotkéw podstawy, nie pokrywaty sie ani ze sobg, ani
z krawedziami podstawy.

e\

—
NL— N —
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Omoéwimy teraz wybrane katy w ostrostupach na przyktadzie ostrostupa prawidto-
wego czworokatnego.

Kat miedzy krawedzig boczng Kat miedzy ptaszczyzng Sciany bocznej
a ptaszczyzng podstawy. a ptaszczyzng podstawy.

Kat miedzy wysokoscig ostrostupa Kat miedzy ptaszczyznami
a ptaszczyzng Sciany bocznej. sgsiednich Scian bocznych.

Przyktad 3.

W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym kat miedzy ptaszczyzng $ciany bocznej
a ptaszczyzng podstawy ma miare 45°. Krawedz podstawy ma dfugosé 12. Wyzna-
czymy wysokos$¢ ostrostupa i wysokosc sciany bocznej.
Oznaczmy:

WS — wysoko$¢ ostrostupa,

WA — wysoko$¢ Sciany bocznej.

Wysokos¢ ostrostupa WS jest jednoczesnie przyprostokatng w troj-
kacie prostokatnym ASW, natomiast wysokos$¢ sciany bocznej WA
jest przeciwprostokatng w tym trdjkacie.

Podstawg ostrostupa jest tréjkat rownoboczny. Wyznaczamy wysokosé h tej pod-
stawy.

po12V3 g

2
Znajdujemy dtugos¢ odcinka AS. Z twierdzenia o srodkowych w tréjkacie:

|As| =§h, stad  |AS|=243
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W celu wyznaczenia wysokosci ostrostupa i wysokosci Sciany bocznej rozpatrzmy
trojkat ASW. Jest to tréjkat prostokatny rGwnoramienny.

w las| = |ws| i |[Aaw|=+/2|as|

Mamy zatem

Ws|=243 i |aw|=+2-23=26

45°\\ a
A S

Wysokosc¢ ostrostupa jest rowna 2\/5, a wysoko$¢ sciany bocznej 2./6.

Cwiczenie 3. Podaj przyblizong miare kata nachylenia krawedzi bocznej ostrostu-
pa z przyktadu 3. do ptaszczyzny podstawy.

WSsréd ostrostupow prawidtowych tréjkatnych istnieje taki, ktorego wszystkie
Sciany boczne s3 tréjkgtami réwnobocznymi. Ten ostrostup nazywamy czworo-
Scianem foremnym.

Przyktad 4.

Obliczymy cosinus kata miedzy sgsiednimi Scianami bocznymi czworoscianu fo-
remnego.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok.
ABCD — czworoscian foremny
a — dtugos¢ krawedzi czworoscianu

“ h — wysokos¢ sciany bocznej
o IO a a — miara kata miedzy sgsiednimi $cianami
bocznymi.
Kat a jest katem liniowym kata dwusciennego miedzy
$cianami bocznymi ostrostupa. Aby go wyznaczyé, pro-
wadzimy ptaszczyzne prostopadta do krawedzi boczne;.

Wygodnie jest wybra¢ ptaszczyzne, ktdra zawiera wyso-
A a B A
kosci $cian bocznych ostrostupa.

»)

(@)

Wysokosci Scian bocznych sg jednoczesnie srodkowymi, wiec punkt E jest Srodkiem
krawedzi CD oraz |<AEB|=a .

Z twierdzenia cosinusow zastosowanego do trojkata ABE wyznaczamy cos «.
|AB|> = |BE* + |AE — 2 - |BE| - |AE| - cos @, cayli
a’=2h>—2h’cos
2 2

a a
—=1-cosa, stad cosa=1-—
2h 2h
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Wyznaczamy h w zaleznosci od a.

,_a3

— bo $ciana boczna jest tréjkagtem rownobocznym

2
zatem
2 2 2 1
cosa=1- a -=1-—=1-=-==
(aﬁj 3@ 33
2-| — 2
2

Cosinus kata miedzy sgsiednimi $cianami bocznymi czworoscianu foremnego jest

réwny !
3

Ostrostupy, ktore nie sg proste

Przyktad s.

Podstawg ostrostupa jest prostokat. Dwie sgsiednie Sciany boczne tego ostrostupa

sg prostopadte do ptaszczyzny podstawy.

a) Wykazemy, ze dwie pozostate Sciany boczne sg trojkgtami prostokatnymi.

b) Wiedzac dodatkowo, ze stosunek dtugosci bokdw prostokagta w podstawie jest
réwny 3 : 1, a najdtuzsza krawedz boczna tworzy z ptaszczyzng podstawy kat «

.. 30 . . L . , .
taki, ze tga :T' obliczymy miary katéw, jakie tworzg dwie pozostate Sciany

ostrostupa z ptaszczyzng podstawy.

Ad a) Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponize;j.

w

ABCD — prostokat

WD — wysokos¢ ostrostupa

ADW i DCW — $ciany boczne prostopadte
do ptaszczyzny (ABCD)

Tréjkaty ADW i DCW sg prostokatne.

A
Rozpatrzmy tréjkat ABW. Zauwazamy, ze:
AB 1 AD —bo z zatozenia podstawa ABCD jest prostokatem
WD 1 pt. (ABCD), wigc odcinek AD jest rzutem prostokatnym odcinka AW,
zatem — na mocy twierdzenia o trzech prostych prostopadtych — mamy:
AB L AW,
a to znaczy, ze ]<IBAW] =90°, czyli trojkat ABW jest tréjkatem prostokatnym.
W przypadku tréjkgta BCW dowdd jest analogiczny. Wskaz kat prosty w tym tréjkacie.
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Ad b) Przyjmijmy dodatkowe oznaczenia.
W \AB| = |cD|=3a, |AD|=|BC|=a, a>0
BW — najdtuzsza krawedz boczna
\<IDBW] = a — kat, jaki tworzy krawedz BW
z ptaszczyzng (ABCD)
Ponadto oznaczmy:
|<DAW|=8 i |«DcwW|=y

* Pokazemy, ze $ciana boczna ABW tworzy z ptaszczyzng (ABCD) kat S.
Aby wyznaczy¢ kat miedzy ptaszczyznami (ABW) i (ABCD), szukamy ptaszczyzny
prostopadtej do ich wspdlnej krawedzi, ktorg jest prosta AB. Okazuje sie, ze taka
ptaszczyzng jest ptaszczyzna (ADW), poniewaz
AW 1 AB —z punktu a)
AD 1 AB — z zatozenia
czyli — na mocy twierdzenia o prostej prostopadtej do ptaszczyzny
pt. (ADW) L pr. AB
W takim razie kat DAW, gdzie |<IDAW| = (3, jest katem liniowym kata nachylenia
ptaszczyzny sciany bocznej ABW do ptaszczyzny podstawy.
Podobnie mozna pokazaé, ze Sciana boczna BCW jest nachylona do ptaszczyzny
podstawy pod katem y.
e Wyznaczymy miary katow S iy.
Obliczymy |DB| i |DW, a nastepnie tgf i tgy.

|DB| =/90*> +a* =a10

M:tgoc i z zatozenia tgazﬂ, wiec
|DB| 10

v/30
|WD| =a- 10 T = a\/§
W trdjkatach prostokgtnych ADW i DCW mamy:

tgﬁ=||‘j\/—DD|, stad tg 8 =+/3 tgy:';g/—CD', stad tgy=§

B =60°, bo 8 € (0°90°) | y=30° bo y € (0°,90°)

Cwiczenie 4. Dany jest ostrostup ABCW, w ktérym kra- w

wedz boczna AW jest wysokoscig oraz
|AW| = |AB| = |BC| = |CA|.
a) Narysuj w zeszycie ostrostup ABCW i zaznacz kat & na-
chylenia Sciany BCW do ptaszczyzny podstawy.
b) Oblicz sinus kata . B C
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Przyktad 6.

W ostrostupie tréjkatnym Sciany boczne sg nachylone do ptaszczyzny podstawy pod
tym samym katem. Wykazemy, ze spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem okre-
gu wpisanego w podstawe tego ostrostupa.

WprowadZmy oznaczenia:

ABCW — ostrostup tréjkatny
punkt S — spodek wysokosci ostrostupa
Punkty A, A,, A, naleza odpowiednio do
krawedzi AB, BC, AC oraz

SA, LAB, SA,1BC, SA,LAC
Z twierdzenia o trzech prostych prostopad-
tych wynika, ze

WA, LAB, WA, 1BC, WA, LAC

B

Ptaszczyzny (WAIS), (WAZS) i (WA3$) sg odpowiednio prostopadte do krawedzi AB,
BC i AC.

Katy SA,W, SA,W, SA,W —to katy nachylenia $cian bocznych do ptaszczyzny

podstawy.

Z zatozenia wiemy, ze

|<<WA S| = |<WA,S| = |[<WA,S| oraz |<A SW|=|<A,SW|=|<A,SW|=90°
Trojkaty WSA,, WSA, i WSA, maja takie same katy i wspdlny bok WS. Na podstawie
cechy (kbk) te tréjkaty sa przystajace

AWSA, = AWSA, = AWSA,
Z przystawania tych tréjkatéw wynika, ze ]5A1| = ]SAZ\ = ’5A3‘- Zatem punkt S jest réw-
noodlegty od krawedzi podstawy i jest Srodkiem okregu wpisanego w te podstawe.

Cwiczenie 5. Przypomnij sobie, kiedy okrag jest wpisany w tréjkat i kiedy okrag
jest wpisany w czworokat. Jak wyznaczamy srodek tego okregu?

Ogdlnie powiemy, ze okrag jest wpisany w wielokat wypukty wtedy, gdy okrag ten
jest styczny do wszystkich bokéw tego wielokata. Okragg mozna wpisa¢ w dany
wielokat wypukty wtedy, gdy istnieje punkt réwnoodlegty od bokéw wielokata.

Prawdziwe jest nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 2.

W podstawe ostrostupa mozna wpisaé okrag i spodek wysokosci ostrostupa jest
srodkiem tego okregu tylko wtedy, gdy wszystkie Sciany boczne ostrostupa sg na-
chylone do ptaszczyzny podstawy pod tym samym katem.
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Zauwaz, ze w ostrostupach prawidtowych wszystkie sciany boczne sg nachylone do
ptaszczyzny podstawy pod tym samym katem.

Istniejg natomiast ostrostupy proste, ktérych $ciany boczne sg nachylone do ptasz-
czyzny podstawy pod réznymi katami. Przyktadem jest ostrostup prosty, ktéorego
podstawg jest trdjkat prostokatny o przyprostokatnych AC i BC, gdzie |AC| # |BC|.
Spodek S wysokosci H ostrostupa jest srodkiem przeciwprostokatnej tréjkata ABC,
zobacz rysunek ponizej.

‘ w
Sciana boczna ABW jest prostopadta do ptasz-
czyzny podstawy. Tangens kata nachylenia scia-
ny BCW do pfaszczyzny podstawy jest réwny
———, a tangens kata nachylenia $ciany ACW H
0,5|AC
C b,

S >

do ptaszczyzny podstawy wynosi :

0,5

H =S
o
Przyktad 7.

Podstawg ostrostupa jest romb o kacie ostrym «. Wszystkie Sciany boczne sg nachy-
lone do ptaszczyzny podstawy pod katem . Wiedzac, ze stosunek wysokosci ostro-

stupa do dtugosci krawedzi podstawy jest rowny \/5, obliczymy cos a.

Wszystkie Sciany boczne ostrostupa sg nachylone do ptaszczyzny podstawy pod tym
samym katem. Zatem spodkiem wysokosci ostrostupa jest sSrodek okregu wpisane-
go w podstawe. W tym wypadku jest to punkt przeciecia sie przekgtnych rombu.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponizej.

w

a — dtugos¢ boku rombu ABCD
h — wysoko$¢ rombu ABCD, h = |DM|
r—promien okregu wpisanego w romb ABCD

a — kat ostry rombu i kat nachylenia kazdej
sciany bocznej ostrostupa do ptaszczyzny
podstawy

H — wysokos$¢ ostrostupa ABCDW, H = |OW|

A
Z tresci zadania wiemy, ze

(1) g=ﬁ

Wyznaczamy wysokos$¢ rombu. Tréjkat DMC jest tréjkatem prostokatnym o kacie
ostrym «.
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Mamy:
lom| . h_
——=sina, czyli —=sina, stad
[2e a

(2) h=a-sina

Wyznaczamy wysokos$¢ ostrostupa. Tréjkat WOE jest trojkatem prostokgtnym o ka-
cie ostrym «, wiec

|OW| =tga, czyli H =tga, stad
|OE| ' r '
h
H=—-tga
> g
Po uwzglednieniu warunku (2) otrzymujemy zaleznos¢
(3) H:a-sin(;-tga

a stad, po uwzglednieniu warunku (1), dostajemy rownanie:

. 't in2
SN _ 3 czyli M _ 5, stad 1—cos’a = 23 cosa
2 2cosa

Obliczamy cos a
cos’a +2+/3cosa—1=0

Podstawiamy zmienng pomocniczg t, t = cos . Mamy:
t2+243-t-1=0

A=16 t,=—3-2 t,=2-+/3 zatem
cosa =—\/§—2 réwnanie sprzeczne, bo —\/5—2 <-1
lub cosa=2—+/3, 2—\/§e(0, 1)

Ostatecznie otrzymaliSmy, ze cosa =2-43.

S'D rawdz, czYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

D 1. Wykaz, ze jesli w ostrostupie prawidtowym czworokatnym prze

majg jednakowgq dtugosc. Nastepnie podaj:

a) miare kata nachylenia krawedzi bocznej do p’faszczyz y

b) sinus kata nachylenia Sciany bocznej do p’faszczyzn

c) cosinus kata dwusciennego miedzy sgsiednimi $cianami bocznymi ostro-
stupa.
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2. W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym miara kata
nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy
jest rowna 60° (zobacz rysunek obok).

a) Wykaz, ze wysokos¢ ostrostupa ma dtugos¢ réwna
dtugosci krawedzi podstawy.

b) Wyznacz miare kata nachylenia Sciany bocznej
ostrostupa do ptaszczyzny podstawy.

c) Oblicz cosinus kata miedzy sgsiednimi krawedziami bocznymi.

3. Wysokosé czworoscianu foremnego ma dtugosc J6. Oblicz sume dtugosci
wszystkich krawedzi tego czworoscianu.

4. Podstawag ostrostupa jest prostokat, ktérego boki majg dtugos¢ 24 cm i 10 cm.
Wszystkie krawedzie boczne sg nachylone do ptaszczyzny podstawy pod ka-
tem 60°. Oblicz:

a) dtugosc¢ krawedzi bocznych i wysokos¢ ostrostupa,
b) odlegtos¢ spodka wysokosci ostrostupa od krawedzi bocznych.

5. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz podstawy ma dfugosc¢ 2.
Wszystkie Sciany boczne sg nachylone do ptaszczyzny podstawy pod katem
60°. Oblicz:

a) dtugosé krawedzi bocznej i wysokosé ostrostupa,
b) miare kata miedzy krawedzig boczng i krawedzig podstawy,
c) miare kata nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy.

6. Podstawg ostrostupa prostego jest ostrokatny tréjkat réwnoramienny ABC,
w ktérym |AC|=|BC|=4\/§ cm oraz |AB| = 8 cm. Wysokosc¢ ostrostupa ma

dtugosé 12 cm. Oblicz odlegtos¢ spodka wysokosci ostrostupa:
a) od wierzchotkéw w podstawie b) od krawedzi bocznych.

7. Podstawg ostrostupa prostego jest trojkat prosto-
katny, ktérego przeciwprostokgtna ma dtugosc
12 cm. Odlegtos¢ spodka wysokosci ostrostupa od
krawedzi bocznych jest réwna 4,8 cm (zobacz rysu-
nek obok). Wyznacz wysokos¢ tego ostrostupa.

8. Podstawg ostrostupa jest tréjkat prostokatny, ktérego przyprostokatne maja
dtugosc 9 i 12. Wszystkie Sciany boczne tworzg z ptaszczyzng podstawy kat
ostry, ktérego cosinus jest rowny 0,6. Oblicz:

a) wysokosci $cian bocznych, poprowadzonych do krawedzi podstawy,
b) dtugosci krawedzi bocznych tego ostrostupa.
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9. Podstawg ostrostupa jest tréjkat rownoboczny

w
ABC, ktérego boki maja dtugosé¢ 4+/3 cm. Wy-
sokos¢ CW tego ostrostupa ma dtugosé 6 cm
(zobacz rysunek obok). Wyznacz:
a) dtugos¢ krawedzi AW,
b) cosinus kata miedzy dtuzszymi krawedziami C
bocznymi,
c) miare kata nachylenia sciany bocznej BAW A B
do ptaszczyzny podstawy ABC.
10. Podstawg ostrostupa jest kwadrat ABCD, kra- w
wedz boczna DW jest wysokoscig tego ostro-
stupa (zobacz rysunek obok). Wiedzac, ze
|BW|=+/34 oraz|cwW| =5, oblicz: -
a) dtugosc¢ krawedzi DW, o 9
b) cosinus kata dwusciennego miedzy ptasz- A 5

czyznami (BCW) i (ABW).

11. Podstawg ostrostupa jest trapez ABCD. Wysokos¢ tego trapezu ma dtugosé
7 cm, a suma dfugosci podstaw trapezu jest rowna 48 cm. Oblicz dtugosci
przekatnych trapezu, wiedzac, ze wszystkie krawedzie boczne ostrostupa
majg jednakowg dtugosé.

12. Podstawg ostrostupa jest romb, ktorego przekatne majg dtugos¢ 12 cm
i 124/3 cm. Wszystkie Sciany boczne sg nachylone do ptaszczyzny podstawy

pod katem 30°. Wyznacz:
a) wysokos$¢ tego ostrostupa,
b) wysokosci $cian bocznych, poprowadzone do krawedzi podstawy.

D 13. Podstawa ostrostupa jest réwnolegtobok, ktérego
boki majg dtugos¢ a i b. Spodek wysokosci ostro-
stupa to punkt przeciecia sie przekatnych tego row-
nolegtoboku. Niech « oznacza kat miedzy ptaszczy-
zng podstawy, a Sciang boczng, zawierajgcg bok
rownolegtoboku o dtugosci a, zas f — kat miedzy
ptaszczyzng podstawy, a $ciang boczng zawierajacg
bok réwnolegtoboku o dtugosci b (zobacz rysunek
obok). Wykaz, zetga :tg=a: b.

14. Podstawg ostrostupa jest trapez prostokatny, ktérego
obwdd jest rowny 50. Wszystkie $ciany boczne sg na-
/

chylone do ptfaszczyzny podstawy pod takim katem ¢, c
ze tga = 2,5 (zobacz rysunek obok). Wiedzac, ze wyso- N
kos¢ ostrostupa jest rowna 15, oblicz dtugosci wszyst-

kich krawedzi tego ostrostupa. e,
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Siatka wieloscianu.
Pole powierzchni wieloScianu

Siatka wieloscianu to figura ptaska w jednym kawatku, ktérg otrzymuje sie przez
rozciecie powierzchni wieloscianu wzdtuz niektérych krawedzi tak, aby sciany daty
sie roztozy¢ na ptaszczyznie i byty potaczone ze sobg niektérymi bokami. Wieloscian
moze miec wiele réznych siatek.

Ponizej przedstawione sg przykfady graniastostupow i ich siatki.

a) b)

TP
1

|

Cwiczenie 1. Szeécian ma 11 siatek. Narysuj na kartce co najmniej trzy z nich. Na-
stepnie wytnij je i sprobuj ztozyc je tak, aby otrzymac model szescianu.

Pole powierzchni siatki wieloscianu jest polem powierzchni catkowitej tego wielo-
$cianu. Przypomnijmy wzdr na pole powierzchni catkowitej graniastostupa.

Pole powierzchni catkowitej graniastostupa P_ jest rowne sumie podwojonego
pola podstawy Pi pola powierzchni bocznej P, graniastostupa.
P.=2P +P,

Przyktad 1.

Obliczymy pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidtowego szesciokatne-
go, w ktérym najdtuzsza przekatna jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod ka-
tem 30°, a krawedz podstawy ma dtugos¢ 12 cm.

Cc
Rysunek obok przedstawia graniastostup
prawidtowy szeSciokatny.
) Odcinek AC jest najdtuzszg przekatng w tym
A 307 B graniastostupie.

12 cm
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¢ Obliczamy pole podstawy P.
Szesciokat foremny o boku majacym dtugosc¢ 12 cm mozna podzieli¢ na szesé tréjka-
téw rownobocznych, kazdy o boku o dtugosci 12 cm. Zatem

2
Pp=6-124\/§=216\/§

e Obliczamy dtugos¢ krawedzi bocznej BC.
Rozwazmy tréjkat prostokatny ABC. Odcinek AB ma dtugos¢ 24 cm. Dlaczego?

¢ |BC| w30° wi
—= Wi
|AB| g1 Wike

\ |BC|=24-§=8\/§

30° )

A

* Obliczamy pole powierzchni bocznej P,.
Powierzchnia boczna sktada sie z szesciu przystajgcych prostokgtéw o wymiarach

12 cmna 8\/5 cm.
P, =6-12-8/3=5763

* Obliczamy pole powierzchni catkowitej P..
P=P,+2P
P = 5764/3 + 2-216+/3 =1008+/3

Pole powierzchni catkowitej graniastostupa jest rowne 1008+/3 cm?.

Przyktad 2.

Przekatna prostopadtoscianu ma dtugosc¢ d. Jakie najwieksze pole powierzchni cat-
kowitej moze miec¢ taki prostopadtoscian?

Oznaczmy literami a, b, ¢ dtugosci krawedzi wychodzace z jednego wierzchotka.

Wodwczas prawdziwa jest rownosc
d=vNa*+b*+c’

(uzasadnij to doktadnie, wykorzystujgc twierdzenie Pitagorasa).

Pole powierzchni catkowitej P_prostopadtoscianu mozemy zapisac nastepujaco:
P_=2ab +2bc + 2ac

Ze wzoru na kwadrat réznicy dwdch wyrazen wynika, ze
2ab=a’+b>—(a—b)
2bc=b>+c2—(b—c) a
2ac=a’+c2—(a—c)

Stad
P =2(a?+b*+c?)—(a—bP—(b—c)—(a—c)
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tatwo zauwazyc, ze P_przyjmuje najwigkszg wartos¢ wtedy, gdy
(@—b)=(b—c)*=(a—c)*=0, czyliwtedy, gdya=b =c.

Wodwczas
P.=2d?

Najwigksze pole powierzchni catkowitej P_ma szescian i wtedy P_= 2d>.

Ponizej przedstawione sg przyktady ostrostupow i ich siatki.

a) b)

Cwiczenie 2. Narysuj siatke:
a) ostrostupa prawidtowego czworokatnego,
b) ostrostupa prostego, ktérego podstawg jest prostokat.

Przypomnijmy wzdr na pole powierzchni catkowitej ostrostupa.

Pole powierzchni catkowitej ostrostupa P_jest rowne sumie pola podstawy P,
i pola powierzchni bocznej P, ostrostupa.
P.=P +P,

Przyktad 3.

W ostrostupie tréjkgtnym trzy krawedzie o wspdlnym koncu sg do siebie parami
prostopadte i majg dtugos¢ 6 cm, 8 cm i 6,4 cm. Obliczymy pole powierzchni catko-
witej tego ostrostupa.

Szkicujemy ostrostup tak, aby jego podstawg byt tréjkat prostokatny o przyprosto-
katnych majgcych dtugosci 6 cm i 8 cm.

D
Oznaczmy wierzchotki ostrostupa tak, ze
|AC| =6 cm
oo |BC| =8 cm
N IDC|=6,4 cm
e
E



282 5. Geometria przestrzenna. Wielosciany

Pole powierzchni catkowitej jest réwne sumie pél czterech tréjkatéow: ABC, ABD,
ACD i CBD.
Pc = PABC + PABD + PACD + PCBD

Obliczamy pola tréjkatow ABC, ACD, CBD.

1 1 1
Pasc 25'6'8:24 Paco 25'6'6,4219,2 Peo 25-8-6,4225,6

Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkata prostokgtnego ABC wyznacza-
my dtugos$¢ odcinka AB.
|AB| =10 cm
Prowadzimy wysokos$¢ CE w tréjkacie ABC oraz odcinek DE.
Z twierdzenia o trzech prostych prostopadtych wynika, ze
DE 1 AB,
zatem odcinek DE jest wysokoscig trojkata ABD.
Obliczamy dtugos¢ odcinka CE.

L1a8]-|ce| =Ljac]-|c
2 2

1 1
i =-10-|CE| ==-6-8
, czyli . | | 5

|CE|=4,8 cm
Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkata prostokatnego ECD wyznacza-
my |DE|.

IDE| =8 cm
Obliczamy pole tréjkgta ABD i pole powierzchni catkowitej ostrostupa.

Pso :%|AB| -|DE| [ =%-10-8 =40

P.=24+40+19,2 + 25,6 =108,8
Pole powierzchni catkowitej ostrostupa jest rowne 108,8 cm?.

SPVaWdi, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Narysuj w zeszycie siatke graniastostupa prostego, ktérego wysokos¢ jest
réwna 10 cm, a podstawy s3:
a) tréjkatami rownoramiennymi o bokach o dtugosci 3 cm, 3 cm, 5 cm,
b) tréjkatami prostokatnymi o przyprostokatnych o dtugosci 3 cmi4 cm,
c) rombami o boku o dtugosci 4 cm i kacie ostrym 60°.

2. Przekatna szescianu ma dtugos¢ 6 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej
tego szescianu.

3. Podstawg prostopadtoscianu jest kwadrat. Przekatna Sciany bocznej ma dtu-
gos¢ 30 cm. Kat miedzy tg przekatng i przekatng prostopadtoscianu, wycho-
dzgcymi z tego samego wierzchotka ma miare 30°. Oblicz pole powierzchni
catkowitej tego prostopadtoscianu.



Siatka wieloscianu. Pole powierzchni wieloscianu

283

4.

10.

11.

Dana jest siatka ostrostupa. Oblicz wysokos$¢ tego ostrostupa.

a) b)

5
J34

5 3
NG|
3

GS 73

Podstawg graniastostupa prostego jest romb. Wysokos$¢ graniastostupa jest
réwna 12 cm. Wiedzac, ze przekatne graniastostupa majg dtugosé 124/2 em
i 20 cm, oblicz pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

Pole powierzchni bocznej graniastostupa prawidtowego tréjkatnego jest row-

ne sumie pol obu jego podstaw. Wyznacz stosunek dtugosci krawedzi bocznej
do dtugosci krawedzi podstawy tego graniastostupa.

Podstawg graniastostupa prostego jest trapez
réwnoramienny, ktérego kat ostry jest réwny
60°. Rzut prostokatny przekatnej graniastostupa
na ptaszczyzne podstawy zawiera sie w dwusiecz-
nej kata ostrego trapezu i ma dtugosc 2\/5 . Wie-

dzac, ze dwusieczna kata ostrego trapezu tworzy b

z przekatna graniastostupa kat o mierze 30° (zo-
bacz rysunek obok), oblicz pole powierzchni cat-
kowite] tego graniastostupa.

Wysokos¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugos¢ 2. Kat dwu-
Scienny miedzy Sciang boczng i ptaszczyzng podstawy jest rowny 30°. Oblicz
pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym cosinus kata nachylenia Sciany

bocznej do ptaszczyzny podstawy jest rowny % Wiedzac, ze pole powierzch-

ni bocznej tego ostrostupa jest rowne 136 cm?, wyznacz wysokos¢ tego ostro-
stupa.

Podstawg ostrostupa jest prostokat o bokach o dtugosci 12 cm i 3 cm. Wyso-
kos$¢ ostrostupa ma dtugos¢ 4 cm, a spodek tej wysokosci jest jednym z wierz-
chotkéw podstawy. Oblicz pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.

Pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidtowego tréjkatnego jest rowne
45\/5 cm?, a pole podstawy 27\/5 cm?. Oblicz wysokos$c tego ostrostupa.
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Objetosé figury przestrzennej.
Objetosé wieloscianow

Objetos¢ jest liczbg, ktérg mozna przyporzadkowaé pewnym figurom przestrzen-
nym. Na poczatku ustala sie jednostke — szescian o krawedzi 1, zwany szescianem
jednostkowym. Jesli, na przyktad, chcemy zmierzy¢ objetos¢ prostopadtoscianu
o wymiarach 3 na 2 na 1, to dzielimy ten prostopadtoscian na szesciany jednostko-
we. Bez trudu zauwazamy, ze tych szescianow jest szes$é, wiec objetosc tego prosto-
padtoscianu jest réwna 6.

W ogdlnym przypadku, aby okresli¢ objetos¢ figury przestrzennej F, buduje sie tzw.
sieci szeScienne — na wzor sieci kwadratowych, konstruowanych przy okreslaniu
pola. Przestrzen dzieli sie na szesciany jednostkowe w taki sposdb, ze dowolne dwa
szesciany albo sg roztgczne, albo majg wspadlny wierzchotek, albo wspdlng krawedz,
albo wspdlng Sciane. Nastepnie patrzymy, ile szescianow zawiera sie w bryle F. Ich
liczbe oznaczmy przez w,. Nastgpnie ustalamy, ile szesciandw sieci ma co najmniej
jeden punkt wspdiny z brytg F. Te liczbe oznaczamy przez z,. W kolejnym kroku
dzielimy kazdy z szesciandw sieci na 10° przystajgcych szescianikow. Kazdy z tych
mniejszych szesciankéw ma objetos¢ rowng 0,001 szescianu jednostkowego. | znéw
sprawdzamy, ile szescianikdw jest zawartych w bryle F, i ile szescianikdw ma punkty
wspolne z brytg F. Postepujac dalej podobnie, tworzymy dwa ciagi:
W, W, W, W,, ...
2,2,2,2, -

Liczby w pierwszym ciggu przyblizajg objetos¢ bryty F z niedomiarem, natomiast
liczby w drugim ciggu przyblizajg objetos¢ tej bryty z nadmiarem, z coraz wiekszg
doktadnoscia. Liczby z pierwszego ciggu dazg do pewnej liczby, ktérg nazywamy
miarg wewnetrzng bryty F. Liczby z drugiego ciggu réwniez dgzg do pewnej liczby,
ktérg nazywamy miarg zewnetrzng bryty F. Jesli obie te miary — wewnetrzna i ze-
wnetrzna — sg réwne i nie zalezg od wyboru sieci oraz sposobu zageszczania, to te
wspolng miare nazywamy objetoscia bryty F.

Cwiczenie 1. W klasie drugiej skonstruowaliémy figure ptaska, ktéra nie miata
pola. To byt kwadrat, umieszczony w uktadzie wspdtrzednych, z ktérego usunieto
wszystkie punkty o obu wspdtrzednych bedacych liczbami wymiernymi. Sprébuj
w podobny sposdb skonstruowac figure przestrzenng, ktéra nie ma objetosci.
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UWAGA: Nie nalezy myli¢ objetosci zerowej z brakiem objetosci, czyli niemozliwo-
Scig okreslenia objetosci.

Prawdziwe jest nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 1. wtasnosci objetosci

1) Objetos¢ bryly jest liczba nieujemna.

2) Objetosci bryt przystajgcych, wyznaczone przy tej samej jednostce, sg rowne.

3) Jesli bryta F sktada sig z dwoch bryt F i F,, majacych objgtosci i wnetrzami
roztacznych, to objgtos¢ bryty F jest rowna sumie objetosci bryt F, i F, przy tej
samej jednostce.

4) Szescian o krawedzi jednostkowej ma objetos¢ réwng 1.

Zajmiemy sie teraz obliczaniem objetosci graniastostupdéw i ostrostupéw. Przypo-
mnijmy znany Ci ze szkoty podstawowej wzdr na objetosé graniastostupa.

Twierdzenie 2.
Objetos¢ V graniastostupa jest rowna iloczynowi pola podstawy Pp i wysokosci h
graniastostupa.

V= Pp -h

Przyktad 1.

Pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu jest rowne 328 cm?. Stosunek dtu-
gosci krawedzi wychodzgcych z jednego wierzchotka wynosi 7 : 3 : 2. Obliczymy
objetos¢ tego prostopadtoscianu.

7x

2X

3x

Stosunek dtugosci krawedzi wynosi 7 : 3 : 2. To znaczy, ze przy pewnej jednostce
o dtugosci x, x > 0, dtugosci krawedzi mozna zapisac jako

7x, 3x, 2X.
Wyrazimy pole powierzchni catkowitej P_w zaleznosci od x.

P_=2(3x-7x + 7x-2x + 3x-2x) = 2(21x* + 14x? + 6x?) = 2-41x* = 82
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Z warunkoéw zadania wiemy, ze
P_=328, zatem
82x*=328 /:82
x*=4
x=2, box>0
Obliczamy dtugosci krawedzi wychodzacych z jednego wierzchotka.
7-2=14 3.-2=6 2-2=4
Obliczamy objetosc V prostopadtoscianu.
V=14-6-4=336
Objetos¢ prostopadtoscianu jest rowna 336 cm?.

Przyktad 2.

Panstwo Swierczynscy kupili dom, ktérego wymiary podane s3 na schematycznym
rysunku ponizej.

% 6m
®

@ @ [P

12 m

6m

Chca kupic¢ piec, ktéry ogrzewatby caty dom witgcznie z poddaszem. W sklepie s3
dwa piece. Pierwszy ogrzewa skutecznie pomieszczenia o tgcznej kubaturze do
350 m3, a drugi — pomieszczenia o tgcznej kubaturze do 450 m3. Czy piec o mniej-
szej mocy wystarczy do ogrzania domu panstwa Swierczyriskich? Pomijamy grubos¢
$cian, sufitow, dachu.

Kubatura to pojemnos¢, czyli objeto$é pomieszczenia lub zbiornika, wyrazona zwy-
kle w metrach szesciennych.

Niech graniastostup pieciokatny prosty
na rysunku obok reprezentuje dom, kté-
rego dotyczy to zadanie.
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Obliczamy pole podstawy P, graniastostupa. Pole podstawy jest rGwne sumie pola
P, prostokata i pola P, trojkata rownobocznego.

6m 6m
P,
3m Py
6m
2
P =3-6=18 />2=6*/§:9\/§
4
P =P +P, P, =18+9/3

Obliczamy objetosc V graniastostupa. Jego wysokos¢ jest rowna 12 m.
V=(18+9v3)-12=216+108V3

Obliczamy za pomocg kalkulatora przyblizenie liczby 216+108\/§.
216 +108+/3 ~ 403

Poniewaz 350 < 403, wiec piec o0 mniejszej mocy nie wystarczy do ogrzania domu.

Cwiczenie 2. Podstawg graniastostupa prostego jest romb, ktérego przekatne
majg dtugosé 12 cm i 9 cm. Krdtsza przekatna graniastostupa tworzy z ptaszczyzng
podstawy kat rowny 60°. Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.

Podamy teraz wzor na objetos¢ ostrostupa.

Twierdzenie 3.
Objetos¢ V ostrostupa jest rowna jednej trzeciej iloczynu pola podstawy P iwy-
sokosci h ostrostupa.

1

Przyktad 3.

Podstawg ostrostupa jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych majgcych dtugosé
14 cm i 48 cm. Krawedzie boczne majg jednakowa dfugosé rowng 65 cm. Obliczymy
objetos¢ tego ostrostupa.

Krawedzie boczne majg jednakowa dtugos$¢, zatem ostrostup jest prosty (twierdze-
nie 1. str. 267), a spodek S wysokosci ostrostupa jest srodkiem okregu opisanego na
podstawie tego ostrostupa.
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Srodkiem okregu opisanego na tréjkacie prostokgtnym jest $rodek przeciwprosto-
katnej tego tréjkata.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponize;j.

w Mamy:
BC|=14 cm
AC| = 48 cm
AW =|BW| =|cwW| =65 cm
s|=sal

3\

c™ A

Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkata prostokatnego ABC wynika, ze
|AB| =50 cm
Punkt S jest spodkiem wysokosci ostrostupa, wiec

|Bs| = %]AB, czyli

BS| =25 cm
Obliczamy wysoko$¢ WS ostrostupa, stosujgc twierdzenie Pitagorasa do trojkata
prostokgtnego BSW. Otrzymujemy:

|Ws| =60 cm
Obliczamy pole podstawy Pp ostrostupa.

1
p,=factac

p

P :%-14-48:336

Obliczamy objetos¢ V ostrostupa.

V=§-Pp-|WS|

V=§-336-60=6720

Objetos¢ ostrostupa jest rowna 6720 cm?.

Cwiczenie 3. W ostrostupie prawidtowym czworokgtnym wszystkie krawedzie
majg dtugosc 4 cm. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.
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Przyktad 4.

W ostrostupie trojkatnym ABCD krawedzie AB, AC i AD sg parami prostopadte oraz
|AB| =20 cm, |AC| = 15 cm i |AD|=9 cm. Wyznaczymy odlegtos¢ punktu A od ptasz-
czyzny (BCD).

| sposdb — wyznaczamy objetos¢ ostrostupa ABCD na dwa sposoby.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponize;j.

D H — odlegto$é punktu A od ptaszczy-
zny (BCD)
AE — wysokosé w trojkacie ABC

Zauwaz, ze odlegtos¢ punktu A od
s “E ptaszczyzny (BCD) jest wysokoscig
A B ostrostupa ABCD.

Objetoéé V ostrostupa mozna wiec zapisac¢ jako

(1) V==-PH, gdzieP,  jestpolem trojkata BCD

OczyW|SC|e objetosc¢ ostrostupa mozna tez obliczy¢ tak
(2) v==-P

Wykorzystujgc wzory (1) i (2), otrzymujemy zaleznos¢:
(3) P, -H=P,. - |AD|

z ktorej mozemy obliczy¢ H. Wystarczy wyznaczy¢ pola tréjkatow ABC i BCD. Mamy

gdzie P, _jest polem trojkata ABC

stad P,,.=150

ABC

oraz |DE].
|BC|=|AB[" +|AC|" , zatem |BC|=+20% +15 =25

|AE| ~2Psc - ad |AE| _2D0
|BC| 25

|DE| = \J|AD[ +|AE[

, czyli |DE|=+9% +12* =15

Z twierdzenia o trzech prostych prostopadtych wynika, ze
DE | BC Przeanalizuj to dokfadnie!
Odcinek DEjest wysokoscig tréjkata BCD. Wdwczas:

wigc P, =187,5

BCD

Na koniec obllczamy H, stosujgc wzér (3)
187,5-H=150-9, zatem H=7,2
Odlegtos¢ punktu A od ptaszczyzny (BCD) jest réwna 7,2 cm.
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Il sposéb — korzystamy z tego, ze wysokos$¢ AF ostrostupa jest wysokoscig w tréjkacie

prostokgtnym AED.
D,
3 Prowadzimy wysokos¢ AF ostrostupa.
Wykazemy, ze spodek tej wysokosci
Cc o 3 lezy na odcinku DE.
A B

W tym celu wystarczy pokazag, ze ptaszczyzny (BCD) i (AED) sa prostopadte.

Zauwazmy, ze
AE 1 BC oraz DE 1 BC zobacz | sposéb
wigc prosta BC jest prostopadta do ptaszczyzny (AED).

Zatem ptaszczyzna (BCD) jest prostopadta do ptaszczyzny (AED).
Rozwazmy trdjkat prostokatny AED. W tym tréjkacie odcinek AF jest wysokoscia.
Pole P, trojkata AED zapisujemy na dwa sposoby.

1
Paeo :E|AE| '|AD|

oraz

1
Paeo :E|DEHAF‘

Mamy:

|AE[=12cm, |AD|=9cm, |DE|=15cm.
Zatem

12-9=15- |AF|

|AF|=7,2

Odlegto$¢ punktu A od ptaszczyzny (BCD) jest réwna 7,2 cm.

Przyktad s.

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz boczna ma dtugosc k, a kat

L. . e . . ) T T
dwuscienny miedzy sgsiednimi $cianami bocznymi ma miare 2, o E(Z'Ej Wy-

znaczymy objetosc tego ostrostupa w zaleznosci od ki a.
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Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok.
AW = [BW| = |cw| = |pw| = k

a — dtugos¢ krawedzi podstawy

H — wysokos$¢ ostrostupa

h, —wysokos¢ Sciany bocznej poprowadzonej
na krawedz AB

h, —wysokos¢ Sciany bocznej poprowadzonej
na krawedz WB

Prosta WB jest prostopadta do ptaszczyzny (CAE).
Wyznaczamy |SA| w zaleznosci od a.

a2
2

Uzasadnij to!
[5A] = fca|=
2

Wyznaczamy h, w zaleznosci od a i a. Trojkat CAE jest rownoramienny, wiec
SELAC i |<CES|=|<SEA|=a

Al T T
Mzsma, ae| —,—

4 2
aV2
- =sina, wiec h,= a\/f

3 2sina

Wyznaczamy h, w zaleznosciod a i k.

P i

! 4

Obliczamy kwadrat dtugosci krawedzi podstawy ostrostupa. Pole P, trojkata ABW
zapisujemy na dwa sposoby.

1 1
Pasw :E'a'hl :E'k'hz

2
l.a. kZ_a_zl.k. a\2 /;la
2 4 2 2sina 2
o k2
4 2sina

Obie strony ostatniego rdwnania sg dodatnie, wiec po podniesieniu ich do kwadratu
otrzymamy réwnanie rownowazne.

a’ 2k? 1
k> ——= , stad a*=4Kk’|1-
in’ 2 2sin"«a
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Mozemy to zapisac krécej
—cos2

a’ =2k’ -Lza Sprawdz!

sin“a

Obliczamy H. Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do trojkgta SBW.

a2

2
H= |k -
2
H=|k @ oraz a’ =2k’ Zcos2a
2 sin* o
Po przeksztatceniach otrzymujemy:
k-cosa

H=— Wykonaj obliczenia.

sina

Obliczamy objetos¢ V ostrostupa.

1 . R
V=§-PP-H, gdzie Pp=a

V=1-2k2_(?0§2a-k'?05a :—_2‘k3.c052.as-cosa
3 sin a sina 3 sin”

Ny . , -2 cos2a -cosa
Objetos¢ ostrostupa jest réwna ?‘k3 — .
sin”

S pra wdzZ, Czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Jedna z krawedzi prostopadtoscianu ma dtugos¢ 5 cm, a stosunek dtugosci
dwaoch pozostatych krawedzi jest réwny 3 : 2. Wiedzac, ze pole powierzchni
catkowitej tego prostopadtoscianu wynosi 392 cm?, oblicz objetos¢ prostopa-
dtoscianu.

2. W graniastostupie prawidtowym tréjkatnym pole powierzchni bocznej jest
réwne sumie pdl obu podstaw. Objetos¢ graniastostupa wynosi 1 dm?. Oblicz
dtugosc¢ krawedzi podstawy i wysokos¢ graniastostupa.

3. Podstawag graniastostupa prostego jest rdwnolegtobok, ktérego przekatne
majg dtugosc¢ 12 cm, 15 cm i przecinajg sie pod katem 30°. Dtuzsza przekatna
graniastostupa ma dtugos$¢ 17 cm. Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.
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10.

Szafa narozna ma ksztatt graniastostupa pro- 1m
stego, a jej wysokosc jest rowna 2 m. Podsta- 7 N
we tej szafy wraz wymiarami przedstawia 55 cm
rysunek obok. Oblicz kubature szafy. Wynik 1m
podaj w m3. lle to litréw?

- drzwi
55cm

W szescianie ABCDA B,C D, poprowadzono ptasz- D, G
czyzne (ACB,), ktéra odcieta ostrostup ABCB, (zo- B,
bacz rysunek obok). A,
a) Jaka czes¢ objetosci szescianu stanowi obje- D

tos¢ ostrostupa ABCB,? C
b) Wiedzac, ze objetos¢ szeScianu jest rowna A 5

1 litr, oblicz odlegtos¢ wierzchotka B od ptasz-
czyzny (ACBl).

Podstawg ostrostupa jest prostokat, ktérego pole jest rowne 36 dm?. Prze-
katne tego prostokata tworzg kat 30°. Oblicz objetos¢ ostrostupa, wiedzac,
ze wszystkie jego krawedzie boczne majg dtugos¢ 10 dm.

Podstawg ostrostupa jest tréjkat prostokatny, ktérego jedna przyprostokat-
na jest dfuzsza od drugiej o 4 cm. Wszystkie krawedzie boczne ostrostupa sa
nachylone do ptaszczyzny podstawy pod katem 45°. Wiedzac, ze wysokosc
ostrostupa ma 10 cm, oblicz:

a) dtugosci krawedzi podstawy b) objetos¢ tego ostrostupa.

Pole podstawy ostrostupa prawidtowego szesciokgtnego wynosi 54+/3 cm?.

Spodek wysokosci ostrostupa znajduje sie w odlegtosci 4,8 cm od krawedzi
bocznej. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

Wysokosc¢ ostrostupa prawidtowego tréjkatnego ma 24 cm. Spodek wysoko-
Sci znajduje sie w odlegtosci 6,72 cm od sciany bocznej. Oblicz objetos¢ tego
ostrostupa.

Objetos¢ ostrostupa prawidtowego tréjkatnego jest rowna 128+/3 cm?. Wie-
dzac, ze tangens kata nachylenia sciany bocznej do ptaszczyzny podstawy jest
réwny 2, oblicz:

a) dtugos¢ krawedzi podstawy,
b) pole powierzchni bocznej ostrostupa.
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11.

12.

13.

14.

Podstawg graniastostupa prostego jest
romb, w ktéry wpisano okrgg o promieniu
1 dm (zobacz rysunek obok). Kat ostry rom-
bu jest rowny 30°, a kat miedzy przekatng
Sciany bocznej i krawedzig podstawy wyno-
si 45°. Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.

Podstawg ostrostupa jest romb, ktérego
kat ostry jest rowny 45°. Wszystkie $ciany
boczne ostrostupa sg nachylone do ptasz-
czyzny podstawy pod takim samym katem,
a stosunek pola powierzchni podstawy
do pola powierzchni $ciany bocznej wyno-
si 2,4 (zobacz rysunek obok).

Wiedzac, ze objetos¢ ostrostupa jest réwna 48\/5, oblicz:
a) dtugosc¢ krawedzi podstawy i wysokos¢ ostrostupa,

b) pole powierzchni catkowitej ostrostupa.

W ostrostupie prawidtowym tréjkagtnym kat
miedzy krawedziami bocznymi jest réwny 2a
(zobacz rysunek obok). Wiedzac, ze krawed?
podstawy ma dtugos¢ a, oblicz objetos¢ tego

ostrostupa. Jakg miare moze miec¢ kat ?

Przekatna Sciany bocznej graniastostupa
prawidtowego trdjkatnego ma dtugos¢ d
i jest nachylona do sasiedniej Sciany bocz-
nej pod katem a (zobacz rysunek obok).
Oblicz objetos¢ tego graniastostupa. Jaka
miare moze mie¢ kat a?
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Przekroje wieloscianéw — konstrukcje

Przekrojem wieloscianu ptaszczyzng  nazywamy figure, ktéra jest czescig wspding
ptaszczyzny 7t i tego wieloscianu. Przekrojem wielo$cianu moze by¢ punkt, odcinek,
wielokat lub zbidr pusty. Wykonaj rysunki ilustrujgce te przypadki.

W dalszej czesci tematu bedziemy zajmowac sie takimi przekrojami wieloscianéw, kté-
re sg wielokgtami. Omoéwimy wyznaczanie tych przekrojéw w przypadku, gdy ptasz-
czyzna przekroju okres$lona jest przez podanie trzech niewspétliniowych punktow.

Aby przedstawié na rysunku przekréj ptaszczyzng m danego wieloscianu, wystarczy
skonstruowad punkty przeciecia ptaszczyzny 7 z krawedziami wielo$cianu i pofaczyé
punkty lezgce na tej samej $cianie. Oczywiscie kolejno$¢ wyznaczania wierzchotkéw
przekroju nie jest istotna, natomiast konstrukcja powinna by¢ zgodna z aksjomatami
i twierdzeniami stereometrii.

Przypomnijmy najwazniejsze wtasnosci:

1) Aby wyznaczyé krawedz? przeciecia dwéch nierdwnolegtych ptaszczyzn, wy-
starczy wyznaczy¢é dwa punkty, z ktorych kazdy nalezy do obu ptaszczyzn.
Wodwczas prosta wyznaczona przez te punkty jest krawedzig przeciecia danych
ptaszczyzn.

2) Aby wyznaczy¢ punkt, w ktérym prosta k przebija ptaszczyzne i, wystarczy wy-
znaczy¢ punkt przeciecia prostej k i prostej m, ktéra jest krawedzig przeciecia
ptaszczyzny 7t i dowolnej ptaszczyzny 7r, zawierajacej prosta k.

3) Jezeli dwie réwnolegte ptaszczyzny przetniemy trzecia ptaszczyzna, to otrzy-
mane krawedzie przeciecia sg prostymi réwnolegtymi.

Przyktad 1.

Na rysunku przedstawiony jest ostrostup tréjkatny ABCD. Punkty P, Q, R lezg odpo-
wiednio na krawedziach tego ostrostupa. Skonstruujemy przekrdj ostrostupa ABCD
ptaszczyzna (PQR).

D

A\MC
Q

B
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D Opis konstrukcji:

e Punkty A, C, R, P lezg na ptaszczyznie
(ACD). Wyznaczamy punkt przeciecia

P prostych PR, AC i oznaczamy jako X, .

e Punkty X, i Q leza na ptaszczyznie (ABC).
Wyznaczamy punkt przeciecia prostej
X,Q i krawedzi BC i oznaczamy jako X,.

Q e Punkty X, i R lezg na ptaszczyznie (BCD).

e Czworokat PQX.R jest szukanym prze-
krojem.

Uzasadnienie poprawnosci konstrukgcji:

Z zatozenia punkty P, R nalezg do ptaszczyzny przekroju, wiec prosta PR lezy na ptasz-
czyznie przekroju. (Prosta PR — zgodnie z wtasnoscig 1) — jest krawedzig przeciecia
ptaszczyzn (ACD) i (PQR)). Punkt X, nalezy do prostej PR, wigc w szczegélnosci lezy
na pfaszczyznie przekroju. Punkt Q z zatozenia lezy na ptaszczyZnie przekroju. Zatem
prosta X, Q tez zawiera si¢ w tej pfaszczyznie (prosta X,Q jest krawedzig przecigcia
ptaszczyzn (ABC) i (PQR)). Punkt X, nalezy do prostej X,Q, a wiec nalezy tez do ptasz-
czyzny przekroju (PQR).

Przyktad 2.

Na rysunku przedstawiony jest sze$cian ABCDA B.C D.. Punkty P, Q, R lezg od-
powiednio na krawedziach tego szescianu. Skonstruujemy przekrdj szescianu
ABCDA B.C,D, ptaszczyzng (PQR).

D C,

Al P B, R

Q
D C
A B
D, X, c, Opis konstrukgji:

e Przez punkt R prowadzimy prostg réwnolegtg
Al p B, R do prostej PQ. Ta prosta lezy na pfaszczyznie

(DCClDl) i przecina krawedz D, C, w punkcie X,.
e Czworokat PQRX, jest szukanym przekrojem
szescianu.
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Uzasadnienie poprawnosci konstrukgji:

Sciany ABB A, i DCC D, szescianu lezg na ptaszczyznach rownolegtych. Ptaszczyzna
przekroju (PQR) przecina te ptaszczyzny. Zgodnie z wiasnoscia 3) krawedzie tych
przecigc s prostymi rownolegtymi. Z konstrukcji wiemy, ze prosta RX lezy na ptasz-
czyinie (DCClDl) i jest réwnolegta do prostej PQ, lezacej na ptaszczyznie (ABBlAl).
Jest wiec krawedzig przeciecia ptaszczyzny (DCClDl) i ptaszczyzny przekroju (PQR).

Przyktad 3.

Na rysunku przedstawiony jest szeScian ABCDA B.C D,. Punkt P nalezy do sciany

ADD A, a punkty Q, R lezg odpowiednio na krawgdziach tego szescianu. Skonstru-

ujemy przekréj szescianu ABCDA B, C,D, ptaszczyzna (PQR).

D C,
R
Al Bl
P
D C
A Q B
D, C, Opis konstrukgcji:
B e Wyznaczamy punkt, w ktdrym prosta
T A 1 R PR przebija ptaszczyzne (ABCD). W tym
V celu prowadzimy ptaszczyzne 71, zawie-
/ rajagcg prosta PR, wyznaczong przez
PZ prostg CC, i prostg przechodzacy przez
X, D punkt P prostopadtg do ptaszczyzny
L= X, —C (ABCD) (w punkcie E).
A Q /B

Prosta PR przecina prostg EC w punkcie, ktory oznaczamy X,.

* Przez punkty X, i Q prowadzimy prostg, ktdra przecina krawedz AD. Otrzymujemy
punkt X..

e Punkty X, i P lezg na ptaszczyznie ADD A,. Prowadzimy prostg X,P, ktora przecina
krawedz DD,. Otrzymujemy punkt X..

* Przez punkt R prowadzimy prostg rownolegty do prostej X X. Ta prosta przecina
krawedz BB, w punkcie X,.

* Pieciokat X,QX,RX, jest szukanym przekrojem szescianu.

Uzasadnienie poprawnosci konstrukgcji:
Punkty P, R nalezg do ptaszczyzny przekroju, zatem prosta PR lezy na ptaszczyznie
przekroju. Prosta PR zawiera sig w ptaszczyznie 7.
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Krawedzig przecigcia ptaszczyzny s, z ptaszczyzna (ABCD) jest prosta EC. Zatem
— zgodnie z wtasnoscig 2) — prosta PR przebija ptaszczyzne (ABCD) w punkcie nale-
zacym do prostej EC, czyli w punkcie X..

To znaczy, ze punkt X, nalezy do ptaszczyzny przekroju. Prosta X, Q lezy na ptaszczyz-
nie przekroju, wigc réwniez punkt X,, lezacy na tej prostej nalezy do ptaszczyzny
przekroju. Podobnie mozna uzasadnic, ze punkt X, nalezy do ptaszczyzny przekroju.

Sciany szeécianu ADD A, i BCC B, leza na ptaszczyznach rownolegtych. Ptaszczyzna
przekroju przecina te ptaszczyzny. Zgodnie z wtasnoscia 3) krawedzie tych przeciec
s prostymi rownolegtymi. Z konstrukcji wiemy, ze prosta RX, lezy na ptaszczyznie
(BCClBl) i jest rownolegta do prostej X X,, lezacej na ptaszczyznie (ADDlAl) zawartej
w ptaszczyznie (PQR). Jest wiec krawedzig przeciecia ptaszczyzny (BCC B,) i ptaszczy-
zny przekroju (PQR).

SP rawdz, Czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Dany jest szescian i punkty P, Q, R lezace na krawedziach tego szescianu, jak
na rysunku ponizej. Skonstruuj przekréj szecianu ptaszczyzna (PQR).

2) b) o)

R R P
Q Q

P R

2. Dany jest ostrostup i punkty P, Q, R lezace na wybranych krawedziach lub
na ptaszczyznie podstawy tego ostrostupa, jak na rysunku ponizej. Skonstruuj
przekréj ostrostupa ptaszczyzna (PQR).

a)

c)PQ| B
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Przekroje wieloscianéw — zadania

Przyktad 1.

Szescian ABCDA B,C D, przecigto ptaszczyzng przechodzacy przez punkty D, B, C,.

a) Obliczymy tangens kata nachylenia ptaszczyzny (DBC,) do ptaszczyzny (ABCD).
Podamy przyblizong miare tego kata nachylenia.

b) Wiedzac, ze pole przekroju szescianu tg ptaszczyzng jest rowne 504/3 cm?, obli-

czymy dtugosé¢ krawedzi sze$cianu.

D, G, Przekrojem danego szeScianu ptaszczyzng prze-
5 chodzaca przez punkty D, B, C, jest trojkat DBC, .
A 1
Zauwaz, ze odcinki DB, DC, i BC, s przekatnymi
scian szescianu, wigc trojkat DBC, jest rowno-
D Ce boczny.
By/e3
o)
A B

Ad a) Srodkowa C,0 jest jednoczesnie wysokoscig trojkata DBC,, poprowadzong na
bok DB. Rzutem prostokatnym odcinka OC, na ptaszczyzne (ABCD) jest odcinek OC.
Zatem ptaszczyzna (DBC,) jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem COC,,
ktéry oznaczylismy jako «.

Niech |AB| = |BC| =|CC | = a. Wéwczas

|OC|:% oraz tga:||g%|, wiec
a 2

tga=—2_=q.—*_ =\ ~1,41

B a\/i aa\/z

2
Odczytujemy z tablic trygonometrycznych przyblizong miare kata a: « = 55°.
Ad b) Tréjkat DBC, jest trojkatem rownobocznym, ktorego bok ma dtugosc a2.
Wyznaczamy pole P tego tréjkata:

(2] 5

P:T' gdzie P=50\/§ cm?

Obliczamy a:

() -3
4

=50+/3, czyli 2a°=200, stad a=10

Tangens kata nachylenia przekroju DBC, do ptaszczyzny (ABCD) Wynosi \/E, miara
tego kata jest réwna w przyblizeniu 55°. Krawedz szescianu ma dtugos¢ 10 cm.
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Z przyktadu 1. wynika, ze: jesli poprowadzimy ptasz-
czyzne, ktdra zawiera przekatng podstawy szescia-
nu i jest nachylona do ptfaszczyzny podstawy pod
takim katem ostrym «, ze

tga e(O,\/E>, a

to otrzymamy przekrdj, bedacy trojkgtem rowno-
ramiennym, a jego wierzchotek bedzie nalezat do
krawedzi bocznej szescianu.

Cwiczenie 1. Krawedz szesScianu ma dtugosé 4 cm. Wyznacz pole przekroju sze-
Scianu ptaszczyzng, ktéra zawiera przekatng podstawy i tworzy z ptaszczyzng pod-
stawy kat réwny 45°.

W nastepnym przyktadzie omowimy przekrdj szescianu ptaszczyzng, zawierajgca
przekatng podstawy i nachylong do ptaszczyzny podstawy pod katem, ktdrego tan-

gens jest wiekszy od V2.

Przyktad 2.

Szescian ABCDA B.C D, przecigto ptaszczyzng przechodzaca przez punkty D, B, E,

gdzie punkt E jest Srodkiem krawedzi B,C,.

a) Wykazemy, ze przekrdj szescianu ptaszczyzng (DBE) jest trapezem réwnora-
miennym, a przekatne tego trapezu sg prostopadte.

b) Obliczymy tangens kata nachylenia ptaszczyzny (DBE) do ptaszczyzny (ABCD).

Ad a) Sciany ABCD oraz A B.C D, zawieraja sig w ptaszczyznach rownolegtych.

D, F c, Zatem krawedzie wspdine ptaszczyzny (DBE)
i tych Scian tez sg rownolegte. Niech F bedzie
A, Ao AE punktem wspélnym ptaszczyzny (DBE) i krawedzi
B, DC,
Mamy:
D ¢ EF||DB i DB DB, wigc
EF || D,B,.
A B

Przekroj DBEF jest trapezem, a punkt F jest srodkiem krawedzi D, C,. Trojkaty BEB,
oraz DFD, sg przystajace — na podstawie cechy (bkb),

ABEB. = ADFD
Zatem ]BE]} =|DF

1
, co dowodzi, ze trapez DBEF jest trapezem réwnoramiennym.

Oznaczmy dtugosé krawedzi szescianu przez a, a > 0.
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Woédwczas:
DB|=av2, [EF| =%

Obliczamy |BE|. Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie BEB,.

2 2
|BE[ = a? +(9J _2a
2) 4

Naszkicujmy trapez réwnoramienny DBEF. Niech przekatne tego trapezu przecinajg
sie w punkcie O, a EG niech oznacza wysokos$¢ tego trapezu.
Obliczamy |DG| oraz |EG].

Z wtasnosci trapezu réwnoramiennego:

F E
|GB|=M stad
(@)
|GB|=— oraz
/]
D G B DG=3Gf

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata prostokgtnego GBE otrzymujemy:
V) (av2) 18a°

4 16
30\/5
4

EG|=

Poniewaz |EG| = |DG

, wiec tréjkat GDE jest tréjkatem prostokagtnym réwnoramien-

nym, stad
|<GDE| = 45°

Podobnie mozna pokazaé, ze
|<<FBD| = 45°

Dwa katy tréjkata DBO majg miare 45°. Zatem trzeci kat tego trojkata, czyli kat DOB,
jest katem prostym. To znaczy, ze przekatne trapezu DBEF s3 prostopadte.

Ad b) Poprowadzmy wysoko$é MN trapezu, taczaca $rodki podstaw DB i FE. Srodek
S odcinka MC jest rzutem prostokatnym punktu N na podstawe ABCD. Wéwczas kat
SMN jest katem nachylenia ptaszczyzny (DBE) do ptaszczyzny (ABCD).
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Mamy:

F

N NS|=a, |ms|=TY2

E 4

a Zatem
a tglasmn| =2 =L _2\2
a2 2
b/l e Y

M2
A B

Tangens kata nachylenia ptaszczyzny (DBEF) do ptaszczyzny (ABCD) jest réwny 2\/5 .

Cwiczenie 2. Jaki jest tangens kata nachylenia prostej NC do ptaszczyzny (ABCD)
w przyktadzie 2?

Cwiczenie 3. Narysuj kilka przekrojéw prostopadtoscianu ptaszczyznami prosto-
padtymi do ptaszczyzny podstawy. Jakimi figurami sg te przekroje?

Przyktad 3.

Wysokos¢ ostrostupa prawidtowego trojkatnego ABCW o podstawie ABC jest dwa
razy dtuzsza od krawedzi podstawy. Przekrdj tego ostrostupa ptaszczyzng, zawierajg-
cg krawedz AB i przechodzgca przez srodek krawedzi bocznej CW jest nachylony do
ptaszczyzny podstawy pod katem a.

a) Wykazemy, ze a = 60°.

b) Wyznaczymy obwdd tego przekroju w zaleznosci od dtugosci krawedzi podstawy.

Wprowadzmy oznaczenia. W

AABC — tréjkat réwnoboczny,
|AB| = |BC|=|AC|=0a, a>0

DW — wysokos$¢ ostrostupa,
IDW| = 2a

S —$rodek krawedzi CW

AABS — dany przekrdj ostrostupa,
|As| =|Bs|

M — $rodek odcinka AB
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Ad a) Tréjkat ABS jest réwnoramienny, srodkowa SM jest jednoczesnie wysokoscia
tego tréjkata. Rzutem prostokgtnym odcinka SM na ptaszczyzne ABC jest odcinek
MN, zawarty w wysokosci MC tréjkata ABC. Zatem katem nachylenia ptaszczyzny
(ABS) do ptaszczyzny (ABC) jest kat CMS, w
|«cms|=

Odcinek SN jest rownolegty do wysokosci DW
ostrostupa, wiec z twierdzenia Talesa wynika, ze
[oN] _ |ws] _

Ao, d
e~ [scl sta

IDN| = |NC| oraz |SN|=%|DW|=

Obliczamy |MN:
0\/_ 1 0\/_ a\/§

|MN| |MD| —|DC|
2 3 3

Wyznaczamy tg a:

tgazmz a i:\/g

CLPNERNE
3

Kat a jest ostry, wiec a = 60°.

Ad b) Z wtasnosci trojkata prostokatnego o katach ostrych 60° i 30° wynika, ze

20\/5
3

|SM|=2|MN| =

Obliczamy dtugosci odcinkéw AS i BS. Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata AMS
mamy:

2 2 2 2 2
asf _(E ] (ZGIJ @ 4a’_19d" _57a

3 4 3 12 36
\/7
6

145|257, as| - s

Obliczamy obwdd tréjkata ABS:

a/57 a(3+\/§)
6 3

a(3+\/§)

3

|AB|+|AS|+|BS|=a+2-

Obwdd przekroju jest rowny
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Przyktad 4.

Kat dwuscienny miedzy sgsiednimi scianami ostrostupa prawidtowego czworokat-
nego jest rowny 2¢. Ptaszczyzna przekroju tego ostrostupa zawiera przekatng podsta-
wy i jest prostopadta do jednej z krawedzi bocznych. Wykazemy, ze jesli § jest katem
nachylenia tej ptaszczyzny do ptaszczyzny podstawy ostrostupa, to tga - cos f = 1.

Na rysunku obok ptaszczyzna (DBE) jest prosto-

padfa do krawedzi bocznej CW. To znaczy, ze kat

DEB wyznacza miare kata dwusciennego miedzy

sgsiednimi Scianami bocznymi ostrostupa,
|<DEB| = 2a

A

Kat nachylenia ptaszczyzny przekroju do ptaszczyzny podstawy jest rowny CSE, gdzie
S jest punktem przeciecia sie przekatnych podstawy (wyjaénij, dlaczego).
|<CSE| =B
Rozpatrzmy tréjkat rownoramienny DBE, w ktérym |DE| = |EB|.
Srodkowa ES jest jednocze$nie dwusieczng kata DEB oraz wysokoscia, poprowadzo-
ng na bok DB. Zatem
|<DES|=a, |<DSE|=90° oraz
os|

e = |SE|

Poniewaz krawedz CW jest prostopadta do ptaszczyzny (DBE), wiec jest rowniez jest
prostopadta do odcinka SE. Mamy:

|<<CSE| =P, |<tSEC|=90° oraz
cos =@
sl
Otrzymujemy:
tgo -cos B =H-E=m
|SE| |sc| |sc|

’

Ds| =|s¢]

Tréjkat DSC jest prostokatny i rGwnoramienny,
stad
tga-cosf=1, co konczy dowdd.
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Cwiczenie 4. Wykaz, ze jedli w ostrostupie z przyktadu 4. kat CBE jest réwny y, to
V2 sina -cosy =1.

Cwiczenie 5. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz boczna tworzy
z ptaszczyzng podstawy kat rowny 45°. Ptaszczyzna przekroju tego ostrostupa zawie-
ra przekatng podstawy AC i jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 30°.
Czy ta ptaszczyzna jest prostopadta do krawedzi bocznej, z ktérg ma punkt wspdlny?
Czy przekroj ta ptaszczyzng wyznacza miare kata dwusciennego miedzy sgsiednimi
$cianami ostrostupa?

SP rawdz, czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Stosunek dtugosci krawedzi podstawy prostopadtoscianu jest pgwny 3=41.
Przekrdj prostopadtoscianu ptaszczyzng zawierajgcg dwie przéciwlegte kra-
wedzie boczne jest prostokgtem (zobacz rysunek obok), ktoregp poje jest
réwne 120 cm?. Oblicz pole powierzchni bocznej prostopadtdscianu.

2. Punkty Ei F sg srodkami krawedzi odpowiednio CC, i DD, prpstopadtoscigay
ABCDA B.C D, (zobacz rysunek obok). Pole przekroju tego pfastopadigsgia-
nu ptaszczyzna (ABEF) jest réwne 250 cm?. Wiedzgc,Ag ,BL} =24 oraz
|AA1| =14 cm, oblicz objetos¢ tego prostopadtoscianu. =

b C

3. Przekrojem szescianu jest szesciokat foremny, ktorego wierze amiBsq dt
ki krawedzi szescianu, jak na rysunku obok. Wiedzac, ze kr7wedz Szestia

ma dtugoéé 6+/2 cm, oblicz pole tego szesciokata.

4. Objetos$¢ szescianu jest rowna 27 cm?®. Oblicz pole przekroju tego szescianu
ptaszczyzng, zawierajgcg jedng z przekatnych podstawy szescianu i nachylong
do ptaszczyzny podstawy pod katem:

a) 30° b) 60°.
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Krawedzie prostopadtoscianu ABCDA B,C D, wy- D C
chodzace z wierzchotka D, (zobacz rysunek obok)
majg dtugosci: |A.D.| =3, |D,C| = 4, |DD| = 12. A, B,
Oblicz pole przekroju prostopadtoscianu ptasz-
czyzna (BlADl).

Podstawg prostopadtoscianu ABCDA B,C,D, jest p D, G
kwadrat ABCD. Punkty E, F s3 odpowiednio $rod- 0 B
kami krawedzi BB, i DD,. Przez punkty A, E, C, F
poprowadzono ptaszczyzne przekroju (zobacz ry- E
sunek obok). Wykaz, ze:
a) otrzymany przekrdj jest rombem,
b) jesli a jest katem nachylenia ptaszczyzny 5
przekroju do ptaszczyzny podstawy, a 24 jest \
katem ostrym rombu, to cos a = tg 3. A B

Podstawg graniastostupa prostego jest trojkat rownoramienny, ktérego boki
majg dtugosc¢ 18 cm, 15 cm, 15 cm. Przez najdtuzszy bok podstawy poprowa-
dzono ptaszczyzne, ktdra przecina przeciwlegta krawedz boczng i jest nachy-
lona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°. Oblicz pole otrzymanego prze-
kroju. Czy otrzymany przekrdj jest tréjkatem rozwartokgtnym?

Sciany boczne ostrostupa prawidtowego
tréjkatnego sg nachylone do ptaszczyzny
podstawy pod katem 45°. Pole przekroju
ostrostupa ptaszczyzng, zawierajacg kra-
wedz boczng i przechodzaca przez Srodek
przeciwlegtej krawedzi podstawy, jest row-
ne 24 (zobacz rysunek obok). Oblicz dtugo-
$ci krawedzi ostrostupa.

W ostrostupie prawidtowym tréjkgtnym poprowadzono przekréj ptaszczyzng,

zawierajgca krawedz podstawy i prostopadty do przeciwlegtej krawedzi bocz-

nej. Wiedzac, ze kat miedzy dwiema sgsiednimi krawedziami bocznymi jest

rowny 2a, gdzie o € (Oo, 45°), oblicz:

a) cosinus dwusciennego kata f miedzy sasiednimi $cianami bocznymi
ostrostupa,

b) cosinus kata y nachylenia ptaszczyzny przekroju do ptaszczyzny podstawy.
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D 10.Pole przekroju ostrostupa prawidtowego czworokatnego ptaszczyzng, zawie-

11.

13.

rajacg dwie przeciwlegte krawedzie boczne, jest rowne P,. Pole przekroju
tego ostrostupa ptaszczyzng, zawierajaca przekatng podstawy i prostopadta

do jednej krawedzi bocznej, jest rowne P,. Wykaz, ze jesli P, =Pz\/§, to odle-

gtos¢ spodka wysokosci od krawedzi bocznej tego ostrostupa jest rowna po-
towie dtugosci krawedzi podstawy.

Wysokos$¢ ostrostupa prawidtowego
czworokatnego jest rowna /161, a kra-

wedz boczna ma dtugosé 17. Ostrostup
ten przecieto ptaszczyzng zawierajaca
krawedZ podstawy i Srodki dwdch kra-

wedzi bocznych ostrostupa, jak na rysun- A
ku obok.

a) Wykaz, ze otrzymany przekrdj jest
trapezem réwnoramiennym.
b) Oblicz pole P tego trapezu.

. Podstawg ostrostupa jest romb, a wszystkie Sciany boczne ostrostupa sg na-

chylone do ptaszczyzny podstawy pod tym samym katem. Ostrostup prze-
cieto ptaszczyzng prostopadta do dwéch przeciwlegtych scian bocznych i za-
wierajacg wysokos¢ tego ostrostupa. Wykaz, ze jesli pole przekroju jest
rowne P, a objetos¢ ostrostupa jest réwna V, to dtugos¢ krawedzi podstawy

. p 3V
jestrowna —.
2P

Kat nachylenia przekatnej sciany bocznej grania-
stostupa prawidtowego tréjkatnego do sasiedniej
Sciany bocznej jest rowny 30°. Pole przekroju ptasz-
czyzng zawierajacy przekatng $ciany bocznej i wy-
sokos¢ podstawy jest rowne 63 (zobacz rysunek

obok). Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.
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Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 5.

Test
1.

Przekatna prostopadtoscianu o krawedziach o dtugosci 3, 4, 5 ma dtugosc:
A.5 B.6 C. 52 D. 62

Podstawg prostopadfoscianu jest kwadrat. Kat miedzy przekatng prostopadto-
scianu a Sciang boczng jest zaznaczony na rysunku:
A. B. C. D.

\ \ \

W graniastostupie prawidtowym tréjkagtnym pole powierzchni bocznej jest row-
ne podwojonej sumie pdl obu podstaw. Kat nachylenia przekatnej sciany bocz-
nej do ptaszczyzny podstawy ma miare:

A. 30° B. 45° C. 60° D. 75°

Sciana boczna ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest nachylona do
ptaszczyzny podstawy pod kgtem rdwnym 45°. Jedli a jest dtugoscig krawedzi
podstawy, zas H — wysokoscig tego ostrostupa, to:

A 2H=+3-a B. 2H=+2-a C.H=2a D.2H=a

Objetos¢ szescianu ABCDA B C D, jest rdwna 1. Wowczas objeto$¢ ostrostupa
ABCB, jest rowna:

1
A — B.
3

1
12

|
Q)
0|

Krawedz boczna ostrostupa prawidtowego tréjkatnego jest nachylona do ptasz-
czyzny podstawy pod katem 60°. Wysokos¢ ostrostupa tworzy ze $ciang boczng
kat a. Wéwczas:

1 1
A. sina :E B. cosa :E C. tga :2\/5 D. ctgax :2\/5

Pole powierzchni catkowitej czworoscianu foremnego jest réwne 364/3. Wyso-

kos$¢ tego ostrostupa wynosi:

A. 642 B. 3W2 NG D. 2./3

Podstawg ostrostupa jest trojkat prostokatny, ktdrego najdtuzszy bok ma dtu-
gosc 24. Wszystkie krawedzie boczne ostrostupa majg dtugos¢ 15. Wysokosé
tego ostrostupa jest rowna:

A. V189 B. V161 C.12 D.9

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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Zadania otwarte

D 9. Wykaz, ze jesli przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego jest dwa
razy dtuzsza od krawedzi podstawy, to kat nachylenia tej przekatnej do ptaszczy-
zny podstawy jest rdwny 45°, a do Sciany bocznej wynosi 30°.

D 10. Wykaz, ze jesli sciany boczne graniastostupa prawidtowego tréjkatnego sg kwa-
dratami, to:
a) przekatne dwéch scian bocznych wychodzace z tego samego wierzchotka

. L , 3
tworzg kat, ktérego cosinus jest rowny Z'
b) przekatna Sciany bocznej tworzy z sgsiednig $ciang boczna kat, ktérego cosi-

. , 10
nus jest rowny o

11. Przekatna szeScianu ma dtugos$¢ +192 cm. Oblicz:

a) objetos¢ i pole powierzchni catkowitej tego szescianu,
b) odlegto$é wierzchotka od tej przekatnej, do ktdrej ten wierzchotek nie nalezy.

12. Oblicz wysoko$¢ oraz objetosé graniastostupa prawidtowego szesciokatnego,
ktérego rdézne przekatne majg dtugosé 17 cm i 15 cm.

13. Oblicz pole powierzchni bocznej i objetos$¢ ostrostupa prawidtowego szesciokat-
nego, ktdrego wysokosé ma dtugos¢ 6 cm, a krawedz boczna jest nachylona do
ptaszczyzny podstawy pod katem 60°.

14. W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym ABCD Sciany boczne sg nachylone do
ptaszczyzny podstawy pod katem 60°. Punkt E jest Srodkiem krawedzi AC. Wie-

dzac, ze pole tréjkata EBD jest réwne 18\/5 cm?, oblicz:

a) dtugosci krawedzi tego ostrostupa,
b) objetosc¢ ostrostupa.

15. Podstawag ostrostupa ABCDW jest kwadrat ABCD o boku majacym dfugosé 6 cm.
Krawedz AW jest wysokoscig tego ostrostupa i ma dtugosé 8 cm.
a) Oblicz pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.
b) Oblicz dtugosé najdtuzszej krawedzi ostrostupa.
D c) Wykaz, ze $ciany boczne BAW i CBW sg do siebie prostopadte.

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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16.

17.

18.

19.

D 20.

Wysokosc¢ ostrostupa jest réwna 12 cm, a wszystkie krawedzie boczne majg dtu-
gosc 13 cm. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa, jesli jego podstawag jest:

a) tréjkat prostokatny rownoramienny,

b) tréjkat rownoramienny, ktérego kat miedzy ramionami jest réwny 30°.
Podstawg ostrostupa jest tréjkat prostokatny, ktérego

przyprostokgtne majg dtugos¢ 6 i 8. Wysokos$¢ ostrostupa

ma dtugosé 6, a spodek tej wysokosci jest wierzchotkiem

kata prostego w podstawie. Oblicz:

a) pole powierzchni najwiekszej $ciany bocznej,

b) tangens kata dwusciennego miedzy najwiekszg Sciang boczng a ptaszczyzna
podstawy,
c) odlegtos¢ spodka wysokosci ostrostupa od najwiekszej sciany bocznej.

Podstawg ostrostupa ABCD jest trojkat prostokatny ABC, ktérego katy ostre BAC
i CBA majg odpowiednio miare 30° i 60°. Krawedz BD jest wysokoscig tego
ostrostupa. Wiedzac, ze |BD| =|AC| =+/12, oblicz objetos¢ i pole powierzchni cat-
kowitej tego ostrostupa.

W ostrostupie prawidtowym czworokgtnym popro-
wadzono pfaszczyzne zawierajgcy przekatng pod-
stawy i nachylong do tej ptaszczyzny pod katem,
ktérego cosinus jest rowny 0,28 (zobacz rysunek
obok). Pole otrzymanego przekroju jest réwne
87,5. Wiedzac, ze srodek jednej z krawedzi bocz-
nych nalezy do tego przekroju, oblicz:

a) objetosc¢ ostrostupa,

b) odlegtos¢ spodka wysokosci ostrostupa od kra-

wedzi bocznej.

Podstawg ostrostupa prostego jest prostokat ABCD, ktérego przekatne przeci-
naja sie w punkcie 0. Sciany boczne BCW i CDW ostrostupa sg nachylone do
ptaszczyzny podstawy pod katami ostrymi odpowiednio 8 i y. Wykaz, ze jesli

|{BOC| =2a,gdziea € (O°, 45°), to ig—ﬂ:tga .
gy

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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« Bryty obrotowe

Walec

Walcem nazywamy figure geometryczng, powstatg przez obrét prostokgta wokét
prostej, zawierajacej jego bok.

/ﬁ)\*/(x,\f

Prostg, wokét ktérej obracamy prostokat, nazywamy osig obrotu walca. Na rysunku
powyzej o$ obrotu jest zaznaczona czerwonym kolorem. Boki prostokata prostopa-
dte do osi obrotu zakreslajg dwa kota, ktére nazywamy podstawami walca. Promien
podstawy walca oznaczamy literg r.

Bok prostokata réwnolegty do osi obrotu i do niej nienalezgcy (bok AD narys. a) za-
kresla powierzchnie boczng walca. Kazdy odcinek zawarty w powierzchni bocznej,
ktérego konce nalezg do podstaw, nazywamy tworzacy walca.

Na rys. a) trzy przyktadowe tworzace sg zaznaczone kolorem czerwonym.

a) b)

ik

o$ obrotu

Wysokoscig walca nazywamy kazdy odcinek, ktéry jest prostopadty do podstaw
walca i ktérego konce lezg na ptaszczyznach zawierajgcych te podstawy.
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W szczegdlnosci kazda tworzgca walca jest jego wysokoscia, zobacz rys. b). Czasem
wysokoscig walca bedziemy nazywac dtugos¢ tego odcinka i oznaczaé literg h.

Jesli rozetniemy powierzchnie boczng walca wzdtuz tworzacej i rozwiniemy na
ptaszczyznie, to otrzymamy prostokat, ktorego dtugosé dwdch bokdw jest réwna h,
a pozostatych dwéch — obwodowi kofa w podstawie walca, czyli 27r.

Ponizszy rysunek ilustruje siatke walca o promieniu podstawy r i wysokosci h. Pole
powierzchni siatki jest polem powierzchni catkowitej walca.

r
h
27r
’

Twierdzenie 1.
Pole powierzchni bocznej P, walca okresla wzor R

P =2nr-h ~
pole podstawy P, walca

p,=mnr h

pole powierzchni catkowitej P_ walca

_ . 2
P.= 2mr-h+2mr |
P_=2nr(h+r) N

gdzie r jest promieniem podstawy, h — wysokoscig walca.

Cwiczenie 1. Oblicz pole powierzchni bocznej oraz pole powierzchni catkowitej
walca, ktorego wysokosé jest rowna 8 cm, a promien podstawy wynosi 5 cm. Wynik
zaokraglij do 1 cm?.

Przyktad 1.

Prostokgt ma wymiary 3 cm na 4 cm. Prostokat obracamy dwa razy: raz wokot krét-
szego boku i drugi raz wokét dtuzszego boku. Poréwnamy powierzchnie catkowite
powstatych walcow.
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Wykonujemy pomocnicze rysunki ilustrujgce te walce.

I. Krétszy bok prostokata II. Krétszy bok prostokata
jest wysokoscig walca jest promieniem podstawy walca

i

)

3cm
4 cm
4 cm
, 3cm
o$ obrotu
o$ obrotu

P,=2-m-4-3=24rn P,=2-m-3-4=24n
2Pp=2~rc-42=32n 2Pp=2-7t-32=18n
P.=56mn cm? P.=42n cm?

Obydwa walce maja takie samo pole powierzchni bocznej. Walec majacy wiekszy
promien podstawy i mniejszg wysoko$¢ ma wieksze pole powierzchni catkowitej niz
walec o mniejszym promieniu i wiekszej wysokosci.

Cwiczenie 2. Narysuj siatki walcow z przyktadu 1.
Przekréj walca ptaszczyzng - to czes¢ wspdlna danej ptaszczyzny i walca.

Przekrdéj walca ptaszczyzng zawierajgcg o$ obrotu walca nazywamy przekrojem
osiowym walca. Ptaszczyzna przekroju osiowego jest prostopadta do podstaw wal-
ca. Przekrdj osiowy walca jest prostokgtem, ktérego dwa boki sg réwne wysokosci
walca, a pozostate dwa majg dtugosé réwng srednicy podstawy walca.

Przyktad 2.

Przekatna przekroju osiowego walca jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod
katem ostrym «, gdzie sin @ = 0,6. Pole powierzchni bocznej walca jest réwne 84r.
Obliczymy wysoko$¢ h walca i promien r jego podstawy.
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Na rysunku a) ponizej prostokat ABCD przedstawia przekrdj osiowy walca. Przekat-
na AC tworzy z ptaszczyzng podstawy walca kat ostry «, gdzie
3

sinot =—
5

Mozemy przyjac, ze \BC| = 3x, AC| = 5x, gdzie x > 0. Woéwczas h = 3x oraz
|AB| =4x, r=2x, 2nr=m-4x

Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu na ptaszczyzne jest prostokgtem o wy-
miarach 3x na 7 - 4x. Zobacz rysunek b) ponizej.

) b)

5x 3x 3x

~—a - 4x

Z warunkéw zadania wiemy, ze pole powierzchni bocznej jest rowne 847w, zatem
3x-m-4x=84n
x?=17, stad
X= \/7 , bo x>0

Wysokos¢ walca jest réwna 3ﬁ, a promien podstawy wynosi 2J7.

Cwiczenie 3. Oblicz stosunek pola przekroju osiowego dowolnego walca do pola
powierzchni bocznej tego walca.

Prawdziwe jest nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 2.
Objetos¢ V walca o promieniu podstawy r i wysokosci h wyraza sie wzorem
V=mnr*-h

Objetos$¢ walca jest rowna iloczynowi pola podstawy walca i jego wysokosci.

Cwiczenie 4. Oblicz objetos¢ walca, ktérego promien podstawy jest réwny 6 cm,
a wysokos¢ wynosi 10 cm. Czy pojemnos¢ walca jest wieksza, czy mniejsza od jed-
nego litra?

Przyktad 3.

Do naczynia w ksztatcie walca napetnionego cze$ciowo wodg wrzucono kamien,
ktéry zanurzyt sie catkowicie. Poziom wody podnidst sie o 3 cm. Wiedzac, ze pro-
mien podstawy naczynia jest rdwny 5 cm, wyznaczymy objetos¢ kamienia.
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Kamien wypiera wode o objetosci rownej objetosci tego kamienia. Zatem objetos¢
V kamienia to objeto$¢ walca, ktérego wysokosc jest rowna 3 cm, a promien pod-

+—— poziom wody po wrzuceniu kamienia

h=3 cm[ +—— poziom wody przed wrzuceniem kamienia

stawy ma 5 cm dtugosci.

V=mnr*-h, gdzie
r=5cm, h=3cm
V=n-52-3=75n

Objetos¢ kamienia jest rowna 75w cm?, czyli ok. 235,6 cm?.

SPVaWdi, czYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1.

Prostokat, ktorego boki majg dtugosé 8 cm i 5 cm, obracamy wokét jednego
z bokdw. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetos¢ otrzymanego walca.

Kwadrat o boku o dtugosci 4 cm obrécono wokét osi symetrii, przechodza-
cej przez srodki dwdch bokéw. Narysuj siatke otrzymanego walca. Przyjmij
n=3,15.

Wysokos¢ walca jest o 1 cm dtuzsza od srednicy podstawy. Wiedzac, ze pole
powierzchni catkowitej walca wynosi 308w cm?, oblicz:
a) promien podstawy walca b) pole powierzchni bocznej walca.

Wysokos$¢ walca jest trzy razy dtuzsza od promienia podstawy. Pole przekroju
osiowego walca jest rowne 150 cm?. Oblicz objetos¢ tego walca.

Objetos¢ walca wynosi 451 cm?, a jego pole powierzchni bocznej jest rowne
301 cm?. Oblicz dtugosc¢ tworzacej walca oraz tangens kata & nachylenia prze-
katnej przekroju osiowego walca do ptaszczyzny podstawy.

Prostokat obrécono raz wokot jednego boku i drugi raz wokét drugiego boku.
Stosunek objetosci powstatych walcéw jest rowny 2 : 3. Wyznacz wymiary
tego prostokata, wiedzgac, ze jego pole jest rowne 294 cm?.

Stosunek dtugosci bokdéw prostokata tworzgcego powierzchnie boczng wal-
ca wynosi 5 : 3. Oblicz wymiary tego prostokata, jesli objetos¢ walca jest

; 150
rowna —.
T

Wysokos¢ walca jest o 3 cm dtuzsza od promienia podstawy. Wiedzac, ze obje-
tos¢ walca jest rowna 20w cm?, oblicz pole powierzchni catkowitej tego walca.
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Stozek

Stozkiem nazywamy figure geometryczng, ktdra powstaje w wyniku obrotu tréjkata
prostokgtnego wokot prostej, zawierajacej przyprostokatng tego trojkata.

D

D

wierzchotek stozka

podstawa stozka

Prostg, wokdt ktérej obracamy tréjkat, nazywamy osig obrotu stozka. Na rysunku
powyzej jest ona zaznaczona kolorem czerwonym. Wspélny koniec przeciwprosto-
katnej tréjkata i przyprostokatnej zawartej w osi obrotu nazywamy wierzchotkiem
stozka. Przyprostokatna tréjkata prostopadta do osi obrotu zakresla koto, ktére
nazywamy podstawg stozka. Przeciwprostokatna tréjkata zakresla powierzchnie
boczng stozka.

Wysokoscig stozka nazywamy odcinek, ktérego jednym koricem jest wierzchotek
stozka, a drugim — rzut prostokatny wierzchotka na ptaszczyzne podstawy. Wysoko-
Scig stozka bedziemy nazywac tez dtugos¢ tego odcinka. Kazdy odcinek, ktdrego jed-
nym koncem jest wierzchotek stozka, a drugim — dowolny punkt okregu podstawy,
nazywamy tworzgca stozka. Tworzgca zawiera sie w powierzchni bocznej stozka.
Na rysunku a) ponizej wysokos$¢ jest zaznaczona kolorem zielonym, a dwie tworzgce
— kolorem czerwonym.

a) b)

)

Powierzchnia boczna stozka, po przecieciu wzdtuz tworzacej i rozwinieciu na ptaszczy-
zne, jest wycinkiem kofa, ktérego promieniem jest tworzgca stozka, jak na rysunku b).

Cwiczenie 1. Wytnij z papieru koto, ktérego promier ma dtugoéé 8 cm. Koto prze-
tnij na dwa wycinki, ktérych katy srodkowe sg odpowiednio réwne 135°i 225°. Kaz-
da z uzyskanych czesci zwin tak, aby powstaty powierzchnie boczne dwdch stozkéw.
W kazdym przypadku wskaz wierzchotek i tworzgca stozka. Oblicz obwody podstaw
tych stozkdw.
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Twierdzenie 1.
Niech promien podstawy stozka bedzie rowny r, a tworzgca stozka niech ma dtu-
gosc /. Jesliy jest katem sSrodkowym wycinka kota, bedacego powierzchnig bocz-
ng tego stozka po rozwinieciu na ptaszczyzne, to

y r

360°

Dowdd: Obwdd kota o promieniu / jest réwny
27l
Wodweczas cze$é okregu tego kota, odpowiadajgca wycin-
kowi o kacie $srodkowym y, ma dtugosé
y 2mr
-2nl
360°

Jednoczesnie ta dtugosé jest obwodem podstawy stozka, czyli kota o promieniu r.
Mamy

2nl=2nr /2wl

360°

= ; , co konczy dowdd.

Cwiczenie 2. Tworzgca stozka jest cztery razy dtuzsza od promienia podstawy
tego stozka. Jakg miare ma kat srodkowy wycinka kota, z ktérego jest utworzona
powierzchnia boczna tego stozka?

Podstawa stozka i powierzchnia boczna stozka tworzg powierzchnie catkowita stoz-
ka. Rysunek ponizej przedstawia siatke stozka.
/

2nr

Pole powierzchni siatki jest polem powierzchni catkowitej stozka.

Cwiczenie 3. Tworzaca stozka ma dtugos¢ 6 cm, a promien podstawy tego stoz-
ka jest rowny 3,5 cm. Podaj miare kata srodkowego wycinka kota, tworzgcego po-
wierzchnie boczng stozka. Narysuj siatke tego stozka.
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Twierdzenie 2.
Pole powierzchni bocznej P, stozka wyraza sig wzorem
P=m-r-l
pole podstawy Pp stozka
P=m- r’
pole powierzchni catkowitej P_stozka
P_=mnrl + mr?
P_=mnr(l+r)
gdzie r jest promieniem podstawy stozka, / — dtugoscig tworzace;j.

Cwiczenie 4. Wyprowadz wzdr na pole powierzchni bocznej stozka.

Przyktad 1.

Nalezy pokry¢ miedziang blachg dach majacy ksztatt stozka, ktorego wysokosc jest
réwna 10 m, a promien podstawy ma dtugosé 7,5 m. Obliczymy, ile blachy miedzia-
nej nalezy przygotowad, jesli 10% catej ilosci przeznaczy¢ trzeba na faczenia. Wynik
podamy z doktadnoscig do 0,01 m?2.

Niech stozek na rysunku ponizej reprezentuje dach, ktérego dotyczy zadanie. Odci-
nek OW jest wysokoscig stozka, odcinek OA jest promieniem podstawy.

Mamy dane:

OW|=10m w
OA|=7,5m

Obliczamy dtugos¢ tworzacej stozka, stosujac twierdze-

nie Pitagorasa do trdjkagta prostokagtnego WOA.

WA]?=10%+7,5%, stad

WA|=12,5m W A
Wyznaczamy powierzchnig boczng P, stozka

P,=m-|OA|- |WA|
P,=m-75-12,5=93,75n
Powierzchnia boczna stozka stanowi 90% potrzebnej blachy miedzianej. Niech x
oznacza powierzchnie blachy miedzianej. Wéwczas
0,9-x=93,75n
937,5m
X=

~ 327,2492

Na pokrycie dachu potrzeba 327,25 m? blachy miedzianej.

Cwiczenie 5. Pole powierzchni catkowitej stozka jest rowne 396w cm?. Tworzaca
stozka jest dtuzsza od promienia podstawy o 75%. Oblicz jej dtugosé.

Przekroj stozka ptaszczyzng — to cze$¢ wspdlna danej ptaszczyzny i stozka.
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Przekrojem osiowym stozka nazywamy przekrdj stozka ptaszczyzng zawierajgca
jego o$ obrotu. Przekréj osiowy stozka jest tréjkatem réwnoramiennym, ktérego ra-
miona sg tworzacymi stozka, a trzeci bok jest srednicg podstawy stozka. Kgt miedzy
ramionami tego trdjkata nazywamy katem rozwarcia stozka.

Przyktad 2.

Kat rozwarcia stozka jest rowny 60°. Pokazemy, ze powierzchnia boczna stozka po
rozwinieciu na ptaszczyzne jest potkolem.

Rysunek obok przedstawia stozek, ktorego kat rozwar-
cia jest rowny 60°. Wéwczas przekrdj osiowy stozka
jest trojkatem réwnobocznym. Jesli | oznacza dtugosé
tworzgcej stozka, zas r — promien jego podstawy, to

2r=1, czyli
r 1
I 2

Niech v oznacza kat $rodkowy wycinka, odpowiadajacego powierzchni bocznej stoz-
ka. Z twierdzenia 1. wynika, ze

1

4 =—, wiec
360° 2
y =180°

A to znaczy, ze dany wycinek kota jest pdtkolem.

Cwiczenie 6. Oblicz stosunek pola powierzchni bocznej do pola przekroju osio-
wego stozka z przyktadu 2. Czy istnieje stozek, ktérego pole przekroju osiowego jest
réwne polu powierzchni bocznej? Odpowiedz uzasadnij.

Twierdzenie 3.
Objetosé V stozka o wysokosci h i promieniu podstawy r wyraza sie wzorem

v=Limh
3

Objetos¢ stozka jest rowna jednej trzeciej objetosci walca o takiej samej wysokosci
i takim samym promieniu podstawy, jak dany stozek.

3149
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Przyktad 3.

Tréjkat prostokatny o przyprostokatnych majgcych dtugosci 4 cm i 6 cm obracamy
dwukrotnie: raz wokét krotszej i raz wokét diuzszej przyprostokatnej. Obliczymy
i porownamy objetosci V, i V, otrzymanych stozkow.

a) W pierwszym przypadku mamy b) W drugim przypadku mamy
h=4cm, r=6cm h=6cm, r=4cm
>
4 ¢m
4cm W 6 cm
6 cm
Zatem Zatem
1 1
V,==n-6>-4=487 V,=-n-4"-6=32n
3 3
Otrzymujemy, ze
vV, 48n 3
Vv, 32n 2

Wiekszg objetos¢ ma stozek o dtuzszym promieniu podstawy i krétszej wysokosci.

SP rawdz, Czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Promien podstawy stozka jest réwny 50 cm, a dtugosé tworzacej wynosi
75 cm. Oblicz miare kata Srodkowego wycinka kotowego, ktéry tworzy po-
wierzchnie boczng tego stozka.

2. Tworzgaca stozka ma dtugos$é /, promien podstawy stozka jest rowny r. Narysuj
siatke tego stozka, jesli:
a) r=2,5cm, /=5cm,
b) r=2cm, I=6cm.

3. Wysokos¢ stozka jest rowna 16 cm. Tworzgca stozka jest nachylona do ptasz-

3
czyzny podstawy stozka pod katem « takim, ze cosa =E. Oblicz:

a) promien podstawy stozka,
b) pole powierzchni bocznej tego stozka.
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10.

11.

12.

13.

14.

Tworzgca stozka ma dtugosé 15 cm, a wysokos¢ stozka jest rowna 12 cm. Oblicz:
a) pole powierzchni catkowitej stozka,
b) objetos¢ tego stozka.

Wysokos¢ stozka jest rowna /108, a kat rozwarcia stozka ma miare 60°.

Oblicz:
a) objetosc stozka,
b) pole powierzchni bocznej tego stozka.

Kat srodkowy wycinka kota jest rowny 120°, a pole tego wycinka wynosi
487. Wycinek zwinieto, tworzgc powierzchnie boczng stozka. Oblicz objetosé
otrzymanego stozka.

Wysoko$¢ stozka jest rGwna +/40. Oblicz objeto$é tego stozka, wiedzac, ze
jego pole powierzchni bocznej wynosi 217.

Stosunek pola powierzchni bocznej stozka do pola przekroju osiowego wyno-
si 2m. Oblicz miare kata rozwarcia stozka.

Kat sSrodkowy wycinka kofa jest réwny 270°. Wycinek zwinieto, tworzac po-
wierzchnie boczng stozka. Oblicz cosinus kata rozwarcia tego stozka.

Pole przekroju osiowego stozka jest rowne 25 cm?. Wiedzac, ze tworzaca
stozka ma dtugos¢ 10 cm, oblicz pole powierzchni bocznej tego stozka. Czy to
zadanie ma tylko jedno rozwigzanie?

W tréjkacie prostokatnym przeciwprostokatna ma dfugosé 6, a jeden z katéw
ostrych jest rdwny 30°. Tréjkat obrécono wokot krétszej przyprostokatne;.
Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej otrzymanej bryty.

Wysokos¢ tréjkata réwnoramiennego poprowadzona na podstawe jest row-
na 24. Tréjkat obrécono wokoét tej wysokosci i otrzymano stozek, ktérej obje-
tos¢ jest rowna 8007. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego stozka.

W trdjkacie prostokatnym kat miedzy krétszg przyprostokatng i przeciwpro-
stokatng ma miare . Tréjkat obrécono najpierw wokot krotszej przyprosto-
katnej i otrzymano stozek o objetosci V. Nastepnie ten tréjkat obrécono
wokot dtuzszej przyprostokatnej i otrzymano stozek o objetosci V,. Wykaz,
eV :V,=tga.

Wsrdd stozkdw, ktdrych tworzgca ma dtugosé 12 cm, znajduje sie taki, ktére-

go przekréj osiowy ma najwieksze pole.

a) Oblicz wysokos¢ tego stozka.

b) Czy ten stozek ma réwniez najwieksze pole powierzchni bocznej? Odpo-
wiedz uzasadnij.
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Kula i sfera

Sfera o srodku w punkcie O i promieniu r, r > 0, nazywamy zbiér punktdw przestrze-
ni, ktérych odlegtosé od punktu O jest réwna r. Taka sfere oznaczamy

s(0, r).

Kula o srodku w punkcie O i promieniu r, r > 0, nazywamy zbiér punktow przestrze-
ni, ktérych odlegtosé od punktu O jest nie wieksza niz r. Takg kule oznaczamy

k(0, r).
Kule mozna otrzymac w wyniku obrotu pdétkola wokét prostej, zawierajacej srednice
potkola. Podobnie sfere mozna otrzymac w wyniku obrotu pétokregu wokét pewnej
prostej. Rysunki ponizej ilustrujg te przypadki.

I. Kula 1. Sfera

F - potkole F - p6tokrag

Sfera jest powierzchnig kuli. Powierzchni kuli nie mozna rozcigé¢ na takie czesci, ktére
mozna by byto roztozy¢ na ptaszczyznie, czyli sfera nie ma siatki.

Twierdzenie 1.
Pole powierzchni P kuli o promieniu r, r > 0, wyraza sie wzorem

P =4nr?

Przyktad 1.

Ptuca dorostego cztowieka zbudowane sg z ok. 300 milionéw pecherzykéw ptuc-
nych, kazdy o srednicy ok. 0,32 mm. Obliczymy, jakie pole powierzchni majg ptuca,
przyjmujgc zatozenie, ze pecherzyk ptucny jest kuleczka o srednicy 0,32 mm. Odpo-
wiedz wyrazimy w metrach kwadratowych.

Obliczamy pole powierzchni P pecherzyka ptucnego
P =4nr?, gdzie r=0,16 mm =0,00016 m=1,6- 10*m
P=4-n-(16:10%2=10,24-1-10°

Obliczamy pole powierzchni ptuc P
P, =300000000-10,24 - - 10%=3-10%-10,24 -t- 1028 =
=30,72-t = 96,51.
Pole powierzchni ptuc dorostego cztowieka jest rowne ok. 97 m2.
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Twierdzenie 2.
Objetos¢ V kuli o promieniu r, r > 0, wyraza sie wzorem

4
V==-nr
3

Przyktad 2.

Pole powierzchni kuli K, jest 9 razy wigksze od pola powierzchni kuli K. lle razy ob-
jetosc kuli K. jest wigksza od objetosci kuli K,?

Przyjmijmy oznaczenia: R — promien kuli K, r—promier kuli K.

Wyznaczamy pole powierzchni P kuli K, oraz pole powierzchni P, kuli K.
P,=4nR* P,=4nr’

Z warunkéw zadania wynika, ze

P, =9P, wigc
47R*=9-47tr?, stad otrzymujemy
R=13r
Wyznaczamy objgtos¢ V| kuli K, oraz objgtos¢ V, kuli K, w zaleznosci od r.
4 4 4 4
\/1=—‘TER3=—‘TE(3F)3=27~—TCF3 V,=—mnr’
3 3 3 3
Zatem
Vv, =27V,

Objetosc kuli K, jest 27 razy wigksza od objetosci kuli K,

Kazdy niepusty przekrdj kuli ptaszczyzng jest kotem lub punktem, jak na rysunku a)
ponizej. Jesli ptaszczyzna przekroju przechodzi przez srodek kuli, to otrzymany prze-
kréj nazywamy kotem wielkim kuli, zobacz rysunek b).

a) b)

Cwiczenie 1. Jaka figura jest niepusty przekrdj sfery pewnga ptaszczyzna?

Przekréj ptaszczyzng przez srodek sfery wyznacza okrag, ktéry nazywamy okregiem
wielkim sfery.
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Przyktad 3.

Krakéw lezy w przyblizeniu na rdwnolezniku 50° szerokosci geograficznej pétnocne;j.

Przyjmujac, ze Ziemia jest kulg o promieniu R, gdzie R = 6300 km oraz & ~ 3,14,

obliczymy:

a) jaka droge wzdtuz potudnika nalezy pokona¢, aby z Krakowa dotrze¢ do rownika,

b) jaka droge zakresla Krakéw na skutek obrotu Ziemi dookota osi w ciggu jednej
godziny, przy zatozeniu, ze Ziemia wykonuje petny obrét w ciggu 24 godzin.

Jesli przyjmiemy, ze Ziemia jest kulg, to rownik jest okregiem wielkim sfery. Kazdy
okrag wyznaczony na sferze Ziemi ptaszczyzng réwnolegty do ptaszczyzny réwnika
jest réwnoleznikiem.

Ad a) Niech kula o $rodku w punkcie O na rysunku ponizej ilustruje Ziemie, a punkt
K na sferze niech oznacza miasto Krakdw, potozone na réwnolezniku 50° szerokosci
geograficznej pétnocnej. Potudnik z punktem K jest oznaczony na rysunku kolorem
zielonym. Punkt przeciecia réwnika z tym potudnikiem oznaczmy przez A.

rownoleznik 50°

réwnik
potudnik punktu K

Z danych zadania wynika, ze
|«AOK|=50°

Droga d z punktu K do réwnika wzdtuz potudnika jest réwna dtugosci tuku KA, odpo-
wiadajacego katowi AOK. Obliczamy:

[}

de 50
3

OO

-2nR, gdzie R=6300 km, T~ 3,14

d=3—56~2n~6300z10'3,14-175:5495

Droga z Krakowa do réwnika wzdtuz potudnika jest réwna ok. 5495 km.
Ad b) Niech punkt S oznacza $rodek kota wyznaczonego przez réwnoleznik 50° sze-
rokosci geograficznej potnocnej, zas r — promien tego kota. Zobacz rysunek na na-

stepnej stronie.

Zauwaz, ze punkt S nalezy do ptaszczyzny (OAK), a odcinek OS jest prostopadty do
ptaszczyzny réwnika i do ptaszczyzny rownoleznika.
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Rozpatrzmy tréjkat SOK. Mamy:
|OK| =R, |«OSK|=90° oraz

|<ck0S| =90°-50°=40°

Obliczamy promien kota wyznaczonego przez réwnoleznik 50°.

|sk|
—r=sin|«KOS
|OK|

r=R-sin 40°, gdzie R=6300km, sin 40° ~ 0,643

r~6300 - 0,643 =4050,9
Na skutek ruchu wirowego Ziemi, w ciggu jednej godziny Krakow zakresla droge s,

, stad I sin40°
R

1
réwna 22 dtugosci rownoleznika 50°. Otrzymujemy:

5—ﬂ~ 2-3,14-4050,9
24 24

Na skutek ruchu wirowego Ziemi, w ciggu godziny Krakow zakresla droge rownga
ok. 1060 km.

~1060

Cwiczenie 2. Stolicg Kenii jest Nairobi, ktére mozna uznaé za miasto potozone na
réwniku. lle w przyblizeniu kilometréw pokonuje to miasto w ciggu jednej godziny,
na skutek ruchu wirowego Ziemi?

Cwiczenie 3. Ktére réwnolezniki majg dtugos¢ rowna potowie dtugosci réwnika?

S pra wdZ, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Punkty Ai B nalezg do sfery o sSrodku w punkcie O. Wiedzac, ze |AB| = 10\/5 cm

oraz |<IABO| =30°, oblicz pole powierzchni sfery.

2. Woda kapie z kranu co dwie sekundy. Zakfadajac, ze kropla wody ma ksztatt
kuli o promieniu 3 mm oblicz, ile litrow wody wycieknie z kranu w ciggu jed-
nej doby.

3. Objetosc¢ kuli K, jest 125 razy wigksza od objetosci kuli K. Oblicz
a) stosunek promieni obu kul b) stosunek pél powierzchni tych kul.

4. Kule przecieto ptaszczyzng, ktorej odlegtos¢ od srodka kuli jest rowna potowie
dtugosci promienia. Przekroéj jest kotem, ktorego pole wynosi 277t cm?. Oblicz
objetos¢ kuli.
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Bryty obrotowe — zadania rézne

Przyktad 1.

Boki réwnolegtoboku majg dtugos¢ 5i 9, a sinus kata ostrego réwnolegtoboku jest

2
réowny 3 Réwnolegtobok obrécono wokot dtuzszego boku. Obliczymy pole po-

wierzchni catkowitej i objetosé otrzymanej bryty.

Dane sg dtugosci bokdéw réwnolegtoboku: a

a=9, b=5 b
oraz sinus kata ostrego rownolegtoboku A "' AN
. 2 e h h
sino =—
3

Otrzymana bryta sktada sie ze stozka i z walca, z ktérego wycieto stozek. Obydwa
stozki — doklejony do walca i wyciety z walca — majg takie same wymiary.

Powierzchnia catkowita otrzymanej bryty sktada sie z powierzchni bocznej walca
oraz z powierzchni bocznych dwdch stozkéw. Bok réwnolegtoboku majgcy dtugosc
b jest tworzaca tych stozkdéw, bok majacy dtugosé a jest wysokoscig walca, a kat a
jest rowny potowie kata rozwarcia kazdego z tych stozkow.

Obliczamy promien r podstawy walca i stozkow.

Lzsina, b=5, sinoc:z
b 3
r 2
—=—, stad
5 3 ?
r:31

3

Wysokos¢ walca jest rowna dtugosci diuzszego boku rownolegtoboku. Wyznaczamy
pole P_powierzchni catkowitej bryty:

P.=2nr-a+2mnr-b

P.=2mr- (a+b), wiec

e:z-n-?-(%s):zgo“

Wyznaczamy objetos$¢ V powstate]j bryty. Zauwaz, ze
jesli doklejony stozek oderwiemy od walca i wtozy-

"
my w miejsce, gdzie drugi stozek byt z walca wycie- ) a %

ty, to otrzymamy walec. Zatem objeto$¢é otrzymanej
bryty jest rdwna objetosci walca o promieniu r i wy-
sokosci a.
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Mamy:
V=nr’-a

2
V=m- 31 -9=n-@‘9=100n
3 9

280
Pole powierzchni catkowitej otrzymanej bryty jest rowne n, a objetosc tej bryty

jest réwna 1007.

Cwiczenie 1. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetos¢ bryty, powstatej w wy-
niku obrotu réwnolegtoboku z przyktadu 1. wokét krétszego boku.

Przyktad 2.

Bok BC tréjkata ostrokgtnego ABC ma dtugosé a, zas pole tego tréjkata jest rowne P.
Tréjkat obracamy wokét prostej BC. Wykazemy, ze objetos¢ otrzymanej bryty jest
4rp?

3a

rowna

Niech h oznacza wysokos¢ tréjkata ABC

C
opuszczong na bok BC,
h=|AD|.
A —

W wyniku obrotu tréjkata ABC wokét pro-
stej BC otrzymujemy bryte, ktdra jest suma

dwdch stozkéw ztaczonych podstawami a
0 promieniu h.
B
Obliczamy objetosc V otrzymanej bryty.
1 1 1 1
V==nh’|CD|+=nh®-|BD|==nh*-(|CD|+|BD|) == nh* -a
3 3 3 3
Pole P tréjkata ABC jest rowne
1 2P
P=—ah, wiec h=—
2 a
Otrzymujemy:
2 2 2
1 1 (2p 1 4P A4np
V=_ahta=-n.| L | =gt 00T co koAczy dowdd.
3 3 a 3 a 3a

Cwiczenie 2. Tréjkat prostokatny o przyprostokatnych majacych dtugosci 15 cm
i 20 cm obracamy wokét przeciwprostokatnej. Oblicz objetos¢ powstatej bryty.

327
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Przyktad 3.

W podtkule wpisano stozek tak, ze koto wielkie pétkuli jest jednoczesnie podstawa
stozka, a wierzchotek tego stozka nalezy do poétsfery. Wyznaczymy stosunek objeto-
Sci potkuli do objetosci stozka.

Rysunek ponizej ilustruje stozek wpisany w pétkule o promieniu R.
Zauwazamy, ze odlegtos¢ wierzchotka stozka od

jego podstawy jest réwna promieniowi potkuli,
wiec wysokos¢ stozka jest rowna R.

Objetosc V, potkuli jest rowna potowie objgtosci kuli o promieniu R.
14 2
o ==.—nR*==nR?

23 3
Obliczamy objgtosc¢ V. stozka:
1 1
V,==nR*-R==nR’

3 3

Stosunek objetosci pétkuli do objetosci stozka wpisanego w pétkule jest réwny 2.

Cwiczenie 3. Wyznacz stosunek powierzchni bocznych obu bryt z przyktadu 3.
Jaka miare ma kat rozwarcia stozka?

Przyktad 4.

Do misy w ksztatcie potsfery o srednicy 24 cm wtozono cztery pomarancze jednakowe;j
wielkosci i przykryto ptaska pokrywka. Wéwczas wszystkie pomarancze stykaty sie z ta
pokrywka. Obliczymy objeto$¢ jednej pomaranczy. Wynik zaokraglimy do 1 cm?.

Zatdimy, ze pomarancze sg reprezentowane przez cztery przystajgce kule, kazda
0 promieniu r, a misa — przez potowe sfery o promieniu R, R =12 cm. Niech punkt O
bedzie srodkiem sfery, a punkty O , 0,,0,, O, — $rodkami przystajacych kul.

O,
/NI

QoD

r I
0,

Punkty O,, 0,,0,, O, lezg na jednej ptaszczyznie rownolegtej do ptaszczyzny przy-
krywki i sg wierzchotkami kwadratu, ktérego przekatna ma dtugosc 2r\/—2y, czyli

0,0,|=2r2
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Narysujmy przekroj potsfery ptaszczyzng, przechodzacy przez punkty O,, O, i prosto-
padta do ptaszczyzny (0,0,0,0,)

27374/

S
AN

0,

04

Niech punkt S bedzie punktem stycznosci kuli o Srodku O, z ptaszczyzng, zawierajaca
okrag wielki sfery. Wéwczas:

|SO|:%|0204|=r\/5

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkata prostokatnego
0,0S wyznaczamy dtugos¢ odcinka 0O,.

l0o,|= rv3
Przez punkt O, prowadzimy promien R i otrzymujemy:
R=r+|00,|, stad

R:r+r\/§:r(\/§+1)

Wyznaczamy promien kuli r.
R

J3+1’
12(v3-1)  12(v3-1)

(o) o
r=6(x/§—1) cm

Obliczamy objetos¢ V kuli.

Vz%n-63-(x/§—l)3 =288n-(3\/§—9+3\/§—1):576n-(3\/§—5)

V~355cm?
Kazda pomararicza ma objetos$¢ rowng w przyblizeniu 355 cm?, czyli 0,355 litra.

r= gdzie R=12cm

r=

SP rawdz, Czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Naczynie w ksztatcie walca jest czesciowo wypetnione woda. W to naczynie
wrzucono kulke, ktéra zanurzyta sie w wodzie catkowicie. Oblicz, o ile centy-
metréw wzrést poziom wody w naczyniu, jesli Srednica podstawy walca ma
dtugosc 12 cm, a promien kulki jest rGwny 3 cm.

2. Trojkat prostokatny rownoramienny obraca sie raz wokot przyprostokatnej,
a drugi raz wokét przeciwprostokatnej. Oblicz stosunek pdl powierzchni i sto-
sunek objetosci otrzymanych bryt.
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10.

Przekatne rombu majg dtugosc 12+/5 cm i 64/5 cm. Oblicz objetosc¢ i pole

powierzchni catkowitej bryty, ktéra powstanie w wyniku obrotu tego rombu:
a) wokot krotszej przekatnej b) wokot jego boku.

Wysokos¢ walca jest rowna H. W walec wpisano stozek w taki sposéb, ze pod-
stawa stozka jest podstawg walca, a wierzchotek stozka jest srodkiem drugiej
podstawy walca. Pola powierzchni bocznych walca i stozka sg rowne. Oblicz:
a) objetosc stozka b) miare kata rozwarcia stozka.

Na kuli opisano walec w taki sposéb, ze punkty wspdlne kuli i po
sg Srodkami tych podstaw, a czes¢ wspdlna kuli z powierzchnig
jest okregiem wielkim powierzchni kuli (zobacz rysunek obok).
objetos¢ walca jest wieksza od objetosci kuli?

o o _ ~objetos¢ wynosi 2—7tm3(oacz
PyQIRISR LA Pr ik asdstayy stozka, a jej 27

ka jest cztery razy wieksza od promienia kuli.

nego od niego punktu na potsferze.

Boki réwnolegtoboku majg dtugosc a, b, gdzie a > b > 0. Wykaz, ze stosunek
objetosci bryt powstatych w wyniku obrotu réwnolegtoboku raz wokét dtuz-

b
szego boku i drugi raz wokét krotszego boku, jest rowny —.
a

Kat rozwarcia stozka jest prosty. W stozek wpisano walec w taki
dolna podstawa walca zawiera sie w podstawie stozka, a okrag/gérne
stawy walca zawiera sie w powierzchni bocznej stozka (zobac fysudeksd
Wykaz, ze jesli pole powierzchni catkowitej walca jest réw
ni bocznej stozka, to odlegtos¢ wierzchotka stozka od gérnejpad

jest rowna potowie dtugosci tworzgcej stozka.

Tworzgca stozka ma dtugosc d i jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod
katem a. Wyznacz promien kuli wpisanej w stozek i promien kuli opisanej na
tym stozku.

Oblicz stosunek objetosci trzech kul: kuli wpisanej w szescian, kuli stycznej do
krawedzi tego szescianu i kuli opisanej na tym szescianie.
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Podobieistwo figur w przestrzeni

W poprzednich latach nauki oméwilismy podobienstwo figur na ptaszczyznie.
PowiedzieliSmy, ze o podobierstwie mozna mysle¢ jak o przeksztatceniu, ktére
— w przypadku skali réznej od 1 — zmniejsza lub zwieksza figury, zachowujac ich
ksztatt. Pokazaliémy tez, ze stosunek pdl figur podobnych jest rdwny kwadratowi
skali podobienstwa.

Pojecie podobieristwa mozemy rozszerzy¢ na figury w przestrzeni.

Definicja 1.
Podobieristwem nazywamy takie przeksztatcenie przestrzeni, ktére dowolnym
dwom réznym punktom A, B przestrzeni przyporzadkowuje takie punkty A, B,

dla ktorych M =

[A8|
gdzie k jest ustalong dla danego podobienstwa liczbg dodatnig.
Liczbe k nazywamy skalg podobieristwa.

k,

Definicja 2.

Figurami podobnymi nazywamy dwie figury geometryczne Fi F,, dla ktorych ist-
nieje podobienstwo przeksztatcajgce figure F na F..

Podobienstwo figur F i F, oznaczamy symbolicznie F ~ F,.

Przyktad 1.
Figurami podobnymi sg na przyktad:

a) dwa tréjkaty réwnoboczne b) dwa dowolne szesciany
k-a
k-a p
a a ) _ |
k-a k-a a 4
k-a a
a k-a
c) dwa graniastostupy prawidtowe d) dwa takie ostrostupy o podstawie kwa-
sze$ciokatne, jak na rysunku ponizej dratowe;j i wysokosci bedacej krawedzig
boczng, jak na rysunku ponizej
k-h F, b k-b
hl | TF h k-h
k-
a~——a a ' a k-a - .
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Jesli figura F, jest podobna do figury F w skali k, k > 0O, to figura F jest podobna
do figury F, w skali % .

Cwiczenie 1. Wielokat F, jest podobny do wielokata F w skali % . O ile procent:

a) obwdod wielokata F jest wigkszy od obwodu wielokata F,
b) pole wielokata F jest wigksze od pola wielokata F,?

Przyktad 2.

Dane sg dwa ostrostupy prawidtowe czworokgtne, podobne w skali 2. lle razy obje-
tos¢ wiekszego ostrostupa jest wieksza od objetosci mniejszego ostrostupa?

2h

2a

Niech a oznacza dtugos$¢ krawedzi podstawy w mniejszym ostrostupie, h — wysokos¢

w tym ostrostupie. Obliczamy objetosc V, tego ostrostupa.
1
V,==a’h
3
Poniewaz ostrostupy sg podobne w skali 2, wiec dtugos¢ krawedzi podstawy w wiek-
szym ostrostupie jest réwna 2a, a jego wysokos$¢ jest rowna 2h. Obliczamy objetos¢
V, tego ostrostupa.
1 2 8 ,
V,==(2a) -2h=—a"h

Obliczamy stosunek objetosci ostrostupow.

§azh
Va_3' g
Vl lazh

3

Drugi ostrostup ma objetos¢ 8 razy wiekszg od objetosci pierwszego ostrostupa.

Zauwazmy, ze 8 = 23, czyli stosunek objetosci ostrostupéw z przyktadu 2. jest réwny
szescianowi skali podobienstwa.

Pokazemy, ze analogiczna wtasnos¢ jest prawdziwa dla dowolnych ostrostupdw, kté-
re sy podobne.
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Rozwazmy dwa ostrostupy F i F,, gdzie ostrostup F, jest podobny do ostrostupa F
w skali k, k> 0.

Fy

Oznaczmy:
P — pole podstawy ostrostupa F P, — pole podstawy ostrostupa F,
h —wysokos¢ ostrostupa F h, —wysokos¢ ostrostupa F,
V — objetos¢ ostrostupa F V, — objetosc ostrostupa F,

Ostrostupy sg podobne w skali k, wiec stosunek dtugosci ich wysokosci jest réwny
k. Podstawy ostrostupéw podobnych sg wielokgtami podobnymi, wiec stosunek ich
pol jest rowny k2. Mamy:
h,=k-h oraz P =k*-P
Obliczamy stosunek objetosci ostrostupdéw.
1 1/,
v SR ) g(k P)-kh »
1 1
~P-h ~P-h
3 3

Powyzsza zaleznos¢ jest prawdziwa réwniez dla innych, podobnych figur prze-
strzennych.

333

Twierdzenie 1.
Stosunek objetosci podobnych figur przestrzennych jest réwny sze$cianowi skali
podobienstwa.

Cwiczenie 2. Na ile matych szescianikdw mozna podzieli¢ szescian tak, aby kra-
wedz matego szescianika stanowita:

1 1
a) > krawedzi szescianu b) 2 krawedzi szescianu?

77 [z




334 6. Geometria przestrzenna. Bryty obrotowe

Przyktad 3.

Stozek przecieto na trzy czesci dwiema ptaszczyznami réwnolegtymi do podstawy.
Ptaszczyzny podzielity wysokos¢ stozka na trzy réwne odcinki. Wyznaczymy stosu-
nek objetosci otrzymanych czesci stozka.

Oznaczmy przez V objgtos¢ danego stozka, a przez V,, V,, V, — objgtosci kolejnych
czesci tego stozka.

Vi

V=V, +V,+V,

Stozek o objetosci V| jest podobny do stozka o objetosci V w skali 5 . Zatem

3
Y :(1 , czyli
vV 3

1
Vi=—V
27

Stozek o objgtosci V| + V, jest podobny do stozka o objgtosci V w skali % . Zatem

v, +V, _(2 ’
4 3

8 1
V,+V,=—V oraz V,=—V
27 27

vl
227
Obliczamy V.:

19
%=V—04+%)=5;v

Otrzymujemy:
Vv, :v,=1:7:19

Stosunek objetosci otrzymanych czesci stozka jest rowny 1 :7 : 19.
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Przyktad 4.

Jajo strusia afrykanskiego ma ok. 15 cm dtugosci i jest trzy razy dtuzsze od jajka
kurzego. lle czasu nalezy gotowacé na miekko jajo strusie, zaktadajac, ze jajko kurze
gotuje sie na miekko przez ok. 2,5 minuty?

Aby ugotowac jajko na miekko, nalezy dostarczyé odpowiednig ilo$é ciepta na kazdg
jednostke objetosci jajka. Zatem czas gotowania jest — w przyblizeniu — wprost pro-
porcjonalny do objetosci jajka.

Jajo kurze mozemy uwazaé za podobne do jaja strusiego w skali 5 .

15cm ‘ 5cm

Objetos¢ jaja strusiego jest 27 razy wieksza od objetosci jajka kurzego, ktére gotuje

sie na miekko przez ok. 2,5 minuty. Obliczamy czas gotowania jaja strusiego:
27-2,5=67,5

Jajo strusie trzeba gotowac na miekko przez ok. 68 minut.

Jezeli figury przestrzenne sg podobne w skali k, k > 0, to stosunek pdl ich po-
wierzchni catkowitych jest réwny kwadratowi skali podobienstwa.

Cwiczenie 3. Wykaz powyzszg wtasnos¢ w przypadku, gdy bryty sg podobnymi
prostopadtoscianami.

Przyktad s.

Walec o objetosci 1 dm? i walec o objetosci 3,375 litra s3 podobne. Obliczymy, o ile
procent pole powierzchni catkowitej mniejszego walca jest mniejsze od pola po-
wierzchni catkowitej wiekszego walca.

Niech V oznacza objeto$¢ mniejszego walca, V, — objgtos¢ wigkszego walca.
V =1ldm*=11I

3. 27
V,=321=20)
8 8

335
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Obliczamy skale k podobierstwa mniejszego walca do wiekszego walca:

vV, 8 8 2
L =— stagd k=3—=—
v, 27 27 3

Obliczamy stosunek pdl powierzchni catkowitych tych walcow:

Pole powierzchni catkowitej mniejszego walca jest mniejsze od pola powierzchni

catkowitej wiekszego walca o 3‘100% ,czylio 55,(5)%.

SPVaWdi, Czy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1.

Objetos¢ pierwszego prostopadtoscianu jest rowna 240 cm?, a stosunek dtu-
gosci jego réoznych krawedzi jest rowny 2 : 3 : 5. Drugi prostopadtoscian jest
podobny do pierwszego w skali 1,5. Oblicz dtugosci krawedzi drugiego prosto-
padtoscianu.

KrawedZ szedcianu S, ma dfugos¢ 14 cm. Przekatna szedcianu S, ma dtugosc
\147 cm.

a) W jakiej skali drugi szescian jest podobny do pierwszego szescianu?
b) lle razy objgtosc szescianu S, jest wigksza od objgtosci szescianu S,?

Kat rozwarcia pierwszego stozka jest rowny 60°, a jego pole powierzchni

bocznej wynosi 721t cm?. Drugi stozek jest podobny do pierwszego w skali %

Oblicz objetos¢ drugiego stozka.

Dwa stozki s3 podobne. Pole przekroju osiowego pierwszego stozka jest 16
razy wieksze od pola przekroju osiowego drugiego stozka. lle razy objetos¢
pierwszego stozka jest wieksza od objetosci drugiego stozka?

Pole powierzchni pierwszej kuli stanowi 36% pola powierzchni drugiej kuli.
O ile procent objetos¢ pierwszej kuli jest mniejsza od objetosci drugiej kuli?

Ptaszczyzna rownolegta do podstawy ostrostupa odcina od danego ostro-
stupa ostrostup, ktérego pole podstawy stanowi 64% powierzchni podstawy
danego ostrostupa. Oblicz stosunek objetosci bryt powstatych po przecieciu
danego ostrostupa tg ptaszczyzna.

Trzy rownolegte ptaszczyzny przeciety ostrostup prawidtowy czworokatny
w taki sposdb, ze podzielity wysokos¢ ostrostupa na cztery rowne czesci.
Oblicz stosunek objetosci otrzymanych bryt.



Zastosowanie analizy matematycznej w rozwiazywaniu zadai z geometrii przestrzennej 337

Zastosowanie analizy matematycznej
w rozwigzywaniu zadan z geometrii
przestrzennej

Przyktad 1.

Wsrdd graniastostupdw prawidtowych czworokagtnych o objetosci 8 cm? istnieje
taki, ktédry ma najmniejsze pole powierzchni catkowitej. Wyznaczymy dtugosci jego
krawedzi oraz jego najmniejsze pole powierzchni catkowitej.

Podstawg graniastostupa jest kwadrat.

Wprowadzmy oznaczenia:
x — dtugosé krawedzi podstawy
H H — wysokos$¢ graniastostupa
V — objetos¢ graniastostupa, V=8 cm?
P — pole powierzchni catkowitej

/
/

X

X

Ze wzoru na objetos¢ prostopadtoscianu otrzymujemy:
x*-H=8
8
H=—
XZ

Wyznaczamy pole powierzchni catkowitej graniastostupa w zaleznosci od x:

P=2x"+4-x-H, czyli P=2x2+2
X

Pole P powierzchni catkowitej graniastostupa jest funkcjg zmiennej x. Ustalamy dzie-
dzine tej funkcji. Dtugosci wszystkich krawedzi graniastostupa sg dodatnie.

(x>0 A %>OJ < xe(0,+x)
X

Ostatecznie mamy:
2x% +32
P(x)==2

Funkcja P jest ciggta i rdzniczkowalna. Wyznaczymy jej najmniejszg warto$¢. W tym

celu obliczamy pochodng; stosujemy wzér{f(x):l = f’(x)-g(x)—f(zx)-g’(x) .
9() [9(x)]
(2)(3 +32j' C6xtx—(2¢+32)1 4(x°-38)

’
x° x°

, D,=(0, +o0)

czyli
X

P'(X)ZM, D, = (0, +)

P
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Ustalamy miejsca zerowe pochodne;.
4x* -32
P'(x)=0 < [X—2=0/\xe(0,+oo)] & x=2
X

Pochodna funkcji ciggtej P ma tylko jedno miejsce zerowe. Zatem wystarczy zbadaé
znaki pochodnej w przedziatach (0, 2) oraz (2, +o). Mianownik we wzorze pochod-
nej jest dodatni. Rozwazmy funkcje y=x*—8, gdzie x € (O, +oo), ktéra w przedziatach
(0, 2) oraz (2, +0) ma taki sam znak, jak pochodna P".

Otrzymujemy:
+ P'(x)<0 < x<(0,2)
P'(x)>0 < x € (2, +x)

Z witasnosci pochodnej wynika, ze funkcja P jest:
* malejagca w przedziale (0, 2) i
e rosnaca w przedziale (2, +).

Dla argumentu 2 funkcja P przyjmuje minimum lokalne, réwne P(Z), ktdre jest
jednoczesnie wartoscig najmniejszg funkcji P. Obliczamy to najmniejsze pole po-
wierzchni.

2:2°+32
P(2)=—=
(2)==
Wyznaczamy wysokosc H, jesli x = 2.

24

8
H=2—2, czyli

H=2
Najmniejsze pole powierzchni catkowitej graniastostupa jest rowne 24 cm?2. Wszyst-
kie krawedzie graniastostupa, majgcego najmniejsze pole powierzchni catkowitej,
majq dtugosc¢ 2 cm.

UWAGA: Uzasadnienie tego, ze minimum funkcji jest jednoczesnie wartoscig naj-
mniejszg tej funkcji, na podstawie przedziatéw monotonicznosci funkcji rdznicz-
kowalnej, jest mozliwe dzieki temu, ze pochodna ma tylko jedno miejsce zerowe.
W ogdélnym przypadku wyznaczamy wartos¢ najmniejszg i warto$¢ najwieksza funk-
cji w taki sposdb, w jaki nauczylismy sie w klasie trzeciej i ktéry przypomnimy w ko-
lejnym przyktadzie.

Przyktad 2.

Rozwazamy stozki, ktérych tworzgce majg dtugosc 9. Wyznaczymy cosinus kata roz-
warcia tego stozka, ktérego objetos¢ jest najwieksza. Obliczymy te najwiekszg ob-
jetosc.



Zastosowanie analizy matematycznej w rozwiazywaniu zadai z geometrii przestrzennej 339

Wprowadzmy oznaczenia:
r— promien podstawy stozka
h — wysokos¢ stozka
| — dtugosé tworzacej stozka, =9
a — miara kata rozwarcia stozka

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy zaleznosc:
r’+h?>=81
| sposéb: Wyznaczamy objetosc V stozka w zaleznosci od jego wysokosci.

Vzgrz-h A r*=81-h* zatem

T
V=§(81h—h3)

Okreslamy dziedzine tej funkcji.

h>0 A r>0, czyli
h>0 A 81-R>0
he(0,+0) A  he(-99)
he(0,9)

Funkcje objetosci stozka okresla wzér
V(h)zg(Slh—h3), a jej dziedzing jest przedziat (0, 9), D, = (0, 9).

Funkcja V jest ciggta i rézniczkowalna. Znajdujemy najwiekszg wartos¢ funkcji V
w przedziale (0, 9) i argument, dla ktérego ta wartos¢ jest przyjmowana.
¢ Obliczamy granice jednostronne na koncach przedziatu (0, 9).

lim F(sm-ﬁ)}:o lim F(mh—ﬁ)}:o
h—0"| 3 h—9 | 3

¢ Wyznaczamy pochodng funkcji Vi punkty krytyczne, ktére sg miejscami zerowy-
mi pochodne;j.

V’(h) =§-(81—3h2 ) , D,= (0, 9) Zastosowalismy wzor [a-f(x)}l =a-f'(x).

V'(h)=0 < h=3.3

¢ Obliczamy wartosci funkcji V dla argumentéw, bedacych miejscami zerowymi
pochodnej funkcji V —w tym przypadku tylko wartos¢ dla argumentu 33.

V(3\/§)=§-[81-3\/§—(3\/§)3}zg-(243\/§—81\/§)=54n\/§
Dla argumentu 3\/5 funkcja rézniczkowalna V przyjmuje warto$é dodatnig, wieksza

od granic jednostronnych tej funkcji na koricach przedziatu. Zatem dla wysokosci
rownej 3\/§ stozek ma najwiekszg objetosé, wynoszaca 5475\/5.
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Aby obliczy¢ cosinus kata « rozwarcia stozka majgcego najwiekszg objetos¢, znajdu-

. L . a
jemy najpierw cosinus kata 5

COS—=

2 9 3

Teraz korzystamy ze wzoru cos2x =2cos’ x—1 iotrzymujemy:

2
1 2 1
cosa=2-(—j —1=2-1=-

NE) 3 3

1
Cosinus kata rozwarcia stozka majgcego najwiekszg objetos¢ jest rowny 3

a 33 1 o _h
NG 1

Il sposdb: Wyznaczamy objetos¢ stozka w zaleznosci od promienia podstawy.

Vzgrz-h A h*=81-p

V(r)zgrz- 81-r*, czyli V(r):g-\/81r4—r6

Okreslamy dziedzine funkcji V.

h>0 A r>0
81-r’>0
re(-9,9) A r>0
re(0,9)

Funkcje objetosci opisuje wzér
V(r) =§\/81r4 —r®, ajej dziedzing jest przedziat (0, 9), D, = (0, 9).

Funkcja V jest ciggta i rézniczkowalna.
e Obliczamy granice jednostronne na koncach przedziatu (O, 9).

|im[£\/81r4—r1:o lim [f\/sy“—rﬁ}:o

r—0" r—9°
¢ Wyznaczamy pochodng funkcji Vi miejsca zerowe pochodnej. Stosujemy wzér na
pochodna funkgji ztozonej (gof)’(x)=g'(f(x))'f'(x)-
nm " 1 4 6\ T 3 5
—81rt—-r® | == ——— (81r" ) =— ——.(81-4r° —6r’ )=
(3 j 3 2y81r* —r° ( ) 6/81r" —r° ( )
nr3(54—r2)

B \81r* —r®
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Zatem
nr’ (54 —rz)

V’(r)zﬁ, DV,Z(O, 9)

V'(r)=0 < |’ (54-r")=0Are(0,9)| = r=3J6
e Obliczamy wartos¢ funkcji V dla argumentu 36 .
v(3\/€)=§-\/81.(3\/€)4—(3\£)6 zg-(sx/g)z-,/m—(s\/g)z =

=§-54-\/E=18n-3\/§=54n\/§

Najwieksza objetos¢ stozka, ktérego promien podstawy jest réwny 3J6 WYynosi

54743 .

Korzystamy z twierdzenia cosinuséw i obliczamy cos «.
(2rp=P+P—2-1-1-cosa

2

(6\/5) —92492-2.9.9.cosa
162cosa =162 — 216

1
cosa =——

3
. . L , 1

Cosinus kata rozwarcia stozka jest rowny -3

Il sposdb: Wyznaczamy objetosc stozka w zaleznosci od kata a.

r .« h a
—=sin— oraz —=cos—
rr=92.sinte  p=9.cosL

2 2

. . 1,
Wiemy, ze Vzg-nr -h, zatem
1
V(oz)zz-92-sinzg-Qcosg=243Tc-7-2‘singcosgsing
3 2 2 2 2

2

V(a)= 2423n sinat ~sin%, D,=(0, )

Funkcja V jest ciggta i rdzniczkowalna. Obliczamy granice jednostronne na koncach
przedziatu (0, m).

. (2437w
tipv(a)= i

lim V(a)= |im[2437t

a—>n" a—>n

-sina-sing =0
2

-sina-singjzo
2
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Wiemy, ze (sinx)r =cosx . Do obliczenia pochodnej funkcji V zastosujemy wzor na

pochodng iloczynu funkcji'

[£(x)-9(0)] =7'(x)-6(x)+f(x)-6'(x)

Otrzymujemy:

2437 a) 283n (. . a)
sma sin— | = -l SInNQ -SIN— =
2 2 2 2

2437 o a1l
= .| cosa -sin—+sina-cos—-—
2 2 2 2

2437 o o ,Q 1
=="".| cosa -sin—+2sin—cos’ —-= |=
2 2 2 2 2

_243¢n

. a ,a
-sin—-| cosa +cos’ —
2 2

Ostatecznie

Vr(a):24437t smE (3cosa+1), D,=(0,7) Cosz%zcosz;+1

Szukamy miejsc zerowych pochodnej. Zauwazamy, ze jesli a € (0, n), to sin% >0.

Zatem

1
V'(a)=0 < 3cosa+1=0 < cosaz—g

Wodwczas
. 2\/ 2 .
sina = oraz sm—: — Uzasadnij to!
2 3
wiec

2431 242 2 82 _ o

2 3 \3 &3

Najwieksza objetos¢ stozka jest réwna 547+/3 . Cosinus kata rozwarcia stozka maja-

1
cego najwiekszg objetosé wynosi _5 .

W ostatnim przyktadzie ustalilimy trzy rézne funkcje, opisujgce objetos¢ stozka
w zaleznosci od réznych wielkosci. Kazda z tych funkcji umozliwita rozwigzanie zada-
nia innym sposobem. Zauwaz, ze wybdr zmiennej moze spowodowaé, ze rozwigza-
nie zadania stanie sie tatwiejsze albo trudniejsze.
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Przyktad 3.

Rozwazmy zbiér ostrostupdéw prawidtowych czworokatnych, ktérych kazda kra-
wedz boczna ma dtugosé 3. Dowolny ostrostup z tego zbioru przecinamy ptaszczy-
zng, przechodzacy przez srodki dwdch sgsiednich krawedzi podstawy i wierzchotek
ostrostupa. Wyznaczymy dtugos$é krawedzi podstawy tego ostrostupa, dla ktérego
przekrdj dang ptaszczyzng ma najwieksze pole.

Rysunek ponizejilustruje przekrdj ostrostupa czworokatnego prawidtowego ABCDW
ptaszczyzng (NMW).

ABCD — kwadrat o boku majgcym
dtugos¢a,a>0

b = 3 — dtugos¢ krawedzi bocznych

EW — wysokos¢ przekroju NMW,

|EW|=h
WS — wysokos$¢ ostrostupa,
\ws|=H

NM — odcinek tgczacy srodki
krawedzi ABi AD

Pole P przekroju wyznaczymy z zaleznosci

1
==-[NM|-h
2

Obliczamy dtugos¢ odcinkdow NM i ES w zaleznosci od a:

a\/_

|NM| = czyli |NM|
Podobnie
|ES| = czyli |ES|= a\/_

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatéw prostokatnych ESW i SCW otrzy-

mujemy rownosci:
2 2
a a
—+H*=h*> oraz —+H*=9
8 2

2 2 2

H? =h2—%, wiec -9 g

Zatem

_ 2
th%, gdzie ae(O, 2\/5)
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Wyznaczamy pole P przekroju jako funkcje zmiennej a.

P(a) 1 a\/_ 72— 3a , DP=(O,2\/€)

2 2 B

czyli

P(a)=%\/7202 ~3d*, D, =(0, 2V6)

Szukamy argumentu, dla ktérego funkcja P przyjmuje wartos¢ najwiekszg. W tym
celu mozemy obliczy¢ pochodng funkcji P. Mozemy tez postgpi¢ w inny sposob.
Zauwazamy, ze funkcja

= %\/E, gdzie t € (0, +),

jest rosnaca. Zatem funkcja P przyjmuje wartos¢ najwiekszg dla takiego samego ar-
gumentu, jak funkcja

f(a)=72a’-3d", gdzie ae (O, 2\/5) )
Wyznaczymy argument, dla ktdrego funkcja f przyjmuje wartos¢ najwieksza.

Funkcja f jest ciaggta i rézniczkowalna. Badamy pochodng funkgji f.
(720> - 30%)' = 1440 - 126° = 12a(12 — &?)
f'(a)=12a(12 — @?), gdzie ae (O, 2\/5)

f'(a)=0 & [GE{—Z\/E,O,Z\E} A ae(O, 2\/6)} < a=243

Pochodna funkgji f, okreslonej w przedziale (O, 2\/6) , ma tylko jedno miejsce zero-

we. Zbadamy monotonicznos¢ funkcji f w tym przedziale.

Mamy: -
f'(a)>0 < ae(o, 2\/5) —c/—\ -
f'(a)<0 < ae(23, 2V6)

Funkcja f jest rosngca w przedziale (0, 2\/§> i malejgca w przedziale <2\/§, 2\/5) .

To znaczy, ze dla argumentu 243 funkcja f przyjmuje wartos¢ najwieksza.

W takim razie funkcja P tez w punkcie 243 przyjmuje najwiekszg wartosc.

Przekrdj ostrostupa dang ptaszczyzng ma najwieksze pole wéweczas, gdy krawed?
podstawy ostrostupa ma dtugos¢ 24/3.
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Cwiczenie 1. Oblicz najwieksze mozliwe pole przekroju ostrostupa z przyktadu 3.

SPVaWdi, CzYy rozu miesz. Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!

1. Rozpatrujemy prostopadtosciany o podstawie kwadratowej, ktérych suma
dtugosci wszystkich krawedzi jest réwna 60 cm.
a) Wyznacz funkcje, okreslajacg objetosé prostopadtoscianédw w zaleznosci
od dtugosci krawedzi podstawy. Podaj dziedzine tej funkgji.
b) Podaj wymiary tego prostopadtoscianu, ktéry ma najwiekszg objetosc.

2. Rozpatrujemy ostrostupy prawidtowe tréjkatne, ktérych suma wysokosci i ob-
wodu podstawy jest rowna 21.
a) Wyznacz wzor funkcji, opisujgcej objetosc tych ostrostupéw w zaleznosci
od dtugosci krawedzi podstawy. Podaj dziedzine tej funkcji.
b) Wyznacz dtugos$¢ krawedzi podstawy tego ostrostupa, ktérego objetosc
jest najwieksza. Jaka jest wysokos¢ tego ostrostupa?

3. Rozpatrujemy stozki, ktérych obwdd przekroju osiowego jest rowny 40. Wy-
znacz promien podstawy i wysokos¢ tego stozka, ktéry ma najwiekszg obje-
tos¢. Podaj te objetosé.

4. Rozpatrujemy wszystkie otwarte pudetka w ksztatcie graniastostupa prawi-
dtowego czworokatnego, bez gérnej podstawy i o objetosci 0,5 litra. Wyznacz
wymiary tego pudetka, ktére ma najmniejsze pole powierzchni catkowitej.

5. Szynka konserwowa ma by¢ pakowana do puszek w ksztatcie walca o pojem-
nosci 128w cm?. Oblicz, jakie wymiary powinna miec¢ ta puszka, aby na jej
wyprodukowanie zuzy¢ jak najmniej blachy.

6. Rozwazmy zbidr ostrostupow prawidtowych czworokatnych, ktérych kazda kra-
wedz boczna ma dtugosé d. Dowolny ostrostup z tego zbioru przecinamy ptasz-
czyzng, zawierajgcy krawedz boczng i wysokosc¢ bryty. Wykaz, ze przekrdj o naj-
wiekszym polu ma ostrostup, ktérego krawedz podstawy tez ma dtugosc d.

$ci kuli.
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Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 6.

Test

1.

Pole powierzchni bocznej walca wynosi 1507. Jesli wysokos$¢ walca jest trzy razy
dtuzsza od promienia r jego podstawy, to:
Ar=2 B.r=3 C.r=4 D.r=5

Prostokat o wymiarach 2 cm na 3 cm obracamy wokoét dtuzszego boku. Objetosé
otrzymanego walca jest rowna:
A. 91 cm? B. 12w cm? C. 16w cm? D. 18t cm?

Tworzgca stozka ma dtugos¢ 15, a wysokos$¢ stozka jest rowna 12. Pole po-
wierzchni catkowitej stozka wynosi:
A.135n B. 180n C.216n D. 324x

Pole przekroju osiowego stozka wynosi 60 cm?, a objetos¢ stozka jest rdwna
1007 cm?®. Tworzgca stozka jest dtuzsza od wysokosci:
A.olcm B.o2cm C.o3cm D.o4cm

Promien podstawy stozka jest rowny r, wysoko$é stozka — h, zas tworzgca ma

dtugosé I. Jesli cosinus kata rozwarcia stozka jest rowny _E , to:

A.l=2r B. I=r/3 C.1=2h D. I=h3

Pole kota wielkiego kuli jest rowne p. Wéwczas pole powierzchni kuli wynosi:
4

A. Ep B.2p C.3p D.4p

Promien kuli o objetosci 2881 cm?® wynosi:
A.3cm B.6cm C. 652 cm D.9cm

Promien pierwszej kuli jest o 75% krétszy od promienia drugiej kuli. lle razy ob-
jetos¢ drugiej kuli jest wieksza od objetosci pierwszej kuli?
A. 4 razy B. 16 razy C.32razy D. 64 razy

Zadania otwarte

9.

Prostokat o wymiarach 8 cm na 10 cm zwinieto tak, ze utworzyt on powierzchnie
boczng walca. Oblicz objetos¢ tego walca.

10. Promien podstawy walca jest o 2 cm krétszy od wysokosci. Wiedzac, ze pole po-

wierzchni catkowitej tego walca jest rowne 487 cm?, oblicz objetos¢ tego walca.

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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11.

D 12.

13.

14.

15.

16.

D 17.

18.

19.

20.

Przekatna przekroju osiowego walca ma dtugos¢ 12 i tworzy z ptaszczyzng pod-
3

stawy kat a. Wiedzac, ze sina :Z , oblicz pole powierzchni bocznej i objetosé¢

walca.

Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu na pfaszczyzne jest prostokgtem,
ktérego krétszy bok jest wysokoscig walca. Przekatna tego prostokata tworzy
z dtuzszym bokiem kat . Wykaz, ze jesli tgo =", to przekréj osiowy walca jest
kwadratem.

Ptaszczyzna réwnolegta do podstawy stozka i przechodzgca przez srodek jego
wysokosci przedzielita stozek na dwie bryty. Wiedzac, ze objetos¢ wiekszej
z otrzymanych bryt jest rGwna 14 cm?, oblicz objetos¢ mniejszej z tych bryt.

Kat sSrodkowy wycinka kota o promieniu 20 cm jest rowny 216°. Wycinek ten jest
powierzchnig boczng stozka. Oblicz objetos¢ tego stozka.

Tworzgca stozka tworzy z ptaszczyzng podstawy kat rowny 15°. Pole przekroju
osiowego stozka wynosi 25. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego stozka.

Szklane naczynie ma ksztatt walca, ktérego srednica wynosi 16 cm. Do naczynia
czesciowo napetnionego wodg wrzucono trzy jednakowe kule, ktére zanurzyty
sie w wodzie catkowicie. Wiedzac, ze poziom wody w naczyniu wzrdst o 0,5 cm,
oblicz promien kuli.

Dwa okregi zawarte w sferze lezg na ptaszczyznach prostopa-
dtych i majg tylko jeden punkt wspdlny. Wykaz, ze odlegtos¢
miedzy sSrodkami tych okregdw jest réwna promieniowi sfery.

Romb ma pole réwne s.

a) Wykaz, ze pole powierzchni catkowitej bryty, powstatej w wyniku obrotu
tego rombu wokét jego boku jest rowne 4rs.

b) Oblicz pole powierzchni catkowitej bryty z punktu a) w przypadku, gdy prze-
katne rombu majg dtugo$¢ 10 cm i 15 cm.

Rozpatrujemy prostopadtosciany, ktérych objetos¢ jest réwna 9 litréw, a dtu-
gosci krawedzi podstawy pozostajg w stosunku 1 : 2. Wyznacz wymiary tego
prostopadtoscianu, ktdry ma najmniejsze pole powierzchni catkowitej. Oblicz to
najmniejsze pole.

Rozpatrujemy stozki, ktérych pole powierzchni bocznej jest réwne CYNER

a) Wyznacz wzor funkcji objetosci tych stozkéw w zaleznosci od dtugosci pro-
mienia podstawy. Podaj dziedzine tej funkcji.

b) Oblicz promien podstawy i wysokos$¢ tego stozka, ktdry ma najwiekszg ob-
jetosc.

Odpowiedzi nie umieszczaj w podreczniku!
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rozktad Bernoulliego 214
rozktad zmiennej losowej 208
rownanie logarytmiczne 79
rownanie wyktadnicze 33

schemat Bernoulliego 201
sfera 322

siatka centylowa 118
siatka wieloscianu 279
stozek 316

szescian 257

srednia arytmetyczna z proby 109
$rednia wazona 110

walec 311

wariacja bez powtdérzen 136

wariacja z powtérzeniami 135

wariancja z préby 124

wariancja zmiennej losowej 212

warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej 211
wzor Bayesa 191

zbiory rowne 133

zbiory rownoliczne 133
zdarzenia niezalezne 195, 198
zdarzenie 150

zdarzenie elementarne 145
zdarzenie niemozliwe 150
zdarzenie pewne 150
zmienna losowa 208
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1. Funkcja wyktadnicza

Potega o wyktadniku rzeczywistym — powtoérzenie, s. 13-15

1.

10.

11.

12.

14.

15.

A2 B2 9+45  d)17-1242 )03
125 13
27 4
— h) 0,75 i) — j)5 k) 4,8
9w 0)S ] )
a)% i 92 d)20 ea o
a)2 b)% Js  d)s &2 95
EE] 10 B
a) 3% b)6 3 c)2 ©
2-7-19

1 11
a)0,02154 b) 100 * =100 ? © ~0,21544  c)4,64159

a) 0 70% b) 0 46%
a) 3580 b) 3 )6 d)2
a)x<y b)x>y c¢)y>x d)x>y

2

wskazowka: Wykaz, ze (3—\/5)%4—(34-\/5)% =10, !

-2
SR

3

wskazowka: Doprowadz wyrazenie do postaci
8x+1

Funkcja wyktadnicza i jej wiasnosci, s. 23-24

2.
3.

a)n<p<l<m<k b)n<k<m<p<l c¢)p<n<li<m<k

a) dodatnia  b) ujemna ¢) ujemna d) dodatnia

(3\@72)\/§+2

f) ﬂ

125

) 128

d) 1,46780

d)/<k<n<p<m
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4. a) f(X)=[§jx,xeR b) flx) =5, x € R
c) f(x)z(%jx,xeR d) f(x):(\/g)x,xeR
5. a) f(x):(%jx,x eR b) % c)-1 d) x € (-1, +)
6. a)x=1 b)xe {-2,0} c)xe {2,4}
7. a)x e (—0,0) b) x € (o0, 0) U (1, +o0) c) nieréwnos¢ sprzeczna
8. a)ZW=(-4,+x) b) zw=<%,1> c) zw:<%,§> d) ZW:<—6%,+ooj

10. wskazéwka: Oblicz warto$¢ wyrazenia (5X° +57% )2 .

Przeksztatcenia wykresow funkcji wyktadniczych, s. 31-32

1. a)g(x)=2"* b)g(x)=8-2* c)g(x)=2*-1 d)g(x):(%jx+3+4

2. a)g(x)=-3*-6  b)gx)=4*2+7

3. a)a=0,5 b) 4
c) tak, nalezy L
d) x € (~0, -5)
4. g(x)=3*-2,xeR 1y
Vo)
81 1

b)x e R— {4}
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. a)x=-2 b)x=1 ¢)x=-3
. a)x e (5, +x) b) x € (-0, 1) ) x € (-1, +)

. a) a:%,b=4 b) f(x):(%sz,xeR; f(-3)=32

b) g(x) =4+ -4

y=g(x)

BN WS <

%3 _4]+5

c)h(x)=—

oo+
x<Vv
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243, jeélixe(—oo,—1> Y

11.a) y= x-1 fa
(%] , jes'lixe(—l,+oo) 13 )\mm

1 e e
2" jedlix<0 1s

o) y=1 (1}
—(E] , jeslix>0 13

G) , jeslix e (—,0)
c) y=11, jeslixe(0,2)

472, jeslix e (2,+0)

12. wskazéwka: f(x) =23, x € R

Réwnania wyktadnicze, s. 39-40

1. a)x=3 b)x=-4 c)x=-3 d)x=0  e)réwnaniesprzeczne f)x=4

2. a)x=2 b)x:% Ox=7 d)xe 2,3 e)xels55  fxe {10}

3. a)xe {-5,-1} b) réwnanie sprzeczne  ¢)x=2 d) xe {%, g}
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2
4. a)x=-1 b)xeR c¢)xe{-1,1} d)x=6 e)xe{-1,2} xe{o,g}

1 6 1
5. 1> b)x=-22 —4,>
a) x . ) x - c) xe{ 2}
d)x € {-1,0,3} e) xe {2_2\/5, 2+2\/§} f) réwnanie sprzeczne

7. a)x=3 b) x=-2 c)x=—% d)x=-2 e)x=4 flx=2
8. a)x=1 b) x=0 c)x=2
9. a)xe {2,3} b)xe {12} c)xe{o,%}

dx=2  exefo f)xe{—%,%}

10. a) X e {72, 2}; wskazowka: podstaw t = 2"

X+

b) x = —4; wskazéwka: podstaw t =3V"*, gdzie x € (—4, +0)

1 1
c) xe {—4, - 35, —25, —2}; wskazéwka: podstaw t = 4x+3

d) x € {-2, 2}; wskazéwka: podstaw t:( 7+\/E)

Nieréwnosci wyktadnicze, s. 47-48

1 2
1. a)x e (-, —6) b) Xe(—oo,—§> c) X€<4§'+wj
2. xXe <72, 4)

3. a)xe(o0,3)U,40)  b)xe(3,09) c)x=%

dxcR e XeR_{g} fx e (-5, 1)

4. a)x e (-0, -3) b)x € R c)xe(-21)

5. a)x e (—xo,2) b)x e (~,-1) c¢)xeR

6. a)x e (2,+m) b)x € (~0,0) c)xe(—0,4) d)xe (-0, 1)U(2,+m0)
7. a)ne{1,2,3} b)ne{1,23,4,5,6,7}
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8. a) xe(-2,0) u<§,+ooj b)x € (-2,0)

9. a)xe(L,5) b)xe(—w,—Z)u(—%,—i—ooj
c)x e (-o,0)U(1,3) d) Xe[—oo, %}u<1§,+wj

10.a)x €(2,3) b)xe(-:0,0) c)xe(-o,-1) d)xe (-, 0)uU(1,+o)
11. a) x € (~o0, -1) b) x € (—o0, 1)

Zastosowanie wtasnosci funkcji wyktadniczej w zadaniach, s. 53
1
1. age|—,+»
5]
2. a)pe(1,+mo) b)p e (-1,1)
3. m e{—4}u(1§,+ooj

4. ke (o -1)
5. me(-7,-3)

Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 1., s. 54-56

Test

Nr zadania 1 21314 )5]|6|7]S8

Odpowiedz Cl|A|(B|B|C|C|[D]C

Zadania otwarte

9. a)12 b) 81
10. 2
7

11.a)2§ b)4 c)xe (-0, 2)
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12.a=2, b=-3

(0,2 ) N
d)X € (5, +OO) 13
fx)=2:-3 i
—=4—=3—=2—=10___= S5 ax
_/-_2
,,,,,,,,, ‘_3,,,,,,,,,,,,,
f-a
80 o , 7
13. a)—a b)xe (-1,0) ¢)g(x)=3%2-1, czylig(x)=3>>*-1  d)x=1
1
14.a)x=-025 b)xeR c)xe{—5,3}
15.a)x e (o, 3)U(L,+x) b xe<%,+ooj

16. %, x € R, — {27}

17.4
18. a) 4 b)
y=fa |,
13

xVY

19.a) ZW=(-»,-5) b) ZW =<—2%, —1> c) ZW = (-1, +o)
2 2
21.a)x € {1, 4} b)xe{g,Zg} c)x=0 d)x=-2

22, a)xe[—z,g> b)xe(-o0,-1)U(1,+0)  )xe(-6+0) d)xe (L +o0)
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2. Funkcja logarytmiczna

Logarytm — powtdrzenie wiadomosci, s. 61-62

1 2
1 2 b)-4 -— d)o - )1 -2 h)--=
92 b4 95 Ao T D1 P2 -2
1 17 1 85
2. a) -4= b) 2== 9= d)-—
a) 4 ) 20 c) 5 ) 108

B 3
3. t=log.— b)c=I +t)+1 =log ——
a) Ogsp )C OgM(p ) C) p Och+B

4 a)3 b2 =2 d)-1 e)4§ f-1

3
2
5. a)log,21 b)log800 c)log,6 d) Iogz% e)log,2,25 f)log,,40,5

3
6. a)-2 b)14 c¢)-2 d)1
7. a)8log.6  b)4+log400+log?20  c) logl2+log,2-log,5+log:5
8. a=8, b=1, b<a
1 5

9. a)8 b)-_Z= c) =

RO SPE
10.m=-3, n=-3, m-n=9
14. 1
15.a=219, b=1, b+a=220=11-20

Funkcja logarytmiczna — powtdrzenie i uzupetnienie wiadomosci, s. 68-70

1. a)-04 b) 81
2. a) s b) 3

3. a=v2, xe(0,242)

2
4, a=—, Xe 21,+oo
5 2

a)l>n>k>m b)ym>n>I>k
a)k=0 b)k=2 c)k=-3 d)k=1
a)ujemna  b)ujemna  c) dodatnia

a)a<b b)a>b

© N o u
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10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

24,

a) g(x) =log,x, x>0
r=2, p=7, f(0,001)=1
x € (-o0,-2),np. -3 oraz-10  b) x € (log,,8, +), np. 2 oraz 4

a)D=(0,5) b)D=(-2,00U(0,+x) ¢)D= (—oo,O)u(%,H}oj

d)D=(0,1)uU(1,2)

a)D=R b)D=R-{0,1,2,3} C)D{Z%’ﬁju(“) d)D:G'gju(%ﬁ’Gj
m < (0, 4)

el 0)

ke(-2,1) U (1, +0)

ee(-20)o(333)
2 2

a)tak b)nie c)tak

Przeksztatcenia wykresow funkcji logarytmicznych, s. 77-78

1.

y a)-3 b)6
43 :
42 i y = logy(x - 4)
+1 :
1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 1
__O_li 23456 78 9101112X
1, |
1.3 i
PoAY a)(0,-2)
S
R y=log,(x+1) -2 b)g(8)=0
21 01 2 6 7 8 9101112X g(x)<0 & xe(-1,8)

-—m
T T
| | |
L N
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a)x=4
b) x € (2, +0)

a) punkty A, B naleza do wykresu
funkcji f

b)xe<—§,0j

c)x=-1

D,= (-3, 3); wskazéwka: Doprowad? wzér funkeji g do postaci g(x)=log, (3—x).

2

b) x € (0, 2)

3.
13 y=x
+2
y=1 ) y =rlog x+3
—2—__0_112345678X
4, v
13
y=Ix]-2 1,
)-1
R . 121 L
y = logy(-—x) - 1 /)
+-3
5. a)x=5 b)xe {-1,6} ¢)x=-5
6. a)xe(2,+0) b)xe(2,4) c)xe(0,+x)
7. wskazéwka: a) f(x) =log,(x +4) + 1, x € (-4, +)
c) f(x)=
4
y =log, x w symetrii Srodkowe] wzgledem punktu (0,0).
4
d) f(x) = log o, (x +2), x € (-2, +o0)
8.
Zauwaz, ze jesli x € (-3, 3), to g(x) = f(-x).
9. a)f(x)=log,x D,=(0,3), 4
ZW = (0, log, 3) 2:
1-:__7?
4 19A S
T Ty A0
we
-3
10.a) D,=R—{-5}, D, = (-5, +);

wskazéwka: f(x)= 2log, |x+5|. Wykres funkcji f

2

otrzymamy, przesuwajac wykres funkcji y =2log, |x| o wektor [-5, 0].

b) x=-1

¢) x €(—o0, 7) U (-3, +0)

b) f(x) =—log,x—2, x & (0, +)
=—log, (-x), x € (~, 0); Wykres funkcji f jest obrazem wykresu funkcji
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359

11. h(x) =2 —log,(x— 1), D=(1, +)

a) wskazéwka: Wykres funkcji y =—log, x przesuri réwnolegle o wektor [1, 2].

b)x € (1, 4)
12. a) vi b)
:i i yi=flx)
hﬁéé’iééé} i
I
-3

¢) wskazéwka: Korzystajac ze wzoru x* = |x|?, doprowadz wzér funkcji h do postaci

h(o) = o4 -2

1 1

y=hl) LT3

| +2 |

1 1
i T i /
LA Pl AT éx

| |

LT

i T-3

! |

13. f(x)=log, (|x|+3) , gdziex € R—{-3, 3}

3

a) ZW = [—oo, log, 6] u(logl 6, —1>
3 3

Y
| | | ylzfs)()l | $1| | | | |

76-5-4-8-2-1 01
1

b)x € (-6,-3) U (-3,3) U (3, 6)
14.a)x e {-2,-1} b)xe {-7,1}
15.a)x € (0,1) U(3,+0) b)x e (-3,0)u(0,3)
16.a)(2,5) b)(-1,1)oraz(1,1)
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Réwnania logarytmiczne, s. 83-85
1. a)x=1,D=(-2,+x) b) x=%, D:[—w,—j c)xe {0,6},D=R—{3}

2
d)x e {5, 4, D:R—{—%} o) x:¥,oz(o,+oo) f) x:Zg,D:(2,+oo)

1,1},D=R b) x € {-3,3}, D=(-o,-2) U (2, +x)
1

{ =
c)xe {-2,8},D=R- {3} d)xe{—G%,—SE},D=R{5}
e)x e {-3,1}, D=(-0,-2) U (0, +0) f) réwnanie sprzeczne, D= (0, 1)
,O},D:R b) x € {-3, 5}, D= (o0, -2) U (4, +)

c)x e {-9,11}, D=(—o0, 1) U (3, +x) d)xe {-76,76},D=R
e) réwnanie sprzeczne, D = (-8, 2) f)x=-1,D=R

4. a)x=6,D=(2,3)U(3,+x) b) x=§,D:(O, 1) U (1, +)

c)x=6,D=(-1,0)U(0,+0)  d)x= (
e) rdwnanie sprzeczne, D=(-x,3) U (3,4)  f)x=1,D=(0, +)

5. a) x= —% b) réwnanie sprzeczne  c)x=0  d) réwnanie sprzeczne
6. a)x=2 b) x =256 c)x=5 d) x=80

7. a) x=+3 b)x=14 c)xe{%, 8} d)x=5
2 1
8. a) XE{—ZE,O, 6} b)x=102 ¢) xe{—?;i, ——} dxe{e-1,e-1,e -1}

9. a)xe{l%,lo} b)x=1 c)xe{3,3+x/§} d)x=5

10. x=8,S5, =420

7 =20

11.x=4,b =2>"",n e N,

12.a) x=+/3  b)xe {0,1} ¢)x=1 d)xe{%,4}

e) xe{%ﬁ} f) xe{%,%A}



Odpowiedzi do zadai 361

1 1
13. a)x=—4 b) xe{—G,—3E} c) xe{§,9}; wskazéwka: Dziedzing réwnania

jest zbior (0, +oo), obie strony réwnania sg dodatnie. Oblicz logarytmy o podstawie 3
obu stron réwnania: log, x'*'°** =log, <9X2). Nastepnie skorzystaj z praw dziatan na

logarytmach. Otrzymasz réwnanie (1 + Iogsx) -log,x =2+ 2log, x, ktdre rozwigzujemy
1

przez podstawienie zmiennej pomocniczej t = log, x. d) X e {ﬁ' 100}; wskazowka:

Dziedzing réwnania jest zbidr (O, +oo). Podnies obie strony réwnania do kwadratu (obie

sg dodatnie). Nastepnie oblicz logarytmy o podstawie 10 obu stron réwnania. Otrzy-
masz rownanie log? x = 4.

Nieréwnosci logarytmiczne, s. 91-92

1.

2.

a)xe(1,3) b)xe(0,3) c)xe<—4,—1%>u<—1%,1> d)x e (0,8)
a)x e (-2,-1) U (2, +o) bxe(5 2)u(-2,1) ¢)xe(2,3) d)xe(1,5)

"y <2 T CEUWER PRI W
AT

90,-(355) bo-(s3)

) xe(02)ofa) 0 xe(La] axe(s o) @ re[23l]
gresn re(ol)ofd )

el ae{ui o

e£3, 31j
2

10. a) x € [2 8>; wskazéwka: Podstaw t = [log, x+3, gdziex € (0,8).  b)x € (0, 10)
2
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Zastosowanie funkcji wyktadniczej i funkcji logarytmicznej do rozwigzywania
zadan umieszczonych w kontekscie praktycznym, s. 98-99
1. a)16,875mg b)25% c) co najmniej 8 godzin
2. a)a=2,c=40 b)12dni ¢ T2 bael
600
560
520+
480
440
400+
360
i 320+
280
240
200+
160
120
80
40+

Y
ok. 2950 lat
3km 162 m
a) 100 000 razy b) o 6 decybeli

o v s~ w

a) liczba a ma 35 cyfr, liczba b ma 33 cyfry, a > b;

wskazowka: log a = 25log23 ~ 34,04320; log b = 46log5 ~ 32,15262
b) liczba a ma 24 cyfry, liczba b ma 25 cyfr, a < b;

wskazowka: log a = 33log5 ~ 23,06601; log b =29log7 ~ 24,50784
c) liczba a ma 695 975 cyfr, liczba b ma 2998 cyfr, a > b;

wskazéwka: log a = 7’log7 ~ 695 974,57517; log b =2997

7. 12978 189; 3,1647 - 10"%%; wskazowka: Zauwaz, ze dana liczba pierwsza ma
w zapisie dziesietnym tyle cyfr, ile ma liczba 243112699,

8. b) ilos¢ promieniotwérczego jodu (g)

—151 —t— 1
2192 4 6 8 101214 16182022 24 26 283032 34 t

c) ok. 0,55%
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Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 2., s. 100-103

Test

Nr zadania 112131 4]|s+s

Odpowiedz B|A|D|A]|A

Zadania otwarte
11.a)-3 b)25
12.0

16. x=3

17. x € (0, +)

1
18. a=—, b=1
2

19.a)a=6, b=2 b)

c)x e (6, +0)

20.a)b<c<a

I
]
I
=g(x !
77 y=9k) |
IIIIIII
OI 1 1 1 T T LI
Pl 234567 8%
=2
=3

b) wskazowka: Wykres funkcji f przeksztatc przez symetrie srodkowa

wzgledem punktu (O, 0). Nastepnie otrzymany wykres przesun rownolegle o wektor

[0, 3].

21. a) x=-5%
2

22.a)x=16 b)a =5n-6,gdziene N,

b)x=4 )x=9 d)xe{%,z}

c) 541200,5; wskazéwka: Wykaz, ze ciag (b,)

1
jest ciagiem geometrycznym, w ktérym b, = 5 ,q=32.

26. a) y =600 000 - 1,004", gdzien € N
27.a)y=500-1,3", gdzien e N

b) 607 230
b) 4080

c) ok. 2%
¢) po 9 godzinach

363
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28. a) f(x)=log, (4~x), x € (-4,4) b) f(x)=[2—log,(x+3)|, x € (-3, +x)
2
Y 1
+3 :
1, |
11 y=fx) /)
Il Il Il Il Il Il : | . y:f(x)
—'4—'3—'2—'1__011 23 b 5 X —
P i 2345 6X
/ =) :
13 :
+-4 i

c) f(x) = 2log,|x|, gdzie x € R — {0}

X|

y = flx)

—t————1+——+
-9 -8 -7 —6-5-4-3-2-

29 a) D:R—{l,2,2%,3} b) D=(1,2+3)u(2++3,4)

33.a)x=6 b)x=5 c)xe{l%,?,} d)xe{%,g}

34.a)x€(2,5) b) XG(O,%>U<4,+OO) 0) XG(O,I)U[lJFZ\/E,ZJ d) Xe(%,Z
35. wskazowka: Zauwaz, ze 4x* + y* = 8xy < (2x — y)? = 4xy, zatem
2
log, (2x—y) =log, (4xy).

2 2

0,25t
36.a)A~0,173  b) f(t)= 160-(%) ,t=0  c)w osiemnastym dniu
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3. Elementy statystyki

Sposoby prezentowania danych zebranych w wyniku obserwacji statystycznej,
s. 107-108

1. a) 0 razy — 20 osdb, 1 raz — 15 oséb, 2 razy — 10 0sdb, 3 razy — 5 osdb b) 30 0sob

1
2. a) o 1135% b) ptywanie — 8 0sdb, pitka reczna — 32 osoby, karate — 40 osdb, koszy-

kowka — 15 osdb, siatkdwka — 30 oséb
3. a)120 b) 96 oséb, 80% przystepujacych
4. a) e przejazd na czerwonym Swietle 16%% wszystkich przewinien, kat srodkowy 60°
e jazda pod wptywem alkoholu 5%, kat 18° e przekroczenie predkosci 40%, kat 144°
e jazda ,,na zderzaku” 30%, kat 108° e prowadzenie pojazdu bez uprawnien 8%%,
kat 30°

b) o 33ty
3

Srednia z préby, s. 112-113

1. 190,7cm

2. 6500 zt

3. 33181zt

4. a)15,25s b) 13,25 s c)14s

5. ocena Czajki — ok. 4,09; ocena Mewy — ok. 4,54

Mediana z préby i moda z proby. Skala centylowa, s. 121-122

1
1. b)M =4h, M =4h <) 7=3£h

2. a)16,8 lat b) M, =18 lat, M, =17 lat

3. a)np.2,3,4,4,4,4,6,16,17, 18,19, 20, 21, 22, 23
b)np.4,4,4,4,4,4,4,8,8,8,8,8,8,10, 10
c)np.1,1,1,1,6,7,7,8,8,8,9,9,9,9,9
d)np. 0,0,0,1,1,1,2,3,3,3,4,4,4,4,30

(x=3iy=4) lub (x=4iy=3)
(0=4ib=8)lub(a=8ib=4)
(x=5iy=10)lub(x=10iy=5)

N o v &

a) 52 centylowi, 50% maturzystéw  b) 81% maturzystéw
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Wariancja i odchylenie standardowe, s. 128-129

1. 2)28,4 b) 12,6

2. a)o~11,8 b) o'~ 0,97

3. 1512

4. 2,4

5. X=-3,5° 0~426° M,=-5° M, =-4°

6. a)M =9,5mm M =9,65mm b) x=9,678mm 0~0,2mm
a) 6 ocen dobrych, 9 ocen dostatecznych b) 0~0,8

8. tak; wskazowka: x =24,56 o0 ~0,604
Tylko 2 gruszki (4% badanych gruszek) nie spetniajg wymagan.

Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 3., s. 130-132

Test

Nr zadania 1 2 13| 4|5]|6/|7

Odpowiedz | D | c|c|B|C|A]|D

Zadania otwarte

8. 13:15

9. p=12; pensja dyrektora po podwyzce jest rowna 11 648 zt
10. na Mazurach

11.a)M =3,M_=3,5 b)o*=2,89 0=1,7

12. wskazoéwka: Obliczaib. (a=1, b=3)

13. wskazéwka: Zauwaz, ze o} =p’ -, gdzie o, — wariancja zestawu liczb: px, py, pz.

14. 1l dostawca

4. Rachunek prawdopodobienstwa

Kombinatoryka — powtdrzenie wiadomosci, s. 142-144

1. a)na 16 sposobdéw b) na 11 sposobow
2. a)24 b) 17

3. a)320 b) 22

4. a)210000 b) 504
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w 0 N o W

11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

a) 2240 b) 2296 c) 4032 d) 1681
a) 714 b) 462
na 8 - 9! sposobdw

na 54 - 10! sposobow

a) 2673 b) 459
. a)35 b) 342 c) 130 d) 596
n=5lubn=15
a) na 10 sposobdw b) na 26 sposobdw
a) 32768 b) 6720 c) 56
a) 60 b) %zQO 720 c) %=420

39) (39) (13
a)[5)+( ]-[1j:1645020 b) 108 336

5
5 20!

" 5151505041

|
c) (TJ-(TJ-GJ-GJ{JM

4 16!
4) 41-41-41

9\ (6) .,
| |-4°=161280
4)\3

5 4 4 4 3 4
5:9°+4:9"444:9"+| _1.97-4-443961

a) 44 b) 74
1540

e a5

a) (12)(6]:2:462 b) [10}:252 c) [mj:zlo
6)\6 5 4

367
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22.924
23.55

Doswiadczenie losowe, s. 149

1.
2.

w

0={(1,0),(1,R), (2,0), (2 R), (3,0), (3, R), (4,0), (4,R), (5,0), (5 R), (6,0), (6, R)}
a=1(0,0,0,0),(R,0,0,0),(0,R,0,0),(0,0,R,0),(0,0,0,R), (0, O, R, R),
(0,R,0,R),(R,0,0,R),(R,0,R,0),(R,R,0,0),(0,R,R,0,),(O,R,R, R)
(R, O,R,R), (R, R,O,R), (R R,R,0), (R R,R,R)
Q={(AB,C),(ACB),(CAB)(BAC),(BCA),(CBA)}
W punktach a) i b) jest taka sama przestrzen zdarzen elementarnych:
Q:{(a, b,c): a, b, ce{1,2,3,4,5, 6}}

a) Q={11,12, 13, 14, 21, 22, 23, 24, 31, 32, 33, 34, 41, 42, 43, 44}
b) Q= {12, 13, 14, 21, 23, 24, 31, 32, 34, 41, 42, 43}

a) 10° b)10-9-8-7-6=30240
a) 840 b) 2401
435

52
(5]:2598960

Zdarzenia. Dziatania na zdarzeniach, s. 153-154

1.

a)A=1{2,4,6,8},B={4,8},C=1{1,3,57},D=1{2,3,5,7} b)Zdarzenie B pociaga
za sobg zdarzenie A. c)A’=C d)nie
a) Q=1{12,13, 14,21, 23, 24,31, 32, 34,41, 42,43} b) A’ —zdarzenie: utworzona

liczba jest rowna 23 lub jest wieksza od 23; A=4 ,A'=8
c) Zdarzenie B jest zdarzeniem niemozliwym. d) np. C — utworzona liczba jest potegg
liczby 2

b)A= i(4, 6),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6)
B=1(1,2),(1,3),(2,4),(2,5),(1,6),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,4),(3,5), (3,6),
(4,5), (4,6), (5,6)f
C= {(1, 1),(2,1),(3,1),(4,1),(51),(6,1),(2,2), (4, 2),(6,2),(3,3), (6,3), (4, 4),
(5,5), (6,6)}

a)AUC=1{0,4,6,8) b)BAC=C={0,6) c)C'MA={4,8] d)A-B={48)
'UB=0-{0}={1,2,3,4,56,7,8,9)

A={(0,R,R),(R,O,R), (R,R,0)] B={(0,RR),(R OR),(R R O0)(RR,R)
c=1{(0,0,0)}

A’ —zdarzenie: nie wypadty dwie reszki, B’ — zdarzenie: orzet wypadt dwa lub trzy razy,
C' — zdarzenie: co najmniej raz wypadta reszka
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6. a)AUB b) A"’ N B’ c)B—-A albo BN A’
d)(A-B)U(B-A) albo (AnB')U(BNA)
Okreslenie prawdopodobienstwa, s. 160-161
1. a)tak b) nie
2. np. zdarzenia: A — na $ciance wypadta liczba parzysta i B—na Sciance wypadta liczba

podzielna przez 4; wtedy P(A) =0,5 = P(A U B), P(B) :% oraz P(A) + P(B) = §

5. P(B)=0,75 P(AnB)=0,35 P(B—A)=0,4
6. P(ANB)=0,02 P(A-B)=0,1 P(A'nB)=0,28

7 p(a)=2
5 1

20
0. &

15

10. a) P(A) =0,5 b) P(B)=0,75 c) P(A'mB'):% d) P((AmB)'):%

11. P(A)=g P(B):é

_5 -1 _5 _3
1. a) P(A)_36 b) P(B) c c) P(C)= 5 d) P(D)_4
2. a) P(A):% b) P(B):% c) P(C):g d) P(D):%
7 25 6 9
3. a) P(A)—% b) P(B)—5—2 c) P(C)—1—3 d) P(D)_%
4. a) P(A):% b) P(B):l—s c) P(C)=12—5 d) P(D):Z—i
82 61
5 )P(A):E )P(B):E
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10.

11.

12.

13.
14.

15

10
Prawdopodobienstwo wylosowania dwdch chtopakow jest réwne o1 prawdopodo-

. . L o C11
bienstwo wylosowania co najmniej jednej dziewczyny wynosi o1

1 29
Z p) &2
a)3 )30

2 4
a) — b)—
)15 )5
2
P(A)=—
(4)=12
a)i b)i c)g
11 44 44
2 2 b) 2
45 50

wieksze jest prawdopodobienstwo odrzucenia partii zawierajacej 5% sztuk wadliwych
15 chtopcow

. co najwyzej 18 dobrych zaréwek

Doswiadczenia losowe wieloetapowe, s. 179-180

1.

1

b) P(A)=5
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2 1 1
9. P(A)== P(B)== P(C)==—
(W=2 PB)=1 PO)=1
81 5
10. P(A)=— P(B)=——
(4) 128 () 1024
137

11. P(A)==—; wskazowka: Zobacz przyktad 5.
228

12. 1
3

Prawdopodobienstwo warunkowe, s. 187
1. 0,4

2. 0,6

4 2= b) 2
13 325

5. 0,0048
6. 0,5

Twierdzenie o prawdopodobiernstwie catkowitym. Wzér Bayesa, s. 193-194

31
120
4
2. a) 2 b) =
400 43
287 190
3. a) === b) ——
300 287
19309 3
4. a) —— =0,96545 b) ——
20000 19309
5. a)0,19 b) 0,805 g 38
161
6. a)0,006 b) 0,0315 0 >

371
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Niezaleznos¢ zdarzen, s. 200
1. tak

2. a)0,42 b) 0,46
P(A)=0,003 P(B)=0,997

Powinien rozpalaé¢ ognisko pojedynczymi zapatkami.

ok W

Korzystniejszy jest zakup systemu trzech maszyn typu B; skutecznosc tego systemu jest
rowna 99,2%.

6. wskazowka: P[(AUB) N C]=P[(AnC)U (BN C)|=
=PANC)+P(BNC)-P(ANBNC)= () P(C)+ P(B) - P(C)—P(A) - P(B) - P(C) =

=[P(a) + P(B) - P(A ~ B)] - P(C) = P(A U B) - P(C)
Schemat Bernoulliego, s. 207

20) 1 1
a) ~0,176 b) 1 - - ~0,99999905
10) 2% 2

2. ( J 0,6°-0,4+0,6°=0,4752 b) co najmniej 8 strzatéw

5
3.
;

4. a)

5
.0,4*.0,6° +(4]-0,44 -0,6+0,4°> =0,31744

8 3 8
E — | 0,165 b) 1- 3 ~0,99999555
5 14 14

c) (14) +(ijcﬂ(%j ~0,000135

10 8 8 7 2 )
5. — | | — | =0,064; wskazdéwka: zobacz przyktad 4.
8 \15) {15

6. Oznaczmy zdarzenia:

A —wylosowano 8 razy dwie kule o réznych kolorach

1
— losowanie odbyto sie z pierwszej urny, P(B,)= A

— losowanie odbyto sie z drugiej urny, P(B,)=

B, — losowanie odbyto sig z trzeciej urny, P(B3) =

N[, W[k

Zdarzenia B,, B,, B, spetniajg zatozenia twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowi-
tym.
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Zmienna losowa. Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej, s. 214-215

1. a) Rozktad zmiennej losowej X: (2, ij, (3,i j, [4, ij, (5, lj, [6, i), (7,1 j,
36 18 12 9 36 6
(8’3 j’ (9' lj' (10’ ijl (11’i j' (12’i j
36 9 12 18 36
1 2 1 1 1
b) Rozktad zmiennej losowej Y: [O, —j,[l,i j,(z, —j, (3,— j, (4, —j,[S, —j
6 18 9 6 9 18
2. a) (0’ ljl(lli jl(z’ ij,(3,i j b) [0, ij’(lli j,(2, ij
11 22 22 11 11 22 22
3, (o, 2}, (10,i Mso, ij (—2oo,i j . EX=-0,1
100 100 100 100

4. a) Wartosci oczekiwane wygranej w obu grach sg réwne i wynoszg 0,50 zt. Gry nie sg
sprawiedliwe. b) Bardziej ryzykowna jest gra pierwszg kostka.

5. a) Wartos¢ oczekiwana jest réwna zero, gra jest sprawiedliwa.
b) o \/84 , czyli o ok. 9,17
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o

1,1 ) Z,A , 3,i ; EX=1,39
10 100 100
5,1 , 10,l , 15,l , 20,1 ; EX=12,50zt
4 4 4 4
0, 4845 1 4560 12, 1140 13, 80 a 1 CEX
10626 10626 10626 10626 10626
7 1 k 5 7-k
Zmienna losowa jest zbiorem par postaci {k'(kj(_] (_] ]
6)\6

gdziek € {0,1,2,3,4,5,6,7}

. . . . 5\ 3Y(11)"
10. Zmienna losowa jest zbiorem par postaci | k, — || = ,
k)\14 14

gdziek € {0, 1,2, 3, 4,5}

N

o

Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 4., s. 216-218

Test

Nr zadania 1 2 3 4 5 6 7

Odpowiedz D|IB|D|A|D|D|C

Zadania otwarte

8. a) P(A):% b) P(B)=§—Z Q) P(C)=§ d) P(D)=5
9. a) P(A):% b) P(B):E

10. a) P(A)=0,2  b) P(B)=0,3

63 1

11.a) P(A)=— b) P(B)=—

a) P(A)=1c b) P(B)=
449
12, —
962

13. 30 uczniow

14. 5,5

15. a) 2 b) 10 zt
78
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16. 0,75

17,3)P(A):[3j.4.44+@.4 _

(52} T 270725

4

b) p(B)= (:Iigj@j e 12168

52 20825
4
7 1
18. a) P(A)=— b) P(B)==
AP(A)=L b p(B)=3
640 459

20. P(A|B)=0,4 P(A|B)=P(A), stad zdarzenia A i B s3 niezalezne.
21.n=21

15
22. —
23

1 16 9% 256 256
23.310,— |,|1,— |,|2,—|,|3,— |,| 4,— |}; EX=3,2 o0,=0,8
625 625 625 625 625

5. Geometria przestrzenna. Wielosciany

Ptaszczyzny i proste w przestrzeni. ROwnolegtos¢ prostych i ptaszczyzn.
Proste skosne, s. 228

1. nie
2. wskazowka: Zobacz przyktad 2.
3. wskazowka: Zobacz przyktad 6.

4. a) wskazowka: Rozwaz trojkaty BEA i EDA, a nastepnie zastosuj twierdzenie 5.
c) wskazowka: Rozwaz trojkat BDA i zastosuj twierdzenie 2.

Prostopadtos$¢ prostych i ptaszczyzn w przestrzeni, s. 235-236
1. wskazowka: Przez punkt C poprowadz prosta rownolegty do prostej C,Q.
2. a)nie b) tak

3. wskazéwka: Zauwaz, ze AD, || BC, i tréjkat D AB, jest réwnoramienny.

4. wskazéwka: Wykaz najpierw, ze prosta A C, jest prostopadta do ptaszczyzny (DBBlDl).

375
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5. tak
6. tak

Rzut réwnolegty na ptaszczyzne. Rysowanie figur ptaskich w rzucie réwnolegtym
na ptaszczyzne, s. 245

2. Nie dzieli, poniewaz wysokos$¢ rombu poprowadzona przez srodek symetrii rombu nie
dzieli bokéw rombu na potowy.

3. 9cm

Twierdzenie o trzech prostych prostopadtych, s. 250-251
1. P,,.=50cm? wskazéwka: Wykaz, ze | <<BDE| =90°.

2. tak

4. b)|AC| =12, |AD| =13, |CD| =5

5. wskazéwka: Prosta AC jest prostopadta do rzutu prostokatnego prostej BD, na ptaszczy-
zne (ABC).

7. wskazéwka: Ptaszczyzna (EBD) jest prostopadta do ptaszczyzny (ABC) i prosta BE jest
krawedzig przeciecia tych ptaszczyzn, wiec rzutem prostokatnym prostej FG na ptasz-
czyzne (ABC) jest prosta BE.

Kat miedzy prostg a ptaszczyzna. Kat dwuscienny, s. 255

1. a)5cm b) 5V2 cm c) 53 cm
2. a)45° b) 90° c) ok. 63°
2 Y6

6

Graniastostupy, s. 264-265
1. a)13cm b) 24/6 cm
2. a=6cm,h=9cm

3. nie; wskazéwka: Poréwnaj dtugosci odcinkéw AC, oraz AB,.

4. a)4s° b) 60°
5, 23
3

6. a)20cm,34cm,20cm,34cm  b)ok. 28°, ok. 53°, ok. 28°, ok. 53°
7. a)l b) 2
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9. wskazéwka: Oznacz przez E $rodek odcinka B D,, a nastepnie rozwaz trapez ACE A,.

J6

10. —
3

Ostrostupy, s. 276-278

1. a)45° b) .|~ ¢ 1

2. b)ok.74° ¢)

0|

3. 18
4. a)k=26cm, H=133 cm b) d =6,5v/3 cm

5. a) k=5, H=/3 b) ok. 63° c) ok. 51°
6. a)5cm; wskazéwka: Zobacz przyktad 1. b) 41% cm
7. 8cm

8. a) 5; wskazowka: Zobacz przyktad 6., oblicz promien r okregu wpisanego w podsta-

we.,r=3 b) /34, J61, 106

9. a) 2\/ﬁ cm b) ; c) 45°
9
10. a) |DW| = 4; wskazéwka: zobacz przyktad 5. b) —2—5; wskazowka: Miara kata

dwusciennego miedzy ptaszczyznami (ABW) i (BCW) jest réwna mierze kata liniowego
miedzy wysoko$ciami tréjkatow ABW i BCW, poprowadzonymi odpowiednio z wierz-
chotkdéw A i C. Skorzystaj ze wzoru na pole tréjkata do obliczenia tych wysokosci.

11. Przekatne trapezu majg po 25 cm dtugosci.
wskazowka: Ostrostup jest prosty. Na trapezie mozna opisac okrag, wiec trapez jest
réwnoramienny. Spodek wysokosci ostrostupa nalezy do osi symetrii tego trapezu.

12.a)3cm b) 6 cm
wskazowka: Zobacz rysunek z przyktadu 7.

13. wskazéwka: Uzaleznij wysokos¢ ostrostupa od obu wysokosci réwnolegtoboku. Na-
stepnie skorzystaj ze wzoru na pole réwnolegtoboku do zapisania zaleznosci miedzy
dtugosciami bokéw réwnolegtoboku, a jego wysokoSciami poprowadzonymi na te
boki.
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14. dtugosci krawedzi podstawy: 15, 12, 10, 13
dtugosci krawedzi bocznych: 3@ , 3@ , 3@ , 277

wskazowka: W trapez mozna wpisac okrag, a jego sro-
dek jest spodkiem wysokosci ostrostupa. Oblicz promien
r tego okregu. Nastepnie skorzystaj z wtasnosci czwo-
rokata opisanego na okregu oraz z wtasnosci odcinkow
stycznych do okregu i oblicz dtugosci bokéw trapezu.

Siatka wieloscianu. Pole powierzchni wieloscianu, s. 282-283

2. 72cm?

3. 600(1+zﬁ) cm?

4. a) 13 b) V69 c)4

5. 672 cm?

6. \/5:6

7. 204643

8. 48+323

9. H=7,5cm

10. 6(10++/10) cm’
11. 4cm

Objetos¢ figury przestrzennej. Objetos¢ wielosciandw, s. 292-294

1. 480cm?

2. a=20cm, Hz# cm

3. 360cm?

4. 1,7975m3*=1797,51

5. a) % b) 1043 cm, czyli ok. 5,8 cm
6. 96dm3

7. a)12cm,16cm,20cm  b)320cm?

8. 144+/3 cm?

9. 1176+/3 cm?
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10.

11.

12.

13.

14.

a) 8/3cm  b) 4815 cm?
32dm?
a) a=6v2, H=4 b)P. =962

V:iaﬂ/&ctgza -1, a €(0° 60°)
v :§d3sin2 avacos’a -1, a € (0° 60°)

Przekroje wielo$cianéw — zadania, s. 305-307

1.
2.

3.

10.

11

P,=336cm’
3360 cm3
54\/5 cm?

a)3/3cm? b) 6(\/6—1) cm?

P =6+/26 ; wskazéwka: Oblicz dtugosci bokdéw trojkata AB.D,, nastepnie cosinus i sinus

171

1
kata B AD, i skorzystaj ze wzoru P = Ea~b-siny .

a) wskazowka: Wystarczy pokazaé, ze wszystkie boki przekroju majg takg sama dtugosc.
b) wskazowka: Poprowadz przekréj prostopadtoscianu ptaszczyzng réwnolegta do pod-
stawy ABCD i zawierajaca odcinek EF.

P =216 cm?, Przekrdj jest tréjkatem ostrokgtnym.

krawedz boczna: 4\/5, krawedz podstawy: 8\/3; wskazowka: Wykaz, ze wysokos¢
podstawy jest trzy razy dtuzsza od wysokosci ostrostupa.

2 V12cos’ o -3
a) cosf3 = cos 2a b) cosy - NILCos @mS
2cos"a 3

wskazowka: Wykaz, ze kat nachylenia krawedzi bocznych do ptaszczyzny podstawy jest
réwny 45°.

.b) P=6737

12.

wskazowka: Spodek wysokosci ostrostupa jest $rod-
kiem okregu wpisanego w romb, czyli punktem
przeciecia sie przekatnych rombu. Szukana ptaszczyzna
przekroju zawiera wysokos¢ ostrostupa oraz wysokos¢
rombu, przechodzgca przez punkt przeciecia sie prze-
katnych.

374
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13.

V= 16\/5 ; wskazéwka: Sciana ACFD jest prostopadta F
do podstawy ABC. Rzutem prostokgtnym odcinka
BF na ptaszczyzne (ACFD) jest odcinek SF. Kat SFB D 30 £
jest katem nachylenia przekatnej BF sciany CBEF do
Sciany ACFD.
Sciany c
S
A B

Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 5., s. 308-310

Test

Nr zadania 1 213145678

Odpowiedz | c [ B|A|D|B|DJ|C]|D

Zadania otwarte

11.

12.

13.

14.

15.

16.

a)V=512cm?, P.=384cm> b) d=ﬁcm
3
H=+/33 cm, V =22811 cm?
P, =18y15 cm?, V =36+/3 cm’®
a) dtugos¢ krawedzi podstawy: 12 cm, dtugosé krawedzi bocznej: 221 cm
b) V=723 cm?
a) P,=108 cm’ b) k=2+/34 cm

a) V =100 cm?; wskazdwka: Ostrostup jest prosty, spodek wysokosci jest srodkiem
przeciwprostokatnej tréjkata w podstawie.

b) V= 25(2 + \/5) cm?; wskazéwka: Spodek wysokosci jest sSrodkiem okregu opisanego

na tréjkacie w podstawie ostrostupa. Niech a oznacza dtugos¢ najkrétszego boku troj-
kata w podstawie, R — promien okregu opisanego na tym tréjkacie; R =5 cm; z twier-

=2R, stad a =5 cm. Oblicz dtugos¢ ramion tego tréjkata,

dzenia sinuséw

sin30°
np. z twierdzenia cosinuséw, nastepnie pole tego tréjkata.
24441
17. a) 641 b) 1,25 c) 21

18. V=4, P.=123
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19. a) V= 784; wskazéwka: Rzut prostokatny $rodka krawedzi bocznej na ptaszczyzne
podstawy jest sSrodkiem odcinka, bedgcego potowa przekatnej podstawy.
b) 6,72

6. Geometria przestrzenna. Bryty obrotowe

Waleg, s. 315
1. I.P. =208t cm? V=320t cm® Il. P, =130n cm? V=200m cm?

2. Siatke tworzy prostokat o wymiarach 4 cm na 12,6 cm oraz dwa kota o promieniu 2 cm,
lezgce przy dwdch dtuzszych bokach prostokata.

3. a)r=7cm b)P,=210m cm?
4. V=375t cm?

5. h=5cm, tgazg

6. 1l4cmna2lcm
5 e
7. 1.10na6 Il. 103 5 na 245

8. P =28mcm’

Stozek, s. 320-321

1. 240°

3. a)r=12cm  b)P,=240m cm?

4. a)P =216mcm? b)V=324ncm’
5. a)V=72m/3 b) B, =72

6. V:128n\/§
3

7. V=61J10

8. 120°

9. 0,125

10. Dwa stozki spetniajg warunki zadania: I. kgt rozwarcia stozka jest réwny 30°,

r=5y2-+3cm, P, =50my2—+/3cm?
II. kat rozwarcia stozka jest rowny 150°, r = 54/2 + V3 cm, P, = 50n\/2+\/§ cm?

11. V=27r, P, =97(3+2V3)

12. P_=360r
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1
14. a) h= 6\/5; wskazowka: Pole przekroju osiowego jest réwne 5-122 -sina , gdzie « jest
katem rozwarcia stozka, i jest najwieksze wtedy, gdy sin a = 1, czyli wtedy, gdy a = 90°.

b) nie; wskazéwka: Wykaz np., ze stozek, ktérego kat rozwarcia ma miare 120°, ma
wieksze pole powierzchni bocznej.

Kula i sfera, s. 325

1. 4001 cm?

2. 4,9 litra

3. a)r,:r,=5:1 b)P:P,=25:1
4. 288mcm?

Bryly obrotowe — zadania réine, s. 329-330

1. olcm

2. PR =(V241):V2, vy =42:1

3. a) V=360ny/5 cm?, P, =180ny/5 cm? b) V'=720m cm?, P.= 21607 cm?

4. a)V=n-H b)a=120°

5. 050%
6. 1Z m
3

dsin2a R d
2(1+cosa)' 2sina

10. 1:242:33

Podobienstwo figur w przestrzeni, s. 336

1. 6cm,9cm,15cm

2. a)% b) 8 razy

3. V,=9m/3 cm?

4. 64 razy

5. 078,4%

6. 64:61

7. 1:7:19:37
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Zastosowanie analizy matematycznej w rozwigzywaniu zadan z geometrii

przestrzennej, s. 345

1. a)V(x)=x*-(15-2x), D, :[O, 7%) b)5cm, 5cm, 5 cm

V3
4

2
2. 3) V(x)===-(-x*+7x), D,=(0,7) b) x=47, h=7

3. r=8, h=44/5, V:@

4, 10cm,10cm,5cm

5. wysokos¢ puszki 8 cm, promien podstawy 4 cm

7. a)r=6v2, h=24

Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 6., s. 346-347

Test

Nr zadania 1 2 3 4 5 6 7 8

Odpowiedz D|IB|fC|J]A|C|D|B]|D

Zadania otwarte

200 160

9. LV="-—cm?® I.V="—cmd
i T
10. V=45t cm?
567

11. P, =271\7, V==
13.2cm?
14. 7681t cm?

15. P =25n(2+\/§+2\/2+\/§)

16.2cm
18. b) P_=300m cm?
19. wymiary prostopadtoscianu: 1,5dm, 2dm, 3 dm; P =27 dm?

20. a) V(r)=§\/243r2—r6, re(0,343) b)r=3 h=32

383



Wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych

a sina tga ctga cosa

il 0,017 0,017 57,290 1,000 89°
2° 0,035 0,035 28,636 0,999 88°
3° 0,052 0,052 19,081 0,999 87°
4° 0,070 0,070 14,301 0,998 86°
5° 0,087 0,087 11,430 0,996 85°
6° 0,105 0,105 9,514 0,995 84°
7° 0,122 0,123 8,144 0,993 83°
8° 0,139 0,141 7,115 0,990 82°
9° 0,156 0,158 6,314 0,988 81°
10° 0,174 0,176 5,671 0,985 80°
11° 0,191 0,194 5,145 0,982 79°
12° 0,208 0,213 4,705 0,978 78°
13° 0,225 0,231 4,331 0,974 77°
14° 0,242 0,249 4,011 0,970 76°
15° 0,259 0,268 3,732 0,966 75°
16° 0,276 0,287 3,487 0,961 74°
17° 0,292 0,306 3,271 0,956 73°
18° 0,309 0,325 3,078 0,951 72°
19° 0,326 0,344 2,904 0,946 71°
20° 0,342 0,364 2,747 0,940 70°
21° 0,358 0,384 2,605 0,934 69°
22° 0,375 0,404 2,475 0,927 68°
23° 0,391 0,424 2,356 0,921 67°
24° 0,407 0,445 2,246 0,914 66°
25° 0,423 0,466 2,145 0,906 65°
26° 0,438 0,488 2,050 0,899 64°
27° 0,454 0,510 1,963 0,891 63°
28° 0,469 0,532 1,881 0,883 62°
29° 0,485 0,554 1,804 0,875 61°
30° 0,500 0,577 1,732 0,866 60°
31° 0,515 0,601 1,664 0,857 59°
32° 0,530 0,625 1,600 0,848 58°
33° 0,545 0,649 1,540 0,839 57°
34° 0,559 0,675 1,483 0,829 56°
35° 0,574 0,700 1,428 0,819 55°
36° 0,588 0,727 1,376 0,809 54°
37° 0,602 0,754 1,327 0,799 53°
38° 0,616 0,781 1,280 0,788 52°
39° 0,629 0,810 1,235 0,777 51°
40° 0,643 0,839 1,192 0,766 50°
41° 0,656 0,869 1,150 0,755 49°
42° 0,669 0,900 1,111 0,743 48°
43° 0,682 0,933 1,072 0,731 47°
44° 0,695 0,966 1,036 0,719 46°
45° 0,707 1,000 1,000 0,707 45°

cosa ctga tga sina a




